1 Ponovitev matematike — za kemijske inzenirje

1.1 Vektorji

e Vektor v 3-razseznem prostoru lahko napisemo kot trojico stevil: @ = (ay, az, a3). Stevila a1, as, as po
vrsti oznacujejo komponente vektorja v x, y in z smeri kartezi¢nega koordinatnega sistema. Vektorje si
intuitivno predstavljamo kot puséice (v 3-razseznem prostoru). Ce zelimo poznati nek vektor, moramo
poznati tako njegovo velikost kot smer.

Vektor razstavimo na komponente Dogovor za risanje vektorjev v ravnini
z

/ O, X

vektor iz lista vektor v list

o Nicelni vektor:
0= (0,0,0)

e Sestevange in odstevanje vektorjev:

Jig:(alibl,agibg, agibg,)

e MnoZenje vektorja s skalarjem (realnim Stevilom) a:

ad = «a(ay, az, ag) = (way, aas, aaz)
e Norma (velikost) vektorja:

ld| =1\/a? +a3+di=Va-a

Skalarni produkt: Vektorski produkt:

produkt velikosti prvega vektorja in po velikosti enak

velikosti projekcije drugega vektorja na prvega _ ploscini paralelograma na sliki
axb,




e Skalarni prodkut dveh vektorjev:
@-b=(a1,a2,a3) - (bi,ba,bz) = arby + asby + azbs

komutativnost : a-b=b-a
distributivnost : a-b+d)=a-b+a-c
@-b=|a |b cos = |a@| proj.b = |b| projzd
ab=0 o alb
a-a>0
i-i=0 & a=0 < |a=0
kot med vektorjema: (p = arccos Z:HZI; )

o Vektorski produkt: ¢e izberemo ortonormirano bazo

i =(1,0,0)
j =(0,1,0)
k= (0,0,1)
velja
) ik
axb=(a1,as,a3) x (by,b2,b3) = la1 as as| = (azbs — asbs, —a1bs + asby, a1bs — asby)

b by b3

antikomutativnost : Axb=-bxa

distributivnost : Ax(b+d)=axb+axc
velikost : |@ x b = |a] |b| sin
smer : pravilo desnega vijaka

Vektorski produkt a x b je po velikosti enak plosc¢ini paralelograma, ki ga dolo¢ata vektorja @ in l_;, smer
pa dolocimo s pravilom desnega vijaka: s prsti desne roke zakrozimo od prvega vekorja @ proti drugemu
vektorju b v smeri manjsega kota; smer desnega vijaka je definirana s smerjo palca pri omenjenem gibu.

Vektorski produkt a x bj je vedno pravokoten tako na d kot na b.

A

axb

Pravilo desnega vijaka

Pri skalarnem produktu dveh vektorjev dobimo skalar (stevilo), pri vektorskem produktu pa je rezultat
vektor.
Opomba: v nekaterih uébenikih se vektorji namesto s puséico ozna¢ujejo z odebeljenim tiskom (npr. a namesto @).
Norma vektorja se véasih ozna¢uje z dvojno ¢rto, torej ||@|| namesto |a|.



1.2 Kvadratna enacba

e Kvadratna enacba (v realnih §tevilih) je enacba oblike
ar’+br+c=0,

kjer so a, b in c neka realna stevila, x pa neznanka. Kvadratna enac¢ba ima za kompleksne x vedno dve
resitvi x1 in z2 (ne nujno razlicni), ki jih lahko zapisemo z naslednjima predpisoma:

—b+ Vb% — dac

I =
2a
. —b— Vb% — dac
2=
2a

Iz teh predpisov tudi vidimo, da je Stevilo realnih reSitev odvisno od vrednosti izraza pod korenom
D = b? — 4ac; pravimo mu diskriminanta kvadratne enacbe.

1. Ce je D < 0, kvadratna enacba nima realnih resitev (ima 2 kompleksni resitvi).

2. Ce je D =0, sta resitvi z1 in xo enaki, in sicer —b/2a.

3. Ce je D > 0, ima kvadratna enacba dve razliéni realni resitvi z; in .

e Razloge za razli¢no Stevilo resitev kvadratne enacbe si lahko predstavljamo tudi geometri¢no. Kvadra-
tno enacbo prepisemo v drugacno obliko:

—az? =bx +c.

Ce si levo in desno stran predstavljamo kot funkciji spremenljivke x, na levi prepoznamo parabolo, na
desni pa linearno funkcijo (premico). Tocke x, ki dajo enako vrednost na obeh straneh, so presecisca
omenjenih funkcij. S kvadratno enacbo torej is¢emo presecis¢a parabole in premice: imamo 0, 1 ali 2

Ni reSitev 1 resitev: Xx;=X, 2 razli¢ni reSitvi: X, in X,
bx+c bx+c
bx+c
%S|
X2
X
2
-ax -ax* -ax’
D<0 D=0 D>0



1.3 Odvodi

e Naj bo f funkcija, ki slika iz realnih Stevil v realna stevila: f: R — R. Vsak x € R funkcija f preslika
v f(x), kar zapisemo kot x — f(x). MnozZico vseh parov (:L', f(ac)) imenujemo graf funkcije f.

e Odvod funkcije f v tocki z¢ € R oznacimo z f'(z) ali %(zo) in je definiran z limito:
f(zo+¢) — flxo)

/ T
f(fﬂo)*gl_ff(l) - ‘

Odvod funkcije f v tocki xg si intuitivno lahko predstavljamo kot naklon tangente na graf f v tocki
To, kar je “hitrost spreminjanja funkcije f v tocki zy”; tangenta na f skozi tocko z je premica, ki se
v tocki (xo, f (azo)) dotika grafa funkcije f. To lahko vidimo, ¢e v definiciji odvoda namesto xg piSemo
x1, namesto xg + € piSemo xa, ter z generi¢nim zapisom y = f(x) definiramo yo = f(x2) in y; = f(x1).
Potem velja
f(z1) = lim 270 _tana
T2—T1 T — L1

Izraz v limiti je enak naklonu premice, ki gre skozi tocki (z1,41) in (x2,y2) na grafu funkcije f, torej
naklonu sekante. Ko tocko zo pomikamo vedno blizje z1, se sekanta vedno bolj priblizuje tangenti; v
limiti 3 — x; sekanta postane tangenta.

Graf funkcije Odvod: v limiti e—0 sekanta postane tangenta
y(x)
f A f(x)“ Enacba sekante:
faote) 4 y(x) = flxg) + k (x-xp)
SOxo+e)-fxo)
;a k — 0 = 0.
/ e
X Xy Xgte X

e 7Z odvajanjem iz funkcije f dobimo novo funkcijo f’, katere vrednost f’(x) je enak odvodu funkcije f
v tocki x.

e Primer izra¢una odvoda prek definicije: za f(z) = 22 je

_ 2 _ .2 2 2
o) = tig LEFD=I@ _py Cobel ot ee b
€ I3 e—0 g e—0 £

= lim (22 +¢) = 2z
e—0

e Nekaj pravil odvajanja in tabela odvodov pogostih funkcij (oboje skupaj v praksi zadosc¢a za odvajanje
poljubne funkcije):

vsota/razlika : (f(z) £ g(:v))/ = f'(x) £ 4'(x)
produkt s konstanto : (a f(x) =a f(z)
produkt : (f(@) g(2))" = f'(z) g(@) + [ (@) ¢' ()
kvocient : ;E;;)l = / (a:)g(xg(x)];(x)g ( kjer je g(z) # 0
kompozitum : (Flg@) = 1'(9(0)) ¢'(2)
fl@) |a = ™ sinz cosz € a® Inzx
ff) |0 1 na™?! cosz —sinz € o lna 1/z

e Ekstremi funkcije:

— Potrebni pogoj, da ima funkcija f v tocki zy (lokalni) ekstrem, je f'(zq) = 0.
— Zadostni pogoj za (lokalni) maksimum v zo: f'(z¢) =0, f”(x0) < 0.
— Zadostni pogoj za (lokalni) minimum v zo: f'(x¢) =0, f”(z0) > 0.

— Zadostni pogoj za prevoj v zqo: f'(xg) =0, f"(x¢) =0, f""(x0) # 0.
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— Primeri onkraj zgornjih zadostnih pogojev: z* ima v 0 minimum, x° ima v 0 prevoj.



fix) A Zveznost in odvedljivost fx) Ekstremi in prevoji

lok. maksimum

\ .
X o~ povgy N\ X

lok. minimum

funkcija je tu zvezna,
funkcija tu ni zvezna  a ni odvedljiva (ker je zlomljena)

1.4 Integrali
e Ce imamo funkciji f(z) in F(z) pravimo, da je F(x) (nedolocen) integral funkcije f(z), kadar je
F'(z) = f(z). Pisemo: F(z) = [ f(z)dz. Vidimo, da je “integral po dz” inverzna funkcija “odvajanja
po x”.
e Nedolocen integral je v resnici nedolo¢en do konstante, saj za poljubno konstanto C' velja
(F(z)+C) = F(z) = f(x), torej je tudi F(z) + C nedoloéen integral funkcije f(z). Zato generi¢no
pisemo [ f(z)dx = F(z)+ C.

e Pravila integracije in tabela nedolocenih integralov pogostih funkcij (pisano brez generi¢ne konstante

C):

vsota/razlika : /(f(x) +g(z)) dz = /f(x) dzx + /g(x) dz

produkt s konstanto : /A flz)de = A /f(x) dx
f(z) |1 x " 1/x sinz cosz e
[f(z)dx ‘ r z?/2 ’;J: In|z| —cosz sinx e*

e Osnovni izrek analize: fj f(x)dz = F(b) — F(a), kjer je F eden od nedolocenih integralov f. Dolo¢eni
integral funkcije f nam pove ploséino lika pod krivuljo grafa.

Integral je enak plosc¢ini pod krivuljo

SO Pobarvani del: o
Obmocja, kjer je f(x) <0,

b
J fx)dx = F(b)-F(a) k integralu prispevajo negativno.
a




1.5 Kotne funckije

e Kote lahko merimo v stopinjah ali radianih. Slednji so “naravne enote” za merjenje kotov, saj se
velikost kota v teh enotah ujema z dolzino loka pri kroznici z radijem 1. Polni kot je enak 360° oziroma
27 radianov, zato se iz radianov v stopinje pretvori tako, da se stevilo radianov mnozi s 180° /7.

e Zbirka formul za kotne funkcije:

€'Y =cosp+isingy,

cosp = %(ew +e ),

singp = —5(e¥ —e™'?),
sin ¢ e —emt
tanp = = —1— —
CoS e + e

sinp = cos(§ — ),

1 = sin” p + cos? ¢,

sin(« + ) = sin« cos 8 =+ sin B cos
cos(a £ 8) = cosacos B F sinasin 3,
tan o & tan 8

tan(a = f) = ——m——
(s B) 1Ftanatan B’
_ + -
cosa + cos B = 2 cos <QT> cos (aT) ,
cosa — cos B = —2sin %) sin (O‘%) ,
, 3 — 9gin (@8 8
sina & sin 3 = 2sin (%) cos (%) ,

1.6 Taylorjeva vrsta

e Za analiticne funkcije f : R — R lahko za z dovolj blizu a napravimo ravoj v Taylorjevo vrsto okrog a
(a je neko realno stevilo):

fl@) = fla) + (2 = a)f'(a) + 3 (2 — a)*f"(a) + 55 (2 — )’ f"(a) + ...

e Nekaj primerov razvoja za a = 0:

e””zl—i—x—f—%x?—i—%x?’—i—...

. _ 1.3, 1.5

SINT =T — 527 + 57 — ...
_ 1.2, 1.4

cosx—l—gx + 52—

1

17:1+:E+x2+x3+... (x <1).
-z

Za majhne x (x blizu 0 oziroma x < 1) zato veljajo naslednji priblizki:
e ~1+zx
sinx ~ x,
cosz ~ 1 —2?/2,

1
1—2

~1+ux.



