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Obravnavamo obro¢, ki je postavljen v zz ravnini. Po tem obrocu se giblje tockast delec. Ta ¢uti viskozno
silo trenja, ki je sorazmenrna s hitrostjo gibanja delca. Hkrati delec tudi ¢uti gravitacijo, ki deluje v smeri
navzdol. Ker ima obro¢ konstanten radij so najbolj ugodne polarne koordinate, kjer uvedemo transformacijo:

x = rcos(o)
z = rsin(¢)

Izpeljali smo zZe izraz za silo v polarnih koordinatah

—

F=m| (= rd®)e, + (279 +rd)és
kjer smo upeljali ortonormirana bazna vektorja za polarne koordinate €, in é4 kot:
ér = (cos ¢, sin ¢)

€ = (—sin ¢, cos @)

Na nas delec delujeta dve sili. In sicer viskozna sila trenja, ki je sorazmerna hitrosti in kaze v nasprotni smeri

gibanja. Naj bo ta sila oblike F, = —2mr¥. Hkrati pa deluje tudi sila gravitacije, ki ima smer navpi¢no
navzdol Fy = mg = m(0,—g). Medtem ko bo sila trenja delovala le v kotni smeri gibanja in bo imela tako
obliko F,, = —2m7r¢, bo imela sila gravitacije nenicelni obe komponenti, tako polarno kot radialno. Zato

poiscemo projekcije gravitacijske sile na bazna vektorja €, in €, ter upoStevamo da sta Ze normirana. Tako
jer

Fyp = (Fg - ég)éy = —mgcos(¢)éy

Fgr = (Fg : ér)ér = —mg Sin(¢)ér

Lahko tudi preverimo, da je ]ﬁ| = |(Fyr, Fy4)| = mg. Sedaj pa obravnavamo silo po komponentah. Ker se
nas delec giblje po togem obrocu se radij s casom ne spreminja je 77 = 7 = 0. S tem se izraz za silo poenostavi
za dva ¢lena. Zanima na tangencialna smer gibanja. Tako sledi:

Fy = —2mr7‘<ﬁ — mgcos o = mrq'zg
Kar lahko preuredimo:
54'5'—1— 2TI<]5+COS¢ =0
g 9
Uvedemo lahko krozno frekvenco w? = g/r, s ¢imer se enacba prevede na:

1 - :
7¢+2l2¢+cos¢ =0
“o “o

Ali v bolj znano obliko diferencialne enacbe, ki je podobna enachi za za duSeno nihanje:

g5+27¢3+w8cos¢:0



Ker pa te diferencialne enac¢be ne znamo anaiti¢no resiti. Lahko pa razvijemo kosinus okoli dveh ekstre-
mnih leg - ko je delec na vrhu in na dnu.

e Vrhnja lega

Ko je delec popolnoma na vrhu je kot ¢ = 7/2. Tako razvijemo kosinus po Taylorju okoli te tocke:
cos(¢) = cos(m/2) + (—sin(7w/2) (p — 7/2) = —p + /2
Za majhne odmike iz te lege je diferencialna enatba enaka:

¢+27¢+wi(—¢+7/2) =0

Partikularno resitev kar uganemo z ¢, = 7/2. Homogen del pa nam da resitev kombinacijo ek-
sponentnih funkcij ali hiperboli¢nih sinusov in kosinusov. Homogeno resitev dobimo preko resevanja
karakteristicne enacbe te diferencialne enacbe:

M427A—wi=0

=27 & /472 + 4w}
A2 = T 2T + WOZ—T:E\/T2+UJ(2)

Tako je koncna resitev DE vsota homogene in partikularne resitve

$(t) = 1/2 + exp (—t) [Asinh (M t> + Beosh <\/m tﬂ

Konstanti A in B pa dolo¢imo preko zacetnih pogojev polozaja ter kotne hitrosti.Recimo, v kolikor je
#(0) = 0 potem je B =0 in dobimo za resitev samo hiperboli¢ni sinus. Pomembna pa je tudi opaziti,
da velja neenakost 7 < /72 + w%, kar pomeni, da kot ¢ s Casom naraSca preko vseh mej.

e Spodnja lega

Ko je delec na dnu je kot enak ¢ = —7/2. Spet kosinus kota razvijemo po Taylorju, le da imamo sedaj
drugacen kot okoli katerega razvijamo.

cos(¢) = cos(—7/2) + (—sin(—7/2) (¢ + 7/2) = ¢+ 7/2

Tako ponovno dobimo novo diferencialno enacbo:

¢ +27¢ +wi(¢p+7/2) =0

Partikularno resitev ponovno uganemo kot ¢, = —m/2, homogena resitev pa je tokrat rahlo drugacna,
saj dobimo nihanje oziroma v koné¢no resitev, ki je odvisna od parametrov gibanja. To se lepo vidi iz
karakteristicne enacbe:

M 42T+ wd =0

—27 4 /472 — 4w?
A2 = : QT =7 V72— W)

Od tod sledijo resitve diferencialne enacbe

$(t) = —7/2 + exp (—7t) [Aexp <\/72‘7”3 t) + Bexp <—\/T2—7wg t)]

Resitev je odvisna od razmerja med 7 ter wp in nam da natanko taksne resitve kot enacba za dusSeno
nihanje harmonskega oscilatorja. Tako lo¢imo tri primere:




1. 7 =wo
Takrat je izraz v eksponentu ob vsakem c¢asu enak 0 in moramo reSitvi dodati se en dodaten ¢len
texp(w't) dobimo konéno resitev:
¢(t) = —m/2+ (C + Dt) exp (—7t)

Ponovno C in D dobimo iz zacetnih pogojev.

2. T> wy

Takrat je izraz pod korenom veéji od ni¢, s ¢imer je vedno realen. Zato lahko resitev ponovno
preoblikujemo v linearno kombinacijo hiperboli¢nih funkcij.

8(t) = —7/2 + exp (—t) [A sinh (M t) + Beosh (m tﬂ
3. 7 < wo

Tokrat pa je izraz pod korenom negativen in tako je eksponent imaginaren. Zato uporabimo
v —a = iy/a in lahko zapisemo rezultat kot linearno kombinacijo harmoniénih funkecij - sinusov in

kosinusov.
o(t) = —m/2 + exp (—Tt) [Asin (\/@ t) + B cos (W t)]

To pa je res enacba dusenega nihanja, kot ga dobro poznamo. Z uvedbo nadomestne frekvence

w? = w? — 72 dobimo $e lepso obliko enacbe

o(t) = —m/2 + exp (—7t) [Asin(wt) + B cos(wt)]

Narisemo lahko nekaj tipi¢nih primerov grafov (v vecini primerov, so vsi parametri nastavljeni
na 1)
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Numeri¢na reSitev diferencialne enacbe

Ti grafi so nastali s spreminjanjem zacetnih pogojev. Na prejsnji strani sta nastala tako, da je delec na
zacetku na polozaju s ¢(0) = ter s hitrostjo 0. Za analiti¢no reSevanje je bil tako vzet le kosinusni del in
lahko opazimo, da dobimo enako funkcijsko odvisnost. Zgornja grafa na tej strani imata zacetni polozaj na
vrhu in jima dodamo le majhno hitrost v pozitivno ali negativno smer. Ceprav se zdi, da se ustavita na
razlicnih tockah, ima en ravnovesno lego pri —m/2 drug pa pri 37/2, kar pa je v krogu ekivalentno. Spodnji
levi predstavlja majhen izmik iz spodnje ravnovesne lega in predstavlja duSeno nihanje. Medtem ko spodnji

desni predstavlja izmik iz spodnje lege z mocnim sunkom - takrat delec opravi cel krog, saj se ustali pri
3m/2.



