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Ta naloga obravnava gibanje matemati¢nega nihala na povrsini vrtece se krogle. V doti¢nem
primeru obravnavamo nihalo na Zemeljskem povrsju, kot je denimo Foucaultovo nihalo v Parizu
na sliki [Il

Slika 1: Nihalo v pariskem Panthéonu

Problem bomo resili v sklopu Newtonove vektorske mehanike s poudarkom na prehajanju
med pospeSenimi in nepospesenimi koordinatnimi sistemi. Vsak izmed nas lahko definira sebi
lasten sistem v katerem miruje. Kot prebivalci povrSine Zemlje se z njo gibljemo in sicer po
kroznem tiru. Od tod takoj sledi, da je naSe gibanje pospesSeno; veli¢ina hitrosti ostaja sicer
(bolj ali manj) nespremenjena, se pa hitrosti prirejenemu vektorju spreminja smer.



(a) Shema odnosov med obema sistemoma (b) K razumevanju sestevka vektorjev

Slika 2: K boljsi predstavi problema

Ob skici lahko hitro zapiSsemo vektor polozaja mase m v nepospeSenem (nevrtecem)
sistemu z {4, j, k} kot bazo in sicer kot:

r=R+7r' (1)

Newtonov zakon v njegovi ¢isti obliki smemo zapisati zgolj v nepospesSenem sistemu-zanima nas
torej drugi ¢asovni odvod vektorja . Na tem mestu se bomo sklicali na rezultat, ki se nahaja
v [1]. Ra¢unajmo!

r=R+7
Vemo, da lahko 7' zapisemo v vrtecem se sistemu kot:

¥ =0+ Q2 x 7 (2)

Malce predrzno lahko zapiSemo operator ¢asovnega odvoda kot % = %|rel + Qx. Z € smo
oznagcili Vektor kotne hitrosti, z v,..; pa vektor hitrosti v koordinatnem sistemu na povrsju i.e.
Vpep = 21 + 193" + 2k'. Z relativno eleganco lahko odtod izluséimo tudi drugi odvod, upostevaje
naslednje enakosti: za a,b € R? velja @ x a = 0 ter % = a x b+ a x b. V nadaljevanju po

analogiji z v, 0zna¢imo pospesek v pospeSenem sistemu kot @, = ©4' +4jj’ +2k’. Izra¢unajmo:

dr'’

E:aml—l—ﬂxvml—i—ﬂxr’—i—ﬂxﬁ

0

V dobljenem izrazu se pojavi 7’ kar zamenjamo z enacbo :

dr’
E:arel+ﬂx'vr€l+ﬂx(vreH—er’)

Kar preuredimo v snaznejSo obilko:
P = Qpep + 2 X Uy + 2 % (Q x 7)) (3)
Izraz je univerzalen-z njim zapisemo tudi ¢asovni odvod vektorja R v vrteCem se sistemu:

R=af 420 xvE,+Q x (2 x R)
v SN——



R=Qx (QxR) (4)
Oborozeni z enacbama (3)) ter lahko kon¢no zapisemo Newtonov zakon.

Fyr'
%:arel+2(2xvrel+ﬂx(er’)+ﬂ><(QXR):—gk——OT (5)

m
Ze zacetkoma razmislimo o velikostnih redovih v enaébi nastopajocih ¢lenov. Kotna hitrost
vrtenja Zemlje je enostavno izracunljiva kot Q = 27 /(24 - 3600s) ~ 7,3 -107°. Velikost vektorja
r’ je ocenljiva na nekaj metrov, kar je v primeri z radijem Zemlje R ~ 6400 km zanemarljivo.
Od ¢lenov podobne oblike odpade torej ¢len © x (€ x r’). Ker nas zanima nihanje, pois¢imo
ravnovesno lego 7, okrog katere bomo razvili majhna nihanja. Za ravnovesno lego sledi iz
definicije, da sta tako relativna hitrost kot pospesek nicelna.

Forg ml

Qx (2xR)=—g m:>r6:FO{Q><(Q><R)+gk}

Za razvoj definiramo vektor £, ki vstopa v enacbe kot ©' = 7o + £ in zanj velja |€] < 1. Ce
vstavimo tako definiran vektor v gibalno ena¢bo ter previdno ra¢unamo ostanemo z izrazom:

F

Qprel + 2Q2 x Vrel = _70§

m 1
Ker je rg v gibajoem se sistemu konstanten, koli¢ini s spodnjim indeksom rel pripadajo le
"relativnim” odvodom vektorja &. Upostevamo Se dejstvo, da je Fy =~ mg, kar nam preosnuje
enacbo v naslednjo obliko:

érel+2ﬂxérel+ % EZO
~~—

2
Wo

Vektor € zapis$imo po komponentah kot & = (u,v,0) saj je gibanje ravninsko. Izra¢unajmo
vektorski produkt, ki se pojavlja v izrazu:

i/ j/ k/
0 Qcosa Qsina| = —9Qsinai’ +uQsinag’ +k'(...)
U v 0

Tako dobimo set dveh sklopljenih diferencialnih enacb:
il — 2Qsin o + wiu =0 (6a)
B4 2Qsinat + wiv =0 (6b)

Nihajni problemi so lazje resljivi v kompleksnem. Definirajmo koli¢ino v = u + iv = ~oe™".
Oglejmo si se odvod ~:

Y=+ =9 =14-+1i0
Pripravno je enacbo pomnoziti s kompleksno enoto ter jo pristeti k . Ce uredimo ¢lene
ter spretno izpostavimo ¢, se dokopljemo do naslednjega izraza:

i+ iv) + 2Qsina - i(@ + i0) + wi(u +iv) =0 = 4 4+ 2Qsina - i+ wiy =0
0 0

V dobljeno enac¢bo vstavimo s pomocjo kompaktnejse Eulerjeve izrazave zapisan v = ype™?, kar
z0Zi problem na reSevanje sekularne enacbe:

—w? —2Qsinaw + w2 =0



Splosna resitev kvadratnih enacbe tega tipa je podana z znanim obrazcem:

—b++vb? —4ac

2a

aw2+bx+c:0:>:v1,2:

Za na$ primer pridelamo enacbo:

%20.)0

—2sinaf) + \/4 sinZ a2 + 4w3

Wi = 5 ~ —sin af) £+ wy
Od koder:
w12 \
wh = —sina) + wy w™ = —sinaf) — wy

Denimo, da ob zacetnem trenutku poznamo zacetno lego, t.j. ug in vy ter vemo, da je masa
mirovala.
Y(0) =ug+ivg  #(0) =0

Splosno resitev zapisemo kot linearno kombinacijo obeh lastnih:
= 14€z’tcuJr _|_B€itw’
Iz hitrostnega zacetnega pogoja hitro izlus¢imo vrednosti obeh konstant:

. . it it
A = Aiwte™" + Biw '™ =0
0

Ob dolo¢anju konstant si privoséimo priblizek €2 sin a = 0, ki ni dale¢ od resnice. Od tod sledi:

A
14(4)0%B(.L)(]:>14ZB:70

Sedaj lahko zapisemo konéno resitev:

AO O . . O
v = 76 Q2 sin ot ezw0t+e iwot :A()e lQSlnatCOSWot

Kar prepisemo v realen prostor kot:

u = Rey = Ag cos (Qsin at) coswopt (7a)
v =1Imy = —Agsin (Q2sin at) cos wot (7b)

Z zapisom v ter u smo opisali ¢asovni razvoj sistema. Opazimo, da je gibanje sestavljeno iz
krozenja, ki zavisi od polozaja na povrsini ter obi¢ajnega nihanja. Frekvenca krozenja je seveda
dosti nizja v primeri z nihajno frekvenco.
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