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Pri tej nalogi nas zanima, kaksna mora biti oblika vodila, po katerem bi
masna tocka (v gravitacijskem potencialu), ki se po vodilu giblje brez trenja,
nthala s frekvenco neodivisno od amplitude nihanja. Ekvivalenten problem
je poiskati obliko krivulje, po kateri masna tocka v gravitacijskem potencialu
brez trenja pride v najkrajsem casu iz zacetne v koncno tocko.

Postavimo koordinatni sistem in skicirajmo krivuljo, ki bi se nam zdela
kot smiselna resitev (Slika 1). Masna tocka naj ima maso m in gravitacijski
pospesek g, naj kaze v smeri —e,.

Slika 1: Skica naloge

Obliko krivulje bomo poiskali v parametri¢ni obliki

r=2z(s) y=ys), (1)

kjer je s naravni parameter. Naravni parameter s = s(t) je definiran kot

S(t) = / JET T 0P @)



torej s predstavlja dolzino loka med tockama « in ¢t. Ker obstaja inverz
t = t(s), iz parametrizacije po ¢asu x = x(t) sledi naravna parametrizacija
r =z(t(s)) = z(s)'.

V nalogi moramo poiskati krivuljo (z(s),y(s)), po kateri niha masna tocka
s frekvenco, ki je neodvisna od amplitude nihanja. Nihanje, ki zadosca nasi
zahtevi je nihanje harmonskega oscilatorja. Kot je znano, je eden izmed
moznih zapisov resitev harmonskega oscilatorja

q(t) — Aez‘wt —f-Be_Mt, (3)

kjer sta konstanti A in B neodvisni od frekvence nihanja w. Zapisimo sedaj
Lagrangovo funkcijo za harmonski oscilator
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Zapisimo kineti¢no energijo masne tocke, ki se giblje po vodilu (z(s), y(s))
1

T=-m(@*+9°)=-m

; S + ), (5)

kjer & pomeni casovni odvod, 2’ pa odvod po naravnem parametru s (ne
smemo pozabiti, da velja s = s(t)). Ce sedaj primerjamo kineti¢no energijo
(5) s kineti¢no energijo iz enacbe (4), hitro pridemo do prve zveze

% 4+ % = 1. (6)

Nadalje zapisimo potencialno energijo V', ki ni ni¢ drugega kot

V =mgy(s), (7)
od koder izlus¢imo s pomocjo enacbe (4)
y(s) = w’s’/2g. (8)

Iz enacb (6) in (8) izracunamo odvisnost x(s), ki je

Da dobimo iskano odvisnost z(s), integrirajmo enacbo (9)

/,/1—“’—432 ds, (10)

'Enako velja za koordinato y.



uvedimo substitucijo cos?t = ws®/g? in ustrezen integral, ki ga dobimo po
substituciji je

o(t) = =L [ VI—cos? sint dt = —L [ sin®¢ dt, (11)
w w

upostevamo $e trigonometrijsko identiteto dvojnih kotov 2sin?t = 1 — cos 2t
in integriramo, dobimo

o(t) = —4%2 (1 - cos2t) d(2t) = —4%2(275 — sin2¢). (12)

Naposled izracunajmo Se y(t) iz enacb (6) in (12)

y(t) = é(l — cos 2t). (13)

Dobljena parametricna oblika krivulje se imenuje cikloida oziroma brahis-
tohrona in je prikazana na sliki 2.
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Slika 2: Cikloida
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x(t) = 4—w2(—2t + sin 2t) (14)
y(t) = 4%2(1 — cos2t) (15)



