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Poglavije 1

Newtonova mehanika

1.1 IzhodiSc¢a, meje in osnove klasi¢ne meha-
nike

1.1.1 Osnovni pojmi

Na zacetku je treba spomniti, da so enache klasi¢cne mehanike osnovane na
nekaterih pojmih, ki so nam sedaj v fiziki zelo domaci, vendar predstavljajo
netrivialne koncepte in so tudi v zgodovini fizike doziveli svoj razvoj.

1) Modeli: Koncepti kot so: tockasto telo, togo telo, zvezno telo (konti-
nuum), za katere so definirane osnovne enac¢be klasi¢ne mehanike, so vsak
zase idealizacija in poenostavitev realnih snovi ter sistemov. Predstavljajo
osnovne gradnike oz. (v bolj sodobni formulaciji) modele, ki jih opisujejo
enacbe.

2) Pojmi:

a) Prostor: V nereletivisti¢ni mehaniki je prostor, v katerem se gibljejo delci,
tridimenzionalen (3D) in raven (evklidski). Prostor je homogen (enak v vseh
tockah) in izotropen (enak v vseh smereh).

b) Cas je absoluten, torej enak v vseh koordinatnih krajevnih sistemih. Ob-
staja tudi poseben referencni sistem prostor - ¢as, v katerem veljajo Newto-
novi zakoni.

c) Masa je osnovna lastnost vsakega delca snovi. Predstavlja koli¢ino, ki
daje delcu inercijo in gravitacijo. Masa delca je neodvisna od ¢asa in gibanja
delca.

d) Sile popisujejo medsebojno delovanje teles. Osnovne sile, kot so gravitacij-
ska, elektri¢na in magnetna, delujejo na daljavo in so trenutne (nezakasnjene
oz. neretardirane). V klasi¢no mehaniko je mozno vklju¢iti tudi kontaktne
sile med telesi, kot je npr. trenje.
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1.1.2 Newtonovi zakoni

I[saac Newton je svojem osrednjem delu Principia (1687) formuliral tri osnovne
zakone mehanike:

1. Zakon inercije: Tockasti delec miruje ali se giblje premo enakomerno, c¢e
nanj ne deluje nobena sila.

2. Zakon sile: Pod vplivom sile se telo giblje pospeSeno,

F = ma, (1.1)

kjer je F vsota vseh sil na telo.

3. Zakon akcije in reakcije: Sile, ki delujejo med dvema telesoma, so si
nasprotne po smeri in enake po velikosti, torej Fo; = —F9; .

Prvi zakon, ki ga na podlagi opazovanj formuliral Ze Galileo Galilei, velja
za inercialni referencni sistem (IRS) in ga hkrati s tem definira ter zagotavlja
njegov obstoj (v principu). Dejansko je IRS idealizacija, saj vemo, da so
Zemlja, heliocentricni sistem, naSa galaksija itd. le priblizki k idealnemu

IRS.

Drugi, centralni, zakon povezuje in hkrati definira osnovne pojme klasi¢ne
mehanike. To so sila in (inercialna) masa, ki jih poveze s kinematiko, t.j.
pospeskom, delca.

Tretji zakon, ki je plod opazovanja, podaja osnovno znacilnost medseboj-
nega delovanja teles.

1.1.3 Meje veljavnosti

Kot vemo danes, imajo zakoni klasi¢ne (Newtonove) mehanike svoje meje
veljavnosti, in to zlasti v dveh smereh:

Veljajo le za zmerne hitrosti delcev v < ¢g, dosti manjSe od svetlobne hi-
trosti c¢g. Posplositev izven tega obmocja zahteva obravnavo relativisti¢ne
(Einsteinove) mehanike, kjer nepovezana koncepta prostora in ¢asa zamenja
skupni (povezani) $tiridimenzionalni prostor - ¢as.

Veljajo za makroskopske objekte, ki so dosti razseznejsi od (tipi¢no) atomskih
dimenzij, torej | > ap, kjer je ap ~ 0.05nm Bohrov radij kot karakteristi¢na
dimenzija atomske kvantne fizike. Osnovna relacija kvantne mehanike kot
fundamentane teorije mikroskopke fizike namrec¢ vpelje nedolocenost lege in
gibalne koli¢ine delca, AzAp ~ h. To presega pojme klasicne mehanike, ki
zato odpove v popisu nanosistemov, fizike atomov, jedra in osnovnih delcev.
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1.2 Gibanje enega delca

Gibanje delca je podano z njegovo trajektorijo, torej s ¢asovno odvisnostjo
njegovega krajevnega vektorja, r(t). S tem sta podana tudi ¢asovni odvisnosti
njegovih vektorjev hitrosti in pospeska,
r
v(t) = % =T, a(t) = Z—;’
Vprasanje gibanja delca pri znani sili kot funkeciji kraj, ¢asa in tudi hitro-
sti, se tako prevede na reSevanje enacbe

d’r 1 dr

T = EF(r, %,t), (1.3)
kar je diferencialna enacba 2. reda za iskano trajektorijo r(t). Pri podanih
zaCetnih pogojih ro = r(tg), vo = v(to) je resitev za r(t) enoli¢na. Za klasi¢no
mehaniko torej velja princip determiniranosti.

Ker je Newtonov zakon enak v vseh inercialnih sistemih, velja tudi Galile-
jev princip relativnosti. Ce transformiramo ena¢be v koordinatni sistem,
ki je premaknjen in se giblje glede na prvotni s konstantno hitrostjo, hkrati
pa premaknemo Stetje Casa, tj.

—v = (1.2)

ma = F(r,v,t) =

r(t) =ro(t) +1'(t),  ro(t) = vot + by, =71+, (1.4)
se oblika Newtonovega zakona ne sprementi,
d*r d*r’ )

Ker je lahko novi koordinatni sistem tudi poljubno orientiran, pomeni, da
morajo biti Newtonovi zakoni invariantni na Galilejeve trasformacije, ki vse-
bujejo v principu 3 (vo) + 3 (bg) + 3 (rotacije sistema r’) + 1 (7) = 10
prostih parametrov.

1.2.1  Gibalna koli¢ina delca

Gibalna koli¢ina p je definirana kot
p =mv. (1.6)

Ker velja m # m(t), je Newtonov zakon v inercialnih sistemih izrazen splosno

kot
dp
dt
V posebnem primeru, ko ni sil oz. je njihova vsota na delec ni¢, dobimo
zakon o ohranitvi gibalne kolicine,

F=0=p=0=p(t)=po v(t)=vo (1.8)

p=F. (1.7)
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1.2.2 Vrtilna koli¢ina delca

4<
ul

Vrtilna koli¢ina 1 kot tudi navor M sta definirana glede na izbrano izhodisce,
l=rxp=rxmv, M=rxF. (1.9)

Gibalna enacba za 1 sledi

d d
Ker prvi ¢len odpade zaradi v X p = v X mv = 0, dobimo iz Newtonovega
zakona

%:1:er:M. (1.11)

V primeru, ko ni navora na izbrani delec, dobimo zakon o ohranitvi vrtilne
kolicine,
M=0=1=0=1(t) =. (1.12)

1.2.3 Energija delca

=
+’ A
‘ z
Ao~
A° F
Definirajmo kineti¢no energijo
T= %1)2 (1.13)
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in delo sile med dvema tockama poti, ki jo opravi delec,

2
A:/ F - dr. (1.14)
1

Pokazimo, da je delo sile enako spremembi kineti¢ne energije
2 2
dr=vdt = A= / F-vdt = / P(t)dt, (1.15)
1 1

kjer je P(t) mo¢ sile. Sledi

2 2 m 2 d
A:/ ma-vdt:m/ V-th:—/ —(v-v)dt=T(2)—-T(1). (1.16)
1 1 2, dt

Opravljeno delo sile je torej enako razliki kineti¢nih energij med konéno in
zacetno,
m
A=T(2)-T(1) = 5@3 —vd). (1.17)

Potencialne (konzervativne) sile:

Poseben primer so potencialne sile, kjer je mogoce predstaviti delo sil kot raz-
liko potencialne energije delca in vpeljati pojem ohranitve mehanske energije.
Take sile so osnovne v fizike, saj veljajo za popis delovanja med osnovnimi
gradniki snovi (elektroni, jedri, atomi, masami). Vendar se v makroskopski
fiziki pojavljajo tudi nekonzervativne sile, kot so npr. upor in sila trenja.
Zahteva za potencialne sile je, da je njihovo delo neodvisno od poti med

T
O/“>—~/d
T

dvema (poljubnima) tockama, torej velja za vse poti

2 2
1

117 17

Vektorje, katerih integral vzdolz poti je ni¢ (za vse poti), je mozno zapisati
kot gradient potenciala

ou

F(r) = —VU() = =

(1.19)

11
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U AW

saj je za take vektorje potni integral neodvisen od poti (Stokesov izrek),

2 29U > dU
A——/l VU(r)-dr = — 15-0&——/1 Eds—
2

- _/ dU = —-U(2) + U(1). (1.20)

1

Za potencialne sile je torej delo sil mozno predstaviti kot razliko potencialnih
energij in vpeljati celotno mehansko energijo, ki je ohranjena koli¢ina,

W=T+U = W(2)=W(1)=W. (1.21)

1.3 Neinercialni sistemi

Newtonovi zakoni veljajo za inercialne sisteme. Vendar so slednji idealizacija,
saj nas obicajno zanima gibanje v sistemih, ki niso ali pa so le priblizno iner-
cialni, npr. Zemlja. Gibalne enacbe je zato koristno in tudi mozno zapisati v
neinercialnih sistemih. Vzemimo kot izhodis¢e inercialni sistem z evklidskimi
koordinatnimi vektorji e,. Izhodis¢e neinercialnega koordinatnega sistema
O’ se giblje glede na inercialni kot R(¢). Novi sistem je podan s koordina-
tnimi vektorji e, (), ki so enotni in pravokotni, vendar splosno orientirani in
odvisni od ¢asa. Lego v inercialnem sistemu zapisemo kot

r=R+7r, (1.22)

kjer so koordinate

3
r = Zxaea = (z,v, 2), r = Zx;e; = (2, vy, 2,
a=1

3
R =) X.e,=(X,Y,2). (1.23)
a=1

12
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Namen je izraziti splosno hitrost v in pospesek a v novem koordinatnem
sistemu. Zacnemo s hitrostjo

dr  dR dr
—=—+—. (1.24)
dt dt dt
Pri splosnem koordinatnem sistemu e/, (¢) lahko zapiSemo
de! > de!
d_ta = Zaage,’g /€ = Ga,= d_ta e (1.25)
p=1
Matrika a.g je antisimetri¢na, kar sledi iz
de:x / d / / / de/,B
Uog = —— €3 = —(€,-€3) —e,  — = —agq, 1.26
kjer smo upostevali, da so enotski vektorji ves ¢as ortonormirani. Torej so
diagonalni elementi a,, = 0, izvendiagonalni pa v splosnem nenicelni, in
sicer podani s tremi koli¢inami a1 = —a91, a13 = —asy, 3 = —aszs. 1ri

neodvisne koli¢ine nakazujejo, da je mozno prikazati mnozenje tenzorja a z
vektorjem kot vektorski produkt. Ce izberemo

/ !/ !/
a2 = Ws, a13 = —Ws, a3 = Wi, (1.27)

in ¢e definiramo w, kot komponente kotne hitrosti, potem lahko prikazemo
enacbo (1.25) kot vektorski produkt,

_ N de/a _ 9
w= Zwaea, =wxe, 7 (1.28)

Izraz (1.28) lahko dokazemo z direktno primerjavo izra¢unov obeh strani.
Izberimo najprej o = 1. Leva stran, izra¢unana iz matrike, tu da

i Z a15€)5 = a12€} + ai3e; = wieh — wWyesy. (1.29)

13
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Direktni izra¢un vektorskega produkta v enacbi (1.28) se s tem ujema,
w X €] = wiey — wyes. (1.30)

Ostale komponente o« = 2,3 dokazemo s ciklicno zamenjavo indeksov, torej
je trditev (1.28) dokazana.

Iz izrazov je jasno, da ima vektor w pomen trenutne kotne hitrosti, ki
podaja tako os kot tudi hitrost vrtenja. V splosnem je ta lahko odvisna od
Casa, torej w(t) se lahko spreminja tako po velikosti kot po smeri. Sedaj
lahko izrazimo hitrost v gibajo¢em sistemu kot

/ /
= (2 rhel) = Dt + 3wl xel) = ()b (13

Prvi ¢len predstavlja hitrost, izracunano v lokalnem koordinatnem sistemu,
drugi pa prispevek hitrosti zaradi (trenutnega) vrtenja sistema. Torej je
celotna hitrost

dr dR dr’

o (& 2 1.32
i~ g X (1.32)

Pri nadaljnjem rac¢unanju pospeskov pride prav ugotovitev, da za w(t)
velja

=) (1)
saj velja w x w = 0. Sedaj lahko postopek odvajanja ponovimo,
&2r
e Z:L' Lt w X Zx;ea Zxaea -
—1—2233 w X e, +w><Zx w X e, —i—waxaea—
= (%)ml + 2w X (CZ_I:)rel +wX(wxr)+wxr, (1.34)

kjer pri zadnjem ¢lenu zaradi relacije (1.33) lahko izrazamo odvod w v lokal-
nem ali v inercialnem sistemu.

Dobljene prispevke k pospesku (1.34) po vrsti interpretiramo. Prvi je
pospesek, izrazen v lokalnem sistemu. Drugi je Coriolisov pospesek, ki na-
stopi, Ce se telo giblje v vrtecem se sistemu. Tretji je centripetalni pospesek
zaradi vrtenja sistema. Cetrti pa je posledica pospesenega vrtenja (kotnega
pospeska) sistema.

14



1.4. Gibanje sistema delcev

1.3.1 Sistemske sile

Ce v inercialnem sistemu zapiSemo Newtonov zakon z zvezo med absolutnim
pospeskom (ki je enak za vse inercialne sisteme) in (celotno) silo na delec,

d*r
m— =F, 1.35

e (1.35)
lahko za neinercialni sistem uporabimo podobno zvezo z lokalnim pospeskom,
¢e vpeljemo sistemsko silo kot dodatno silo. Gornje enacbe lahko prepisemo
kot

er/
() = F 4 Fu (1.36)
kjer je F, sistemska sila podana kot
F R 2mw X (dr’) X (wxr) o X1 (1.37)
s=-—M—— —2mw X (—) , —mw X (wXr)—mwxr. .
dt2 dt rel

Posamezni prispevki k sistemski sili (1.37) so: sila zaradi pospeska izhodis¢a
sistema, Coriolisova sila F¢, centrifugalna sila F; in sila zaradi pospeSenega
vrtenja.

Ugotovimo lahko, da se tudi v neinercialnem sistemu lahko napise ustrezni
Newtonov zakon, kjer je nova sila zaradi sistemskega prispevka v splosnem
funkcija relativne lege, lokalne hitrosti in casa,

d2r' dr/
m( =) = F 0 (20), 00 ) (1.38)

1.4 Gibanje sistema delcev

Pri obravnavi sistema delcev lo¢imo zunanje sile, torej tiste, ki imajo izvor
izven sistema (npr. gravitacijske sile, sile zaradi zunanjega elektri¢nega ali
magnetnega polja) in meddelcne sile, ki delujejo med telesi znotraj sistema.
Slednje so obi¢ajno dvodel¢ne in so npr. elektri¢ne in magnetne za nabite
delce ali gravitacijske za masne delce. Izberimo, da je znotraj sistema 7 =
1, N tockastih delcev (oz. dovolj majhnih delcev) s konstantnimi (¢asovno
neodvisnimi) masami m;, in za njih zapiSemo sistem Newtonovih enacb,

miv; =p; =Fi + > F, (1.39)
J#

kjer je F? zunanja sila na ¢-ti delec in Fj; meddel¢na sila, s katero j-ti delec
deluje na i-ti delec.

15
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1.4.1 Gibalna koli¢ina sistema

Analogno kot za en delec definiramo celotno gibalno kolicino sistema delcev
kot vsoto posameznih gibalnih koli¢in,

P = Zpi. (1.40)

Gibalna enacba za P je

P=>"p;=) Fi+> Fju (1.41)

,j7

Ce definiramo celotno zunanjo silo na sistem F? in meddel¢ne sile razdelimo

/ e PR Ly
| l ;Ebi
\ «
/
na vsoto parov delcev, dobimo
P=F+)> (F;+F;), F =) F. (1.42)
i,j<i i

Iz 3. Newtonovega zakona o akciji in reakciji sledi, da si morata biti med-
sebojni sili med delcema nasprotni, torej prispevek notranjih sil odpade, in
sledi Newtonov zakon za gibalno kolicino sistema delcev, kjer nastopa le vsota
zunanjih sil.

P =F" (1.43)

Poseben primer dobimo, ko je vsota zunanjih sil ni¢. V tem primeru sledi
zakon o ohranitvi gibalne kolicine sistema,

F°=0=P=0= P(t) =P, (1.44)
Prikladno je tudi definirati teZisce sistema kot center mase,

> mxy=Mrp, > m=M, (1.45)

16
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kjer je M celotna masa sistema in rp vektor tezisca sistema. Gibalno koli¢ino
sistema je namre¢ mogoce povezati le z gibanjem tezisca,

P= Zszz = %(Z miri) = Mrvp = Mvr. (1.46)

Torej Newtonov zakon velja, kot bi bila vsa masa zbrana v teziscu,

Mvy = May =P = F*, (1.47)

1.4.2 Vrtilna koli¢ina sistema

Izpeljava je podobna za celotno vrtilno koli¢ino sistema, ki je vsota vrtilnih
koli¢in posameznih delcev. Za izbrano izhodis¢ée dobimo

L=) L=) rixp: (1.48)

Gibalne enacbe dajo
L:zi:%(rixpi) :;I"ixmivfi_‘_;rixpi. (1.49)

Prvi ¢len odpade zaradi vektorskega produkta enakih vektorjev. V drugem

razdelimo zunanje in medsebojne sile,
L= Zrz xFi+ > 1 xFy (1.50)
1,71

Navore notranjih sil zopet seStejemo po parih delcev. Ob uposStevanju za-
kona o akciji in reakciji ugotovimo, da se navori izni¢ijo pod pogojem, e so
medsebojne sile na zveznici (centralne sile),

M" = Z r; XF]‘Z' = Z(I‘l XFji—{—I'j XFij) = Z(I’i—r]’) XF]‘Z' = 0. (151)

4,51 i,j<i i,j<i

17
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Dobimo zakon o vrtilni koli¢ini, ki vsebuje le navor vseh zunanjih sil,

L=M, M=) rxF}. (1.52)

Ce je celotni zunanji navor ni¢, sledi zakon o ohranitvi vrtilne kolicine sis-
tema, _
M*=0=L=0= L(t) = L. (1.53)

1.4.3 Energija sistema

Vzemimo, da se v ¢asovnem intervalu med ¢; in ¢y delci premaknejo iz leg 1
v lege 2. Delo sil vzdolZz poti posameznih delcev razdelimo na delo zunanjih
sil in notranjih sil med delci,

2
A= Z/l F;-dr; =I"+ I*, (1.54)

kjer so

2 2
1 i 1

i,j 7

Iz 2. Newtonovega zakona lahko izrazimo sile s pospeski delcev in podobno

kot za posamezen delec dobimo,

2 2
= 2d(zm" Ndt =T(2) — T(1) (1.56)

i

Opravljeno delo sil je torej razlika kon¢ne in zac¢etne celotne kineti¢ne energije
sistema,

1 2
T = §Zmivi. (1.57)
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1.4. Gibanje sistema delcev

Kineti¢na energija se ugodno izrazi v teziscnem sistemu,

r; =rp+71 Vi =V + V.. (1.58)
1
=5 2 milvr + Vi) (v + V). (1.59)

Ce upostevamo definicijo tezisca,

Zmivg = %(Z mirg): 0, (1.60)

dobimo
T= MUT Zml . (1.61)

Torej lahko razdelimo kineti¢no energijo na gibanje tezisc¢a in kineti¢no ener-
gijo zaradi relativnega gibanja delcev v teziS¢nem sistemu.

Potencialne (konzervativne) sile

Ce so zunanje kot tudi notranje sile potencialne, potem lahko njihovo delo
izrazimo kot razliko potencialne energije. Najprej to pokazemo za zunanje
sile, za katere velja polna analogija z izpeljavo za en delec. Sila je gradient
potencialne energije

z __ z _ aUzZ(rl)
Ff =~V (r) = — =5 (1.62)
2 2 Z(p.
/ Fzz . dri = —/ aUZ (rl) . dI‘i = —Uf(rig) + Uf(I‘Zl) (163)

Odtod lahko napisemo delo zunanjih sil kot razliko potencialnih energij zu-
nanjih sil,

=> /2 F; - dr;=-U(2)+U*(1), U*=) Ui(r).  (1.64)

Za sile med delci znotraj sistema privzamemo, da so posledica potencialne
energije, ki je odvisna le od razdalje med delci (take so gravitacijska sila,
elektri¢na sila itd.),

Vii = Vijilrig) = Vij(rij)- (1.65)
Delo notranjih sil izrazimo po parih,

]nzz[/lzpji-dri+/ ij drJ Z/ Fj; - dry, (1.66)

1,5 <4 VA
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Poglavje 1. Newtonova mehanika

kjer je r;; = r; —r;. Sile, ki izvirajo iz potencialnih energij, odvisnih le od
razdalj, so centralne. Delujejo na zveznici med delci,

8VZ Tii

To pokazemo z upostevanjem relacije iz vektorskega racuna,

g B E @Tij o 8rij arij . 87"@' o I'i (1 68)
or 1’ or; Or;; Or; B or;; B Tij .
kjer sledi,
F, = 2illi) oy Tii 1.69
J arij Jt rij ( )

Za delo notranjih sil torej sledi

asz avzz
N R e e

1,7<t 2,7<t

_ —Z/ WViry) = —U™(2) + U (1), (L.70)

7]<1
in jih lahko zopet izrazimo kot razliko notranje potencialne energije sistema
Z Vii(rij) Z Vii(ri;). (1.71)
1,7 <1 z;éj

Vsak par nastopa v potencialni energiji le enkrat, zato je pri neomejeni dvojni
vsoti dodatni faktor. Konc¢no je celotna potencialna energija sistema

z n z 1
U=U"+U :ZUi <ri)+§Zv;i(nj). (1.72)
i 7]
Za tak sistem velja zakon o ohranitvi celotne mehanske energije,

W=T+U= W(t) =W, (1.73)

Zaprt mehanski sistem je sistem, na katerega ne delujejo zunanje sile in
zunanji navori. Ce so sile med delci konzervativne, iz gornjih izpeljav sledi,
da so v takem sistemu ohranjene koli¢ine (konstante gibanja): celotna gibalna

koli¢ina P, celotna vrtilna koli¢ina L in celotna mehanska energija sistema
W.
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1.4. Gibanje sistema delcev

1.4.4 Nekonzervativne sile

Vse zunanje sile niso potencialne in jih ni mogoce prikazati z gradienti ska-
larnih funkcij. Primeri takih nekonzervativnih sil so sile trenja in upora.

a) Linearni zakon upora - trenje: Sila je v tem primeru sorazmerna in

nasprotna hitrosti,
F? = —kiVi, kl > 0. (174)

)

Delo takih sil je
2 2
A = / SOF - dr = —Zki/ Vi vidt —
1 i i 1
2
= —Zki/ v2dt <0, (1.75)
i 1

Delo je negativno (oz. manjSe ali enako ni¢) ne glede na opravljeno pot
in imamo opravka z disipacijo (oddajanjem) energije okolici. Primer linear-
nega zakona upora je npr. gibanje telesa v tekocini, kjer je upor posledica
viskoznosti tekocine.

a) Kvadratni zakon upora: Pri vedjih hitrostih teles v tekocinah in plinih
je obic¢ajno upor kvadratna funkcija hitrosti in sila deluje nasproti hitrosti,
F? = —w’e,,, w; > 0. (1.76)

7

Tudi tu je delo sil vedno negativno in se energija ne ohranja.
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Poglavje 2

Lagrangeova mehanika

Newtonove enacbe, podane kot vektorske gibalne enacbe za en delec ali sis-
tem delcev, ob danih zacetnih pogojih popolnoma dolo¢ajo gibanje delcev.
Vendar se pri resevanju bolj zapletenih problemov izkaze kot bolj koristen
pristop, kjer namesto vektorjev lege delcev nastopajo posplosene (generalizi-
rane) koordinate. Posebej so posplosene koordinate pripravne, ko je gibanje
delcev omejeno z vezmi. Pot posplositve vodi preko funkcije novih koordi-
nat, ki jo je uvedel Joseph-Louis (Giuseppe-Lodovico) Lagrange (1736-1813)
in se imenuje po njem. Taka obravnava klasi¢cne mehanike ima za razliko od
Newtonove (vektorske) mehanike ime analiti¢na mehanika in ima poleg
bolj formalnega in lazjega resevanja tudi prednost pri posploSitvah v smeri
relativisti¢ne mehanike in predvsem kvantne mehanike.

2.1 Gibanje omejeno z vezmi

V mnogih primerih je treba obravnavati dinamiko delcev, katerih gibanje
je zaradi delovanja drugih teles je omejeno le na del moznega vektorskega
prostora (leg in hitrosti). Nekaj enostavnih primerov:

I) Gibanje po povrsini: Gibanje telesa je lahko omejeno na dolo¢eno
povrsino v prostoru iz razli¢nih vzrokov:
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

a) Telo se pod vplivom teZe giblje po povrsini drugega mirujocega telesa, npr.
krogle. V takem primeru je njegovo gibanje omejeno na dolo¢eno ploskev,
podano kot z = z(z,y) ali pa drugo obliko ena¢be ploskve v 3D prostoru.

b) Nihalo na togi palici: Telo, pripeto na (lahki) konec toge palice, ki je vpeta
(in sicer prosto vrtljiva v osi), je omejeno na gibanje po sferi, doloceni z vezjo

?+y+ 22 =10, (2.1)

kjer je ly dolzina palice.

R
L+2

IT) Gibanje po krivulji v prostoru: Ce se telo giblje npr. v cevi, po bob
stezi ipd., je njegovo gibanje omejeno na krivuljo, ki je podana z r(s), kjer
je s pot (razdalja) vzdolz krivulje.

2
!

7

>

x

IIT) Dvojno nihalo: Dve masi, ki sta zaporedno povezani na togih palicah
ali vrveh, predstavljata dvojno nihalo. Gibanje je omejeno z dolzinama obeh
palic.

Holonomne vezi

Vzemimo kot primer N delcev in je N = 3N &tevilo (kartezi¢nih, cilindri¢nih,
sferiénih) neodvisnih koordinat delcev. Vez imenujemo holonomno, ¢e lahko
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2.1. Gibanje omejeno z vezmi

omejitev zapiSemo v obliki

f(ri,ro vy, t) = f(r,t) = f(z,t) =0, (2.2)

kjer oznacujemo z r vse vektorje in z z vse koordinate delcev

r = {I‘17I'2...I'N}, X = {IEhZL’Q...ZL’N}. (23)

Ce vez ne vsebuje eksplicitno ¢asa, torej f(z) = 0, jo imenujemo sklero-
nomna vez. Ce vsebuje eksplicitno ¢as, torej f(z,t) = 0, je vez reonomna.
Primeri, navedeni v zacetku poglavja, predstavljajo skleronomne vezi. Npr.
pri primeru Ib) nihala na togi palici, lahko zapisemo enacbo vezi kot

f=r-PB=2a*+y +22-12=0. (2.4)

Holonomne vezi omogocajo zmanjSanje Stevila neodvisnih koordinat delca.
Vsaj v principu lahko izrazimo eno od koordinat z ostalimi in tako zmanjsamo
njihovo stevilo.

Neholonomne vezi so vse vezi oz. pogoji, ki jih ne moremo zapisati v
obliki (2.2), torej samo s koordinatami in ¢asom. Take vezi zapletejo obrav-
navo, vsaj v okviru Lagrangeovega formalizma. Zato se jih v nadaljnji obrav-
navi izognemo, kar Se ne pomeni, da ne obstajajo.

Seveda so tudi primeri, kjer neholonomne vezi ne predstavljajo posebnih
tezav. Npr. primer telesa, katerega gibanje je po vplivom teze omejeno na
povrsino krogle. Vendar se bo ta omejitev veljala le, dokler se telo pri dovolj
veliki hitrosti ne odlepi od povrSine krogle. Pogoj vezi je torej v principu
neholonomen, vendar se tu splo$nim tezavam z neholomnimi vezmi zlahka
izognemo.

Sistem holonomnih vezi

V splosnem je vezi ve¢. Torej moramo upostevati pri holonomnih vezeh vec
enacb,
fk(I'l...I‘N,t) = O, k= 1, K (25)
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

kjer je K stevilo vezi. Pri primeru II gibanja po krivulji je K = 2 |, podobno
tudi za dvojno nihalo, primer III.

2.2 Generalizirane koordinate

Ce obravnavamo gibanje N delcev, ki je omejeno s K enacbami vezi, je Stevilo
neodvisnih koordinat n,

n=N-K=3N-K. (2.6)

V takem primeru je smiselno vpeljati n neodvisnih posploSenih - generalizi-
ranih koordinat ¢;, 7 = 1, n. Prehod je podan s transformacijo vektorjev vseh
delcev 7 = 1, N v nove koordinate

r; = ri(q1...qn, t) = 14(q, 1), qa={q-qn}. (2.7)

Ni splosnega navodila, kako izbrati nove koordinate ¢;. Vendar je (v prin-
cipu) za sistem z izkljuéno K holonomnimi vezmi, take neodvisne koordinate
mogoce najti, kar za sedaj zadosca za nadaljevanje.

Za primere navedene v poglavju, so optimalne izbire generaliziranih koor-
dinate precej ocitne. Za primer I gibanja delca po povrsini krogle z eno vezjo,
K =1, bosta zados¢ali dve koordinati sfernih kotov, ¢ = {6, ¢}. Za primer
dvojnega nihala sta vezi dve, K = 2. Za nihanja v ravnini bosta zados¢ali
zopet n = 2N — K = 2 koordinati, ki bosta najprimerneje kota obeh nihal,

g = {91, 92}

2.3 D’Alembertov princip

Delec, ki je pri gibanju omejen z vezmi, ¢uti zaradi omejitev (dodatne) sile,
ki jih poimenujemo sile vezi. Iz enacb holonomnih vezi sledijo sile vezi F?

fr(r,t) =0, k=1 K= F}, (2.8)

ki pa so dolocene Sele ob poznavanju dejanskega gibanja vseh delcev, torej
vseh trajektorij r(¢). Iz izkuSenj vemo, da so sile vezi (sila podlage pri gibanju
na krogli, sila vezne vrvi, palice itd.) pravokotne na gibanje. Pri nadaljnji
obravnavi je zato prikladno sile na delce razdeliti na aktivne sile in na sile
vezi,

Fi - F? + F;), (29)

kjer aktivne sile F¢ direktno vplivajo na gibanje v dovoljenem (pod)prostoru
koordinat ¢.
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2.3. D’Alembertov princip

Vezi omejujejo mozne premike. Za majhne premike, torej za diferenciale
premikov dr;, iz diferenciala enacb vezi (2.8) sledi,

N 9k O f
dfk = 81‘1' dI‘Z + — 815

“Eat=0, k=1K, (2.10)

kar da povezave med moznimi dr; in dt.

Poseben primer so virtualni premiki. To so mozni premiki pri istem
¢asu, torej pri dt = 0. Ze sama, definicija pove, da ti nimajo zveze z dejanskimi
premiki in gibanjem delcev, ki so podani s ¢asovno odvisnimi r;(t), torej z
reSitvami gibalnih enacb. Virtualne odmike bomo zato loé¢ili tudi s pisavo
dr; — Jr;, in bodo omejeni z vezmi,

dfy(d Zgﬁk r; =0, k=1K. (2.11)

Sile vezi naj bi bile vedno pravokotne na vse mozne premike, torej vse
virtualne premike. Ce je to res, imamo opravka z idealnimi vezmi. Ne
moremo sicer pokazati ali celo dokazati, da so vse vezi idealne, vendar bomo
odslej obravnavali le take primere. Za njih velja, da je delo sil vezi (virtualno
delo) enako ni¢,

N
> FY-or; =0, (2.12)

Iz splosnih Newtonovih enacb za sistem delcev,
mlrl = F,L = F? -+ F;}, (213)

ki jih je o¢itno mozno prepisati za kakrsnekoli premike, tudi virtualne, sledi
N
Ce sedaj upostevamo nicelni prispevek virtualnega dela, lahko enacbo (2.14)

prepisemo kot
N

> (miF; — FY) - or; = 0, (2.15)
kar je d’Alembertova enac¢ba. Novost in bistvena prednost je, da v enacbi
ne nastopajo vec sile reakcije, ampak le aktivne sile, ki so nam obicajno
znane. Za razliko od enacbe (2.14), kjer je za vsak delec i oklepaj identi¢no
ni¢, pa to v kon¢éni d’Alembertovi obliki (2.15) ni ve¢ res v splosnem,

mzrz — Ff # O, (216)

saj v njih ne nastopajo vse sile in po drugi strani odmiki dr; niso ve¢ neod-
visni.
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

2.4 Lagrangeove enacbe

Uporabimo sedaj transformacijo

r, = ri(q1---Qn7t)a (217)

v generalizirane koordinate ¢;,j = 1,n. Za vse transformacije predposta-
vimo, da so zvezne in zvezno odvedljive funkcije. Torej lahko splosno napi-
Semo

8ri ﬁri
dr; = —dq; + —dt. 2.18
Ce gledamo le virtualne premike, torej premike pri dt = 0, dobimo povezave,
or;
or; = —L6q;. 2.19

Zelimo zapisati d’Alembertovo enacho (2.15) le z novimi koordinatami.
Drugi ¢len s silami prepisemo kot

N

N n n
ZF? -or; = Z ZF? . g—;;éq] = Z Qj(sqj, (220)
i j=1 j=1

i

kjer so (); generalizirane sile,

Q=Y Fi 81&%- (2.21)

Pri tem je treba upoStevati, da (); nimajo ve¢ nujno enote sile [N], ampak

so lahko enote razlicne, odvisno od ustreznih koordinat g;. Npr., za kotne

koordinate ¢; = ¢ dobi @; enoto [Nm] in pomen, ki ustreza navoru.
Predelava prvega ¢lena v enacbi (2.15) zahteva ve¢ napora.

. . O
Zmiri : 5I'Z' = Zmiri : a—r(sq]', (222)
i i, 4

kjer s pomocjo odvajanja per partes prepisemo

O o e
;miri-a—qj_Z[E(mzrz 6qj) m;T; dt(aqj)}—f—l—ff. (2.23)

i

Iz enacbe (2.18) sledi
(2.24)
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2.4. Lagrangeove enache

Ce obravnavamo ¢; kot novo spremenljivko poleg g;, iz (2.24) sledi

— = , 2.25
9q;  0g; (2:25)

kar izgleda kot oCitna zveza za odpravljanje pik (Casovnih odvodov).
Z uporabo zveze (2.24) predelamo oklepaj ¢lena I v enacbi (2.23),

S O D e 0T
Zimiri'aqj _Zimiri'a_qj_ 5 (; 5T E) = 50 (2.26)

kjer je T kineti¢na energija sistema delcev, ki je v splosnem funkcija koordi-
nat, njihovih ¢asovnih odvodov in ¢asa, torej T' = T'(q,¢,t). Od tod konéno
sledi za clen I,

d , 0T
=—(=—). 2.2
o o)
Pri drugem ¢lenu IT lahko pokazemo, da velja
d ,or; 0%r; 9%r; 81‘1 81‘1 Oy
— (=) = ] = ] 2.28
ai'5q,) 0q,00™ " g0t Z =5, OB

torej se odvajanja po ¢asu prevede samo na odvajanje vektorja r;. S pomocjo
zveze (2.24) lahko predelamo ¢len I1 v

d 0ri 8
m;Vv; = m;v; - — miVv; - VZ 2.29
zi: dt (3%) 2 9q; 3% XZ: (2:25)
in dobimo ar
1I=——. 2.30
- (2.30)
Ko zdruzimo vse ¢lene, dobimo virtualno delo

d ,oT oT
—(=—) —=— —Q;|dq; = 0. 2.31
;[dt<aq]) 8% Q]] qdj ( )

Ker so generalizirane koordinate g; neodvisne in so torej dg; neodvisni in
poljubni, morajo biti zadoSc¢ene zveze

d oT or

i3 5 = (2:52)

kar predstavlja eno od oblik Lagrangeovih enach.

Primer: polarne koordinate
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

Gornje enacbe lahko preverimo na netrivialnem primeru ravninskega gi-
banja v polarnih koordinatah r = r(p, ¢),

r = p(cos ¢,sin ¢) = pe,,. (2.33)

Najprej preverimo teorem o odpravljanju pik

I = p(cos ¢, sin @) + pd(— sin ¢, cos ¢) = pe, + pgz%ed,, (2.34)
od koder sledi 9 P 5 P
r r r r
— =e = —, —‘:e:—’ 235
kar potrjuje prej splosno izpeljan teorem.
Podobno lahko pokazemo za odvajalno zvezo
d ,Or d . or
() = Ze, = = — 2.36
dt (8p) i’ 9@y op’ (2.36)
d ,Or d - or
£<8¢) dt (pe¢) Py — prep = a_¢ (2-37>
Kineti¢na energija pa se zapise kot
T = 20" = Z(5*+ 5. (2.38)
Potencialne (konzervativne) sile:
Korak naprej je mozno narediti, ¢e so aktivne sile potencialne, torej,
oV
F/{=-V,V=——, 2.39
P= V== (239
kjer je V potencialna energija,
V=V, - ,rn,t) =V(gr, -, qu, t). (2.40)
Sedaj lahko generalizirane sile izrazimo kot
8r oV  Or; oV
F¢. — = L= 241
> =2 5y 0y (2:41)
Iz zveze (2.32) sedaj sledi
d oT oT V
_ 9 (2.42)

i) "9y = oy
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2.5. Primeri Lagrangeovih enacbh

Ker (¢e) V' ni funkcija hitrosti, torej V' # f(¢), lahko vpeljemo Lagrangeovo

funkcijo,
L=T-YV,

za katero velja Lagrangeova enacba

d oL, 0L

E(a_q])_a_q]_ ) j:]-)n)

ki je centralna enacba analiticne mehanike.

2.5 Primeri Lagrangeovih enacbh

I) Gibanje delca brez omejitev: kartezi¢ne koordinate

Lagrangeova funkcija pri splosni potencialne energiji delca V(r) je

1
L=T-V=sm’-V()= %(:ﬁ + i+ ) = Vi, y, 2),

kjer so generalizirane koordinate kar ¢ = (,y, z) in za prvo dobimo,

d 0L oL d, . . oV
—:O:>—(m:z:):mx:——8 =
x

#\55) " a i F,

in analogno za vy, z komponente, kar da obi¢ajno Newtonovo enac¢ho

mr=F=-VV.

IT) Ravninsko gibanje v potencialu: polarne koordinate

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Glede na omejitev na ravnino tu kineti¢no in potencialno energijo izrazimo

v polarnih koordinatah,

T = %qﬂ - %(ﬂ Fr2?), V()= V().

Lagrageove enacbe za obe koordinati r, ¢ dajo

d oL i(mr) = mf, 8_L = mré? — a—v,

o) = w
1%

mi = mrgbz - —,

or
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

kjer prvi ¢len predstavlja centrifugalni prispevek (v polarnih koordinatah),
in

d 0L d . - x oL oV
00 glog) = gimrio =mte+ o), Hr=-55,
d 2y _8V
—dt(mr ¢) = 9 (2.50)

Poseben primer je centralni potencial: V = V(r), ki da

%(m'r%) = —g—‘; = 0= mrip=1=l, (2.51)

kar predstavlja ohranitev vrtilne koli¢ine.

[IT) Tezno nihalo na togi palici

Tu je generalizirana koordinata le ena: g = ¢, ker je r = d stalen, torej
T = —d*?, V =mgz = —mgd cos ¢, (2.52)

kar da gibalno ena¢bo

S
- X
e
& \@
d 0L, 0L - ov
E(a_qﬁ) =% = md*¢ = ~06 —mgdsin ¢, (2.53)
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2.6. Ohranjene koli¢ine - integrali gibanja

ki popisuje (v splognem) anharmoni¢no nihanje

¢ = —wlsin ¢, wo = % (2.54)

in za majhna nihanja linearno ena¢bo nihanj: ¢ = —w?¢.

2.6 Ohranjene koli¢ine - integrali gibanja

Resevanje dinami¢nih Lagrangeovih enacb v splosnem zahteva resitev sistema
diferencialnih enacb 2.reda,

G = Fi(q, 4, t), j=1,n, (2.55)

npr. integracijo pri danih zacetnih pogojih, kar vodi do resitve (ki seveda ni
nujno analiti¢no dosegljiva),

g(t=0)=¢, ¢t=0=u) — g), j=Ln (2.56)

Konstante oz. integrale gibanja imenujemo koli¢ine, funkcije koordinat in
odvodov, ki so neodvisne od ¢asa,

Li(q(t), 4(t),t) = Ty(t) = I} = konst. (2.57)

Osnovne konstante gibanja lahko ugotovimo brez dejanske integracije enacb
gibanja, saj sledijo iz osnovnih lastnosti Lagrangeovih funkcij. Nam pa to ne
zagotavlja, da smo iz¢rpali vse konstante za dani problem.

2.6.1 Cikli¢ne koordinate

Ce Lagrangeova funkcija ni direktno odvisna od koordinate ¢, tako koordi-
nato imenujemo cikli¢no,

oL
LA#L( -, qq, 1), — =0. 2.58
#L(-q ) 7 (2.58)
Od tod sledi
d  OL oL oL
_ — —_ — = 0 i o = e — k t. 2.59
dt (0q'a ) 9qa b 4o o (2:59)

Vsaki cikliéni koordinati g, torej ustreza ohranjena (konjugirana) koli¢ina
pa(t) = p2, ki jo imenujemo generalizirana gibalna koli¢ina oz. generali-
zirani impulz.
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

Primera

I) Delec v homogenem potencialu, kjer je V(r) = V;. Ce zapisemo kinetiéno
energijo v kartezi¢nih koordinatah,

T= %(j;? + gt 4 22), (2.60)
vidimo, da L = T — V ni funkcija koordinat z,v, 2z, ki so torej vse cikli¢ne.
Konjugirane ohranjene koli¢ine so gibalne koli¢ine,

=5 = mi, itd. == p(t)=p°, (2.61)

Pz
kar predstavlja znano ohranitev (obic¢ajne) gibalne koli¢ine delca.

IT) Ravninsko gibanje delca v centralnem potencialu. V tem primeru so na-
ravne polarne koordinate ¢ = (r, ¢). Upostevajo¢ V' = V(r), je Lagrangeova
funkcija

L= %(7‘2 +r22) — V(r). (2.62)
V tem primeru je cikli¢na koordinata ¢, ki ne nastopa direktno v L. Ustrezna
ohranjena koli¢ina je

Po =57 = mr’g =1, (2.63)

ki je vrtilna koli¢ina (komponenta v smeri osi pravokotne na ravnino).

2.6.2 Celotna energija

Poglejmo splosno Lagrangeovo funkcijo L(g, ¢,t). Totalni odvod funkcije po
casu je

d OL oL oL

—L —q; —q; + —. 2.64
a2 o0 T j FRCT (2:64)

Z upostevanjem Lagrangeovih enacb lahko prvi ¢len v vsoti nadomestimo,

d d  OL, . oL . 0L d  OL . oL
EL:ZE(a—qj)%-}- j 8_qjqj+§_2j:a(8_%Qj)+E' (2.65)

J

Definirajmo energijsko funkcijo oz. posploseno energijo h,
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za katero iz definicije in enacbe (2.65) sledi

dh 0L

== "5 (2.67)

Ce L # L(---,t) ni eksplicitna funkcija casa, je tudi h(t) = hy ohranjena
koli¢ina.

Da ima h pomen celotne mehanske energije, lahko pokazemo pri (obic¢aj-
nem) pogoju, da potencialna energija ni funkcija hitrosti V' # f(¢) in da je
kineti¢na energija obi¢ajne oblike -

1 .
=3 Z wij (@) Gid;- (2.68)
ij
in w;; = wj;. Prvi ¢len v enacbi (2.66) je v tem primeru

Z 5 qj = 2T, (2.69)

in energijska funkcija je celotna energija, vsota kineti¢ne in potencialne ener-
gije,
h=2T—-L=T+V =E. (2.70)

2.7 Variacijski princip mehanike

Lagrangeove enacbe analiti¢ne mehanike smo doslej izpeljali iz d’Alemberto-
vega principa, ki je diferencialni princip. Mozna pa je druga pot, ki vodi
preko Hamiltonovega variacijskega racuna, kar je integralni princip.

2.7.1 Hamiltonov princip

[scemo casovni razvoj sistema j = 1,7 generaliziranih koordinat g(t), pri
¢emer sta podane zacetne in kon¢ne koordlnate torej q(t1) = q, in Q(tg) = q,-
Hamiltonov princip pravi, da mora refitev g(t) zadoscati mlnlmalnostl akcije

S,
S = / 2 L(q(t),q(t),t)dt = minimum, (2.71)

t1

pri danih robnih pogojih q,,4,- Tak integralni pogoj formalno pomeni, da je
akcija S fukcional gibanja q( ) S =S8(q(t)).
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

2.7.2 Variacijski rac¢un

Pred izpeljavo Lagrangeovih enac¢h iz Hamiltonovega principa ponovimo ne-
kaj osnov diferencialnega racuna. Pri podani funkciji f(y,v/,x), kjer je
y' = dy/dx, is¢emo resitev y(x), ki zadosca pogoju

T2
I :/ f(y, v, x)dxr = minimum, (2.72)

pri danih robnih pogojih y(x1) = y1,y(x2) = y2. ReSitev i¢emo z variacijo
okrog (Se neznane) resitve y(x) = y(x,0), torej z nastavkom

y(z,a) = y(z,0) + an(x). (2.73)

n(x) je poljubna zvezna in zvezno odvedljiva funkcija, ki hkrati zadosca fiksi-
ranim robnim pogojem za y (1 2, ) = Y1 2, torej mora biti n(z1) = n(z2) = 0.
Skozi nastavek (2.73) postane integral pri fiksiranih y(z), n(z) funkcija I =
I(a). Ker mora biti pri pogoj minimalnosti oz. vsaj ekstremalnosti (2.72)
izpolnjen za vsako funkcijo n(z), sledi tudi

dl(a)  ["10f0y  Of 0y B
da /x [&y Do * oy’ 804}611; =0 (2.74)

V prvem ¢lenu je dy/0a = n(x). Drugi ¢len pa lahko izrazimo z n(z) preko
per partes integriranja

T2 af
oy’

o Of

Y d o
—/ n(m)%(a—yf/)dx (2.75)

1 1

36



2.7. Variacijski princip mehanike

Ker prvi ¢len ne prispeva zaradi robni pogojev n(x1) = n(x3) = 0, preobli-
kujemo pogoj (2.74) v

Y [Tl a e aw

Pogoj minimalnosti oz. ekstremalnosti mora biti izpolnjen za vse n(zx), zato
je resitev variacijskega problema podana v diferencialni obliki kot

of d ,of
a_y_ﬁ(ay) (2.77)

2.7.3 Variacijska izpeljava Lagrangeovih enacb

Posplosimo variacijski rac¢un iz prejSnjega podpoglavja na ve¢ spremenljivk
in ga uporabimo na funkcionalu akcije S = S(q(t)), enacba (2.71). Vpeljimo
kot variacijske funkcije

q;(t, o) = q;(t) + am;(t) = g;(t) + dq;(t), (2.78)

kjer predstavlja ¢;(t) pravo (iskano) resitev in dg;(t) variacijo okrog nje, z
dolo¢enimi robnimi pogoji dg;(t;) = d¢;(t2) = 0. Diferencial akcije sedaj
zapiSemo po analogiji z (2.74),

2 oL oL
0S8 = —4q; —4q,|dt = 0. 2.79
/tl [j 9q; qﬂL;aq'j qJ] 279)
Po integraciji per partes
2oL d aL
=005 = 7--0¢; t1 / (qu (2.80)
t1 aq] t1

kjer je prvi ¢len ni¢ zaradi robnih pogojev, lahko variacijo (2.79) zapisemo

d oL
58 = /dtz&b e & aqj)} 0. (2.81)

Ker mora pogoj ekstremalnosti (2.81) veljati za vse d¢;(t), ki so neodvisne

funkcije, sledi
d 0L oL

E(a_qj)_a_qj: ’

kar so ponovno Lagrangeove enacbe.

(2.82)
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Poglavje 2. Lagrangeova mehanika

Ugotoviti je treba, da smo izpeljali Lagrangeove enacbe iz pogoja ekstre-
malnosti akeije (2.71) in nismo dokazali, da je pri dobljenih resitvah Lagran-
geovih enacb ¢;(t) akcija S dejansko minimalna. Za konkretne primere je to
obicajno zlahka pokazati, bodisi formalno ali tudi intuitivno (vsako odsto-
panje od prave resitve obi¢ajno povecuje kineticni del L itd.). Ni pa mozno
izkljuciti obstoja nestabilnih ali metastabilnih resitev, ki so formalne resitve
v posebnih primerih.

Variacijski pristop k analiti¢ni mehaniki ne vodi k lazjemu resevanju kon-
kretnih primerov, ima predvsem nekatere konceptualne prednosti pri posplo-
sitvah na kvantno mehaniko (Feynmanov potni integral preko vseh klasi¢nih
poti) in na teorijo polja.

Iz Hamiltonovega principa je zlahka ugotoviti invariantnost Lagrangeo-
vih funkcij in enacb na nekatere transformacije. Vzemimo splosno funkcijo
F(q,t). Definirajmo transformirano Lagrangeovo funkcijo

dF

L'=L+—. 2.83
+ (2.83)

Ustrezna akcija je
to to
s’ :/ L’dt:/ Ldt+ F|?= S+ F|?, (2.84)
t1 t1

kar sledi iz transformacije (2.83), kjer nastopa totalni odvod F' po ¢asu. Pri
fiksnih robnih pogojih bo torej diferencial S,

08" =068+ 0F| =4S, (2.85)
saj je
OF ;
SF|?=3" =—5q¢.(t)|*= 0. 2.86
}tl : dq; QJ( ) t 0 ( )

Ker tudi nova funkcija L' zado$¢a Hamiltonovemu principu, bodo imele trans-
formirane Lagrangeove enacbe
d (8[/ ) oL’
dt 8q] 8q]~ N

0, (2.87)

iste resitve ¢;(t) kot prvotne za L.
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Poglavje 3

Gibanje delca pri centralni sili

3.1 Problem dveh teles

Problem potencialni sklopitvi delcev je mozno reducirati problem dveh toc-
kastih delcev na problem enega delca v centralnem polju. Kineti¢no energijo
in potencialno energijo dveh tockastih delcev z razli¢cnima masama lahko v
tem primeru napiSemo kot

my o ma o

T:7U1+7’02, V:U(r,i'), (31)

kjer je r = ro — r; relativni vektor med delcema in v splosnem U odvisen
poleg r tudi od relativne hitrosti r. Ce vpeljemo koordinato tezisca kot

MI‘T = myry + mol'g, M = my + mo, (32)

potem lahko izrazimo

ma mq
ry =rp— —Tr, ro =rp -+ —r. (3.3)

M M

Ko vstavimo to v enac¢bo (3.1), dobimo

mym3 + mom7
2M?

M . : M, . .
T = el + i = S+ Sl (3.4)
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Poglavje 3. Gibanje delca pri centralni sili

kjer je p reducirana masa dveh teles

mime 1 1 1
= = 3.5
n= s + i (3.5)

Lagrangeova funkcija je torej

M
L = Slrr? + SJef = U(r.1). (3.6)

Ker L ni odvisen od rr, ki je ciklicna koordinata, se ohranja gibalna koli¢ina
tezisca,
d , oL
dt (81"T
Problem se torej reducira na reSevanje enodel¢nega gibanja, podanega z efek-
tivno Lagrangeovo funkcijo

) =0 = Mrp = Mvy = Gr = konst. (3.7)

E:%W—Umﬂ. (3.8)

3.2 Konstante gibanja

V nadaljevanju obravnavajmo gibanje tockastega delca z maso m v izotro-
pnem centralnem potencialu V = V (r). Ker je sila v tem primeru centralna,

Fz—vwmz—wvg, (3.9)

je navor glede na izhodisce nic,
M=rxF=0 — L=M=0, (3.10)
torej je ena od konstant gibanja vrtilna koli¢ina kot vektor
L(t) =r x p = Lo. (3.11)

Koordinate lahko izberemo tako, da ima vrtilna koli¢ina smer z L = le,.
Ker morata biti pri taki izbiri L, = m(y¢—zy) = 0in L, = m(zi—z2) = 0 za
vse Case, je oCitno, da je z(t) = 0 in gibanje ravninsko r = (x,y,0). Smiselna
je v tem primeru izbira polarnih koordinat (r, ¢) z Lagrangeovo funkcijo

L= %(ﬁ +1202) — V(r). (3.12)

Ker je ¢ ciklicna koordinata, je njej ustrezna ohranjena posplosena gibalna
koli¢ina oL
)
Pp = —=mrop=1=ly, 3.13
-y 0 (3.13)
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3.2. Konstante gibanja

o A
//'7’ - \/\ P /\/
\,r >
/

ki je z-komponenta vrtilne koli¢ine.
Ugotovimo lahko, da je vrtilni koli¢ini sorazmerna ploskovna hitrost,

A_dA_l'r-rdqﬁ:rQ- l

= = —p=—. 14
. dt 2 2¢ (3:.14)

Ker je | konstanta, je stalna tudi ploskovna hitrost A, kar predstavlja 2.
Keplerjev zakon gibanja planetov.

Ohranjena je tudi celotna energija, saj kineti¢na energija (3.12) ustreza
obliki (2.68), torej je ohranjena energija

E=T+V= %(ﬂ +7202) + V(r). (3.15)

Koristno je vedeti, da nas do ohranitve celotne energije vodi tudi direktna
integracija Lagrangeovih gibalnih enacb. Enacba za r da

d , 0L, OL . : /
7 (57) 5, = mi = mrg? + V'(r) = 0, (3.16)

Ob upostevanju mrzé = ly, dobimo diferencialno enacho za r,

mit = mré? — V'(r) = ml—; —V'(r), (3.17)

Z upostevanjem 7dt = dr levo stran (3.17 ) prepoznamo kot diferencial kine-
ticne energije, desno pa kot diferencial potencialne energije

l2

LMayg = 4 [_ - 1
dt( 5" )dt el I V(r)|dr, (3.18)
torej sledi ohranitev energije
dT+V)=dE=0 = T+V=FE. (3.19)
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Poglavje 3. Gibanje delca pri centralni sili

3.3 Krivulje gibanja - orbite
Iz ohranitve energije (3.15) in vrtilne koli¢ine (3.13) sledi

U V(r), V(r)=V(r)+ ’

: (3.20)

2mr?’

kjer je V(r) efektivna potencialna energija in drugi clen predstavlja centrifu-
galni prispevek. Iz enacbe (3.20) sledi

f:%:ngVE—Vm. (3.21)

S separacijo spremenljivk lahko lahko izraz prevedemo na integracijo

(3.22)

/t:dt - i@ A @d—fvu

kar nam da vsaj formalno resitev ¢ = f(r). Obicajno nas zanima obratna
relacija, ki sledi iz prejsnje r = F(t) = f~1(¢).

Ce nas zanima krivulja (orbita) gibanja delca, lahko nadomestimo dife-
rencial ¢asa dt s kotom d¢ iz enacbe (3.13),

d 2
mr2d—f_z — dt:@dgﬁ, (3.23)

in dobimo .
1 " ldr
/ dd):i\/—/ L — (3.24)
%o 2m Jr r2\/E —=V(r)

kar formalno vodi do enacbe orbite

¢p=g(r) = r=g"(¢)=G(e) (3.25)

3.3.1 Klasifikacija orbit

Oglejmo si mozne orbite za razli¢ne primere potencialov V' (r). Privzemimo
kot dane konstante F,[ # 0 (primeri z [ = 0 so lahko kvalitativno druga¢ni),
ki dolo¢ajo efektivni potencialno energijo V (r) (3.20).

[. Privla¢ni singularni (Keplerjev) potencial V' (r) = —a/r.
Orbite so dolo¢ene s pogojem, da mora biti izraz pod korenom v (3.24)
pozitiven, kar vodi do dveh moznosti (glej skico),
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3.3. Krivulje gibanja - orbite

a) vezano (omejeno) gibanje, ¢e je E < 0. V splosnem se orbita giblje med
obracalis¢ema r; < r < rg, doloCenima z ena¢bama V' (r12) = E. Poseben
primer je krozenje r = rp, pri najmanjsi mozni energiji (pri dolo¢enem 1)

E:Eo.

b) neomejeno gibanje, ¢e je E > 0, ki je omejeno le navzdol r > 7.

I1. Splogni privlaéni singularni potencial V(r) = —a/r?, kjer je 3 > 0. Tu
je za 0 < B < 2 gibanje kvalitativno podobno kot za prejsnji poseben primer

B=1.

Pri 5 > 2 (glej skico) pa prevlada pri r — 0 singularni privla¢ni potencial
nad odbojnim centrifugalnim in je za E < F; mozna ujeta orbita 0 < r < rq,
za 0 < E < F; pa hkrati tudi neomejena orbita r > ry. Za E > E; pa se
neomejena orbita razteza na vse r > (. So pa vse orbite za r — 0 singularne,
saj delec strmoglavi v izhodisce.

I11. Privlaéni regularni potencial V (r) = ar® z 8 > 0. Tu je gibanje za [ # 0
vedno omejeno 1 < r < ry (glej skico). Omenimo lahko poseben primer
[ = 0, ki ustreza (v splosnem za 8 # 2) anharmoni¢nemu enodimenzionalnem
nihanju delca, za § = 2 pa harmoni¢nem nihanju.
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3.3.2 Integrabilnost orbit

Za splogen potencni potencial V(r) = ar® so refitve podane z integralom
(3.24). Slednji je mogoce enostavno resiti v okviru trigonometri¢nih funk-
cij za f = 2,—1,—2. V okviru elipti¢nih integralov je moZzno zapisati Se
B =6,4,1,—-3,—4,—6, sicer (ali pa tudi bolj prakti¢no in hitreje v slednjih
primerih) pa se je treba lotiti integralov numeri¢no.

3.4 Keplerjev problem

Obravnavajmo gibanje delca v privla¢nem potencialu V' = —a/r, kot velja
za gravitacijske sile in elektri¢ne sile med nabitimi delci. Vodi do zakonov
gibanja planetov, kot jih je prvi formuliral Johannes Kepler.

Integral v enacbi orbite (3.24) izvedemo z uvedbo nove spremenljivke
r =1/u in dr = —du/u? in dobimo

6— - /1 /“ ldu :F/“ du
— 0: _ = =
2m \/E—%uz—l—ozu VA — (u—c)?

c—u
= 3.26
F arccos y ) (3.26)
kar vodi do resitve .
u=-—=c- dcos(¢p — ¢o). (3.27)
Oziroma
r P (3.28)

"1 ccos(¢— o)’

kjer so konstante dolocene z

2mkE 2 2mkE
' 20 E = E

am

+ () (3:29)
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3.4. Keplerjev problem

in
d 2E1?
e=dp=—-=1/1+ >
c mo

(3.30)

Splosna oblika (3.28) ustreza enac¢bam stoznic (izsekom stozca) in sicer
se orbite loc¢ijo po velikosti parametra ekscentri¢nosti €, ki smo ga v enacbi
(3.30) izbrali pozitivnega, ¢ > 0 (mozna druga izbira predznaka korena z
€ < 0 bi pomenila le redefinicijo ¢g) in sicer: a) omejeno gibanje in gibanje
po elipsi dobimo za € < 1 in iz enacbe (3.30) £ < 0. Poseben primer
kroznica z ¢ = 0 in £ = —ma?/(2(?).

b) Za € > 1 je gibanje neomejeno po hiperboli¢ni orbiti, ¢e je £ > 0.
c¢) Poseben primer je € = 1, ko je orbita parabola in gibanje neomejeno za
E=0.

Enacba (3.28) za € < 1 predstavlja tudi 1. Keplerjev zakon gibanja
planetov: planeti se gibljejo po elipsi, kjer je v goriscu elipse Sonce. Tu
upostevamo, da je masa Sonca dosti veCja od mase planetov, tako da je
tezis¢e obeh mas skoraj v sredis¢u Sonca.

3.4.1 Enacbe elipse

Oglejmo si enacbe stoznic in elipse (3.28) v povezavi z dvema obic¢ajnima
definicijama elipse.

I. Elipso potegnemo tako, da je vsota razdalj od goris¢ stalna,

r+1 = 2a. (3.31)

Izrazimo relacijo v vektorski obliki, kjer je ¢ razdalja gorisc¢a a od sredisca
elipse
r =2( —r, (3.32)

odkoder sledi
7"? = 4¢% +r? —4rCcos ¢ = (r — 2a)?, (3.33)
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in
(12 _ C2

a

r(1— gcosgb) =

=p. (3.34)

Primerjava z enac¢bo (3.28) da ¢ = ae in odtod tudi p = a(1 — €?). Seda]
vstavimo Se izraza za € (3.30) in p (3.29) in dobimo direkten izraz za polos
a?

2 2
_ Ofm QTE% - 2%. (3.35)
I1. Elipsa je v kartezi¢nih koordinatah izrazena kot
z—z + ‘Z—z =1 (3.36)
Izrazimo vektorja r,r’ v kartezi¢nih koordinatah iz skice,
Pt = (O (3.37)
odkoder sledi
%(T2+T/2) =2 +y* + (3.38)

1 1 2
5(7“2 — ') = 5(7’ +rYr—1)=220( = r—1"= 226 _ 2ex.
a

Iz relacije

1 1 1
S+ = 2 =) = 2(r+0')* =, (3.39)
sedaj sledi
o+ P+ =a® (3.40)

Enacba je sedaj oblike (3.36), kjer lahko potrdimo

b = a*(1 —é%). (3.41)

3.4.2 Binetova zveza

Alternativna izpeljava enacbe orbite sledi iz diferencialne enacbe za (1/r)(¢).
Slednjo lahko izpeljemo iz Lagrangeovih enacb za centralni potencial

_d_

TR (342)

mit —mré? = f(r), ¢
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3.4. Keplerjev problem

iz katere lahko nadomestimo

gt _drdo L 1d 1y
T At dodt  mr?ds mdqb
drd¢ [ dr 2 d?

"= d¢ dt  mr? % T 2 W(;) (3-43)

S pomodjo relacije (3.43) lahko enac¢bo (3.42) prepisemo kot

? & 1 2
_W?&(;) e} = f(r), (3.44)
m ? 1 1 mr?
R 039

kar je diferencialna oblika za splosno enacbo orbite.
Binetova zveza (3.45) nudi zlasti enostavno pot do resitve za Keplerjev
problem V = —a/r in f = —a/r?, kjer sledi

a2 1 1 am
dfﬁ(;) - ST (3.46)

Resitev linearne diferencialne enach sestavimo iz partikularne resitve, ki je
konstanta, in splosne resitve homogene enacbe, in dobimo

% = l_2 + C cos(¢ — o), (3.47)

kar je Ze prej izpeljana enacba stoznice.

3.4.3 Obhodni c¢as

Za izrac¢un obhodnega Casa T" upostevamo izraz za plos¢ino elipse in stalno
plosé¢insko hitrost (2. Keplerjev zakon),

- l
AO = ’/T(I,b, A= %, (348)

od koder sledi,
2mabm

l
Vstavimo Se izraze za b (3.41), a (3.35) in € (3.30)

2 2m|E|
ma m\/ — €2 = 71a? m| /2 g (3.50)

T —

(3.49)
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Ce upostevamo gravitacijski zakon a = GmM, kjer sta m masa planeta in
M masa Sonca ter GG gravitacijska konstanta, ter da dejansko v enacbi (3.50)
nastopa m — p = mM/(m + M) reducirana masa, potem sledi

T o B (2m)? (2m)?
& G T G " e

(3.51)

kar je konstanta za vse planete. Enacba predstavlja 3. Keplerjev zakon
o gibanju planetov in je netrivialna posledica splosnega gibanja v gravita-
cijskem potencialu.

3.5 Sipanje delcev v centralnem potencialu

Obravnavajmo sedaj nevezano gibanje v centralnem potencialu V' = a/r.
Privzeli bomo odbojni potencial & > 0, ¢eprav so resitve za privla¢ni poten-
cial podobne. Primer takega gibanja je sipanje nabitih delcev (prvotno delcev
«) na potencialu jedra (oz. atoma, saj imajo elektroni dosti manjso maso),
kar je zgodovinsko znano kot Rutherfordovo sipanje, ki je vodilo do razu-
mevanja zgradbe atoma. V ra¢unu upostevamo, da je masa jedra M > m
dosti ve¢ja od mase sipanega delca, kar pa je pri dejanskem Rutherfordovem
sipanju le priblizek.

Zelimo izracunati diferencialni sipalni presek, definirano kot razmerje med
tokom delcev sipanih v prostorski kot df) in vpadlo enakomerno gostoto toka

vpadlih delcev

7(Q)dQ = %. (3.52)

Ker ima problem sferi¢no simetrijo, je sipalni presek odvisen le od odklon-
skega kot 6, torej o(2) — o (). Ce povezemo sedaj diferenciale prostorskega
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3.5. Sipanje delcev v centralnem potencialu

kota €2 s kotom @ in toka I z oddaljenostjo od osi s,
dQ) = 27 sin 0d#, dl = jdS = 27jsds, (3.53)
dobimo zvezo p
sds
0) = )
°0) = Snea
Pri sipanju v 1/r potencialu so orbite hiperbole, izrazene v isti obliki kot
v enacbi (3.28),

(3.54)

1 1 1
= ==(1—ecos(¢p — ¢o)) = = (ecos(d — ¢y) — 1), (3.55)
r . p p
vendar so sedaj p <0, £ >0in e > 1,
12 12 2E1?
p=—=——==—p, e=\/1+—>1 (3.56)
mao ma ma

Ce za kot ¢y izberemo simetralo hiperbole, sledi iz enacbe (3.55) pogoj za
asimptoto hiperbole pri vpadnem curku z ¢ = 0,

1
r—o00: €cospyg=1 = cosgg=-— <1, (3.57)
€

torej bo ¢g < 7/2 in sipalni kot

—0 0 1
0=m—2¢pg — cosgzﬁozcos(ﬁ2 ):sinéz—. (3.58)
€
Sedaj povezemo kot 6 preko € z s. Upostevamo relacije
l=mvs = [*=m*’s*=2mEs* (3.59)
0 0 2EI?
62 —1= Sin72 5 —1= Ctg2§ = W’ (360)

od koder sledi

0 [4E?%s%2  2FEs

Relacijo (3.61) uporabimo v enacbi (3.54),
a do

ds = —— "
* T TAE s (D)

(3.62)

in koné¢no ) )
Q Q 1

~ 8E2tg(D)sin’(2)sin®  16E2sin’(9)’

o (6) (3.63)
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Poglavje 3. Gibanje delca pri centralni sili

kar je znana Rutherfordova formula za sipanje, prvotno za delce o na
jedru. Izkaze se, da velja enak izraz tudi znotraj kvantne mehanike, ¢e se
zanemari relativisti¢ne efekte. Slednje je Se ena posebnost potenciala V' o
1/r.

Pri sipanju definiramo tudi totalni sipalni presek,

oon = [ (a2 =27 [ o(8) sin 6do. (3.64)
/ /

Lahko ga tudi izrazimo kot o;,; = I/j kot celotni tok sipanih delcev deljeno
z vpadlo gostota toka, torej predstavlja efektivno plos¢ino sipalnega centra.
Hitro ugotovimo, da je v primeru Rutherfordovega sipanja (3.63) o,y = 00,
saj integral divergira na spodnji meji. To je posledica pocasnega padanja
Coulomskega potenciala, kjer se tudi zelo oddaljeni delci odklonijo za majhen
0, kar vodi do efektivno neskon¢nega sipalnega preseka.
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Poglavje 4

(Gibanje togega telesa

4.1 Lega togega telesa

Togo telo je ena od koristnih idealizacij v mehaniki. Nekatera trdna telesa se
pri delovanju zunanjih sil in pri gibanju dejansko obnasajo kot toga, saj se
skoraj ne deformirajo. Definicija togosti telesa je, da so medsebojne razdalje
delcev znotraj telesa ves cas konstantne. Torej mora veljati za medsebojno
razdaljo dveh tock r;;(t) = ¢;;.

Lega togega telesa je v tem primeru podana z n = 6 neodvisnimi koordi-
natami. Dokaz sledi iz dejstva, da je lega togega telesa doloCena z lego treh
(nekolinearnih) tock telesa. Glede na skico lego prve tocke dolo¢a vektor s
tremi prostimi koordinatami, pri naslednji tocki imamo pri dani razdalji r1o
samo Se dve prosti koordinati in pri tretji tocki samo Se eno,

I —— 1= 1, 3,
rip =cpp = i=4,5,
I'og = C23, T13 = C13 — 1 =0, (41)
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Poglavje 4. Gibanje togega telesa

Pri gibajocem togem telesu je ugodno uporabljati koordinatni sistem, ki
se giblje s telesom. Ce izberemo za izhodis¢e koordinatnega sistema (glej
skico) vektor R potem je lega vsake tocke dolo¢ena z

r,=R+r. (4.2)

Lega R je doloc¢ena s tremi parametri, preostale trije pa dolo¢ajo orientacijo
novega koordinatnega sistema glede na prvotnega.

Tu se spomnimo lastnosti transformacij med ortonormiranimi (in desno-
su¢nimi) koordinatnimi sistemi. Izrazimo vektor v dveh sistemih in odtod
izrazimo nove koordinate s starimi,

r = Z%ﬁa = Zfﬁefe /€,
a B
— 2, = Z:(e’7 c€y) T = Zawxa. (4.3)
(0%

(e

Transformacija koordinat se torej prevede na matri¢no zvezo

' =az, Uya = (€], - €4) = cOS(fay). (4.4)

IS

4.1.1 Eulerjevi koti

Eno od najbolj uporabnih parametrizacij relativne lege dveh koordinatnih
sistemov (oz. dveh togih teles) pri eni fiksni tocki so Eulerjevi koti. Opravimo
tri zaporedne rotacije sistema, kar transformira sisteme x — z” — 2" — 2’ :

1) rotacijo okoli prvotne z osi za kot precesije ¢,
2) rotacijo okrog nove z” za kot nutacije 6,
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ni

e

-
—

iﬁﬂ
>

/
« oS b
"

3) rotacijo okrog nove osi 2" za kot rotacije .
Izbira operacij, kotov kot tudi poimenovanje kotov je tesno povezano s pro-
blemom gibanja vrtavke, kot vidimo kasneje.

Izrazimo sedaj zaporedne transformacije sistema; Rotacija za kot ¢

eg = ZTa6(¢)eﬂ> - Toz,é’(¢) = e:; " €g, (45)
B

in iz skice sledi
Ty, = €] - e; = cos ¢, Tyy = €] - ey = sin ¢, (4.6)

in analogno za celo matriko

cos¢p sing 0
T(¢) = [ —sing cos¢ 0 | =R (0), (4.7)
0 0 1

kar lahko oznacimo kot splosno rotacijo R3 okoli osi z = 3. Podobno obrav-
navamo rotacijo za kot nutacije 6,

e = Uss(0)el, = Uss(0) = e -ef, (4.8)
B
od koder sledi
1 0 0
u@)=\{ 0 cosf sinf | =R (0), (4.9)
0 —sinf cosf
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Poglavje 4. Gibanje togega telesa

in zadnjo rotacijo za kot ¥

e, => Vas(V)el, = Vip(¥)=¢ €}, (4.10)
B
cosV sin¥ 0
V()= - sgn\I/ co(s)\I/ (1) =R, (V). (4.11)

Koncéno lahko zapisemo transformacijo iz prvotnega v kon¢ni koordinatni
sistem,

e’a = Z Raﬁeg, (412)
B
ki je produkt zaporednih transformacij in ustreznih matrik,

R(¢,0,V) = V(V)U(0)L(¢) = B,(V)R (0)R,(). (4.13)

Ker so posamezne transformacije in matrike unitarne, je posledi¢no tudi ce-
lotna transformacija unitarna,

T '(¢)=T(-¢)=T"(¢p) = R '=R" (4.14)

Eulerjev teorem

Teorem Eulerja pravi, da je mozno vsak premik togega telesa z eno fiksno
tocko popisati kot vrtenje okoli osi. O¢itno je, da so za popis vrtenja okoli
osi potrebni trije parametri: dva za dolocitev osi vrtenja e, (npr. dva kota
na sferi) in Se kot zasuka ¢. Torej imamo opraviti z parametrizacijo, ki je
alternativa Eulerjevim kotom (v posebnih primerih je lahko tudi enaka).

Za dokaz teorema, je treba pokazati, da obstaja za vsako transformacijo
(4.12),(4.13) lastna os transformacije, ki se pri transformaciji ohranja

t'=Rz= Mz =z, (4.15)

o4



4.2. Togo telo s fiksno tocko

z lastno vrednostjo A\; = 1. Da taka lastna vrednost obstaja, mora veljati
pogoj za determinanto

EB-Dz=0 = |B-I|=0 (4.16)

Pri dokazovanju upostevamo, da je transformacijska matrika unitarna, (4.14),
in da je njena determinanta ena, kar sledi iz delnih rotacijskih matrik,

IRl = |V|IU|IL| = 1 = |R"]. (4.17)

Odtod izpeljemo

= |[R-I|=|[-R"| (4.18)
Upostevamo Se, da je matrika dimenzije 3 x 3,
I -R'|=|L-R|=(-1)°R—1] (4.19)
Pogoj (4.18) je mozno zadostiti, le ¢e velja
IR — 1| =0, (4.20)

kar smo zeleli dokazati. Hkrati pa velja, da ima transformacija nadaljnji dve
lastni vrednosti,

|£| = Al)\g)\g =1 — )\2)\3 =1 — )\273 = eiw, (421)

torej sta ti dve lastni vrednosti konjugirano kompleksni (saj matrika ni her-
mitska) in dolo¢ata tudi kot zasuka ¢ okoli osi.

4.2 Togo telo s fiksno tocko

Upostevajo¢ Eulerjev teorem lahko v vsakem trenutku popisemo gibanje to-
gega telesa z eno fiksno tocko z vrtenjem okoli osi e in velikostjo kotne hitrosti
w = d¢/dt, torej z vektorjem kotne hitrosti w = we. Hitrost vsake tocke je
zato mogoce zapisati kot

dr dr

V:E:(E)Tel—kwxr:wxr, (4.22)

saj je relativni sistem vezan za togo telo in je ¢len relativne hitrosti nic.
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Poglavje 4. Gibanje togega telesa

4.2.1 Vrtilna koli¢ina in energija togega telesa

Vrtilno koli¢ino togega telesa lahko s pomocjo izraza za hitrost posamezne
tocke (4.22) zapisemo kot

L= Zl = Zmi(ri X v;) = Zmiri X (w X 17), (4.23)

n

L= Zmi[rfw —(ri-wry) = J - w, (4.24)

kjer je J tenzor vztrajnostnega momenta, ki predstavlja splosno linearno
zvezo med dvema vektorjema, in je podan za sistem tockastih teles oz. za
zvezno telo kot

Jap = Z Mi[r30ap — TaiTpi) = /de(r) (12605 — Tatg]. (4.25)

7

Analogno lahko izrazimo tudi kineti¢no energijo togega telesa,

1 1 1 1

Lastne osi in vrednosti vztrajnostnega tenzorja

Vztrajnostni tenzor (4.25) je realen in simetri¢en. Zato je mozno najti njegove
lastne osi in vrednosti
l € = Jlel, (427)

kjer so lastne vrednosti J; realne in pozitivne, in lastne osi €; med seboj
pravokotne. Sama pozitivnost J; ne sledi direktno iz oblike (4.25), ampak iz
pozitivnosti kineti¢ne energije, ki jo v lastnem sistemu zapisemo kot

1
W = wie] + woes + wses — T = 5((]1&)% + JQCU% + J3W§) > 0. (428)

4.2.2 Enacbe gibanja togega telesa

Eden od pristopov k resevanju gibanja togega telesa (z eno fiksno tocko) je
zapis gibalnih ena¢b v lastnem sistemu vztrajnostnega momenta (drugi je
preko Eulerjevih kotov, ki ga obravnavamo kasneje). Zakon o vrtilni koli¢ini
zapiSemo v lastnem koordinatnem sistemu

dL (dL

= = E)@ fwxL=M, (4.29)
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4.2. Togo telo s fiksno tocko

kjer je
l:ZJlelel — L:l-w:Zlelel. (430)
l l

Za togo telo je v lastnem sistemu ¢asovno odvisen le w,

(%)rel - Z Jl wl e (431)
l

7 upostevanjem vektorskega produkta
wxL= ( (J5 — Jo)waws, (J1 — J3)wswr, (J1 — J3)wsw ), (4.32)
dobimo v lastnem sistemu Eulerjeve enacbe,
Jiwr — (Jo — J3)wowsz = My,

Joto — (J3 — Jy)wswr = Mo, (4.33)
Jgd)g — (Jl — Jg)wlw2 == Mg.

4.2.3 Prosto gibanje togega telesa

Poseben primer je gibanje togega telesa, ¢e ni navora zunanjih sil ,

dL

M=0 = i 0 = L(t) = Lo = konst. (4.34)

éeprav je L konstanten, gibanje telesa ni trivialno. Slednje je res le za
izotropno telo, kjer je J; = J in (4.34) vodi k

Jw,=Jw =0 — w(t) = Wo, (435)

torej je stalna tudi kotna hitrost.

Ce telo ni izotropno, v splosnem kotna hitrost ni stalna. Vzemimo lazji
primer osno simetri¢nega telesa, kjer je J; = Jo # J3. Iz Eulerjevih enacbh
sedaj sledi

Jswz =0 = W3(t) = W3 = Wy, (436)

da je konstantna ena komponenta kotne hitrosti, in

Jld)l — (Jl — J3)w2w0 = O,

J1CLJ2 — (Jg — Jl)wle = 0. (437)
Odtod sledita sklopljeni linearni diferencialni enacbi

B
==

Wy = CCL)O, (438)

Wi = —QwWwo, Wo = QW «
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ki imata resitev

0 = —a*w; = w; = Qcos(at+9),
wo = Qsin(at + 6). (4.39)

V lokalnem sistemu torej kotna hitrost ni stalna, ampak se glede na enacbo

(4.39) vrti enakomerno okrog osi 3, in sicer s kotno hitrostjo a in amplitudo
). Kaj predstavlja tako gibanje zunanjemu opazovalcu, torej v absolutnem
koordinatnem sistemu ? Ker je edina konstanta vrtilna koli¢ina (4.34), po-
meni, da se kotna hitrost kot vektor vrti okrog L in tako tudi celo togo telo.

Tresenje Zemlje

Zemlja obravnavamo lahko kot osno simetri¢no telo, rahlo splos¢eno zaradi
vrtenja okoli lastne osi, in sicer je splos¢enost

¢ =(Js—J1)/J1 ~0.00327. (4.40)

Ker je wy = 27 /Ty dolocen z dnevnim vrtenjem Zemlje, dobimo za frekvenco
prostega vrtenja

2 T,
a="Tc(tw = 7= ?0 ~ 300 dni. (4.41)
T
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Dejansko se tako gibanje opazi kot gibanje Zemljine osi, to je vrtenje Ze-
mljinih polov. V geofiziki ima pojav ime Chandlerjevo tresenje (wobble).
Sama amplituda odstopanja je majhna, ¢y ~ 1” (ena lo¢na sekunda). Kot
vsako lastno nihanje je tako gibanje tudi duseno. Vendar prihaja do ponov-
nega vzbujanja, zato je gibanje neperiodi¢no in deloma podobno tresenju.
Kaj tako lastno nihanje vzbudi, ni ¢isto jasno. Vzrok so lahko premiki zno-
traj Zemlje, potresi, sklopitev z atmosfero itd. Dejansko opazena perioda
7 ~ 420 dni tudi precej odstopa od napovedi toge Zemlje, kar je mozno
razloziti s tem, da zaradi gibanje voda, elasti¢nih deformacij notranjosti ipd.
Zemlja ni idealno togo telo.

4.3 Vpeta osno simetri¢na vrtavka

Obravnavamo gibanje vrtavke, ki je na spodnjem robu vpeta, in nanjo deluje
sila teze. Osno simetrijo upostevamo z J; = Jo # J3. Pri vrtavki je smiselno
izraziti lego telesa z Eulerjevimi koti ¢, 60, V. Glede na definicijo posame-
znih kotov lahko predstavimo vektor kotne hitrosti kot vsoto posameznih
prispevkov

w = ¢es + fe! + Ve, (4.42)
Ker Zelimo zapisati w v lastnem koordinatnem sistemu, ki je tu koncni sistem
e}, iz slike dolo¢imo projekcije

(e3)y = sinfsin ¥, (e3), =sinfcos ¥, (e3), = cosé,
(€])y = cos V¥, (€])y = —sinV, (e]). =0. (4.43)
Komponente w se torej v lastnem sistemu e] izrazijo
wy = sinf#sin ¥ dﬂ— cos ¥ 9,
wy = sinfcos ¥ ¢ —sin ¥ 0, (4.44)
wsy = cost ¢+ V.

K resevanju gibanja vrtavke pristopimo z Lagrangeovim formalizmom.
Kineti¢no in potencialno energijo zapiSemo v lastnem sistemu osno simetri¢ne
vrtavke

i

J:
T= 5(W?+w§)+§w§, V=Mgzr = Mglcos9, (4.45)

kjer je [ oddaljenost tezis¢a vrtavke od osi. Ko vstavimo tudi izraze (4.45),
dobimo Lagrangeovo funkcijo

L = %(sin2 0 ¢* + 92) + %(\If + cos @ ¢)2 — Mgl cosb. (4.46)
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Ohranjene koli¢ine in Lagrangeova funkcija

Izraz (4.46) nakazuje ve¢ ohranjenih koli¢in. Ker L ne vsebuje ¥ niti ¢, sta
ta kota cikliéni koordinati in sta ustrezna impulza py in ps ohranjena,

Py = pr = J3(V + cos @ ¢) = Jaws = Jqa, (4.47)
oL .9 5 . ]
Py = 8_q§ = Ji1sin“0 ¢+ J3cosf (VU + cosf ¢) =
— (Jysin? 60 + Jzcos?0) ¢+ Jzcosf W = Jib, (4.48)

kjer smo vpeljali koli¢ini a,b, ki se bosta izkazali koristni kasneje. Tretja
ohranjena koli¢ina je celotna energija, ki tudi sledi iz izraza (4.46),

J L Ja . .
E=T+V = é(sm% 0+ 6%) + 33(\1/ +cos §)2 + Mglcosh. (4.49)
S pomocjo ohranjenih koli¢in (4.47), (4.48) lahko izrazimo odvode ¥, ¢,
JsW = Jia — Jscosf ¢, (4.50)
n

(Jysin® 6 + Js cos? ) ¢+ Jiacos® — Jycos? 0 ¢ = Jib,
= ¢ = (b—acosf)/sin?6. (4.51)
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4.3. Vpeta osno simetri¢na vrtavka

Ko to vstavimo v enacbo za energijo (4.49) in odstejemo del, ki je konstanten,
dobimo

~ Js Ji, 0 (b—acosf)?
E:E—?wg = 5(92+W) + Mglcost =
= %0’2 +V(0), (4.52)

kjer je V(6) efektivna potencialna energija vrtavke

=~ i (b—acosh)’

V(6) 5 + Mgl cosb. (4.53)

sin? 6
Resitev v obliki integrala

Resevanje gibalnih enacb lahko torej reduciramo na reSevanje integrala za
0(t),

. 2 -~ - Jp de
= 2(E-T(0) — t:i,/—/—, (4.54)
i 20 \JE-V®)
Integral lepsSe izrazimo v novi spremenljivki u = cosf, du = — sin 0d#,

t= flu) = (1 —u?)(a — pu) — (b—au)?, (4.55)

n du |
V()
kjer smo vpeljali konstanti

2F 2M gl
i — , 4.56
7 8 7, (4.56)

«

Funkcija f(u) (4.55) je polinom tretje stopnje v u in integrala ni mozno v
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splosnem izvesti analiticno. Lahko pa ugotovimo nekatere lastnosti gibanja
pri razli¢nih parametrih a, b, o, 5. Zanima nas najprej obmocje gibanja, ki je
pogojeno z zahtevo po realnosti v (4.55), torej na obmodéje f(u) > 0. Ker je
f(u) polinom, se za vecje argumente |u| vede kot

flu — £00) ~ pu’. (4.57)
Najbolj pomembno je obnaSanje na fizikalnem obmodcju |u| < 1, kjer iz
flu=+1)=—(bFa)?<0, (4.58)

ugotovimo, da je fizikalno le obmodje f(u; < u < uy) > 0, kjer sta |uq|, |ua| <
1. Ni nujno, da tako obmocje tudi obstaja pri vseh parametrih, vendar sama
vrtavka zagotavlja, da neka fizikalna resitev mora obstajati.

MozZna gibanja

Na tej stopnji postane jasno poimenovanje Eulerjevih kotov z gibanjem vr-
tavke. W(t) predstavlja vrtenje vrtavke okoli lastne osi, ¢(t) precesijo osi
vrtavke (okoli prvotne z osi), in 6(t) nutacijo (t.j. nihanje nagiba) osi vr-
tavke.

Konkretno gibanje vrtavke je odvisno od parametrov vrtavke (3, energije
E oz. o, in zadetnih pogojev zajetih z a,b oz. uy, us, Kot rezultat vrtavka
v splosnem niha (nutira) med dva nagiba 0; < 6, oz. ustreznima wu; > us.
Kot kaze skica, je lahko pri danih w,us hitrost vrtenja gb(t) stalno istega
predznaka (primer I), lahko pa menja predznak med nutacijo (primer II).
Mejni primer III, kjer je gb > 0 in v zacetku (;5(()) = 0, ustreza spusceni
vrtavki, ki ga bomo obravnavali podrobneje. Poseben primer je regularna
precesija (primer IV), kjer ni nutacije 0(t) = 6y, in vrtavka enakomerno
precedira z ¢(t) = wyy..

4.3.1 Spuscena hitra vrtavka

Obravnavajmo realisticen primer, ko najprej drzimo fiksno os vrtece vrtavke
in jo hipoma spustimo. Tak primer ustreza zacetnima pogojema ¢(t = 0) =
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4.3. Vpeta osno simetri¢na vrtavka

0(t = 0) = 0, torej zadetnima ni¢elnima hitrostma precesije in nutacije. Iz
pogojev in enacbe (4.51) sledi

dpt=0)=0 = b—acosth = b=au, (4.59)
in analogno iz (4.52)

0t=0)=0 = FE=DMglcosy =— a—pPu;=0. (4.60)

Parametre «, b vnesemo v enac¢bo (4.55) in i8¢emo spodnjo mejno vrednost
Uy = €08 B,

Flu) = B(1 = u?)(u — w) = @*(uy —u)” =
= (0Bl -w)—a(w —u)] =0 = w. (461

Resitev za us sledi iz kvadratne enac¢be. Posebej enostaven je za primer hitre
vrtavke, pri kateri je zaCetna kineti¢na energija veliko vec¢ja od potencialne,

2

J. 2 J Js Jaw?
a—:< 3w3) L _ 38 o (4.62)
B T ) 2Mgl ~ T 2Mgl
Pri taki vrtavki je razpon nutacije majhen, saj sledi iz enac¢be (4.61),
1 — u?
ZL‘:U]_—UQ:%Ng(l—U?)«l. (4.63)

V istem priblizku lahko eksplicitno izra¢unamo casovno odvisnost nutacije,
saj velja

flu) ~ a®(u; — u)(u — ug). (4.64)
Resitev integrala (4.55) zapiSemo v obliki,
J:
w=17+ - cos at, a= 2w, (4.65)
2 Ji

kjer je & = (u1 +ug)/2 in a frekvenca nutacije. Za ¢asovno odvisnost hitrosti
precesije sledi
. b—au  alu; —u) a x

¢ = = = (1 — cosat). (4.66)

sin® 6 sin® @ sin 6 2

Sama hitrost precesije niha, pri ¢emer za povpre¢na vrednost sledi iz (4.63),

_ary B Mgl
© 2sin?0 24 Jiws

(4.67)

Wpfr -
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Poglavje 4. Gibanje togega telesa

Rezultat za precesijo hitre vrtavke lahko dobimo tudi s poenostavljenim
pristopom, kot je obi¢ajen v osnovnih predavanjih fizike. Privzemimo, da je
vsa vrtilna koli¢ina v vrtenju okoli lastne osi, torej I' = J3ws. Ker deluje na
vrtavko navor teze, to vodi preko zakona o vrtilni koli¢ini do precesije,

ar
o Wy X I'=M = wpI'sinf = Mglsinf
Mgl
_— .= ) 4.68
(.Up J3W3 ( )

Ne preseneca, da je rezultat isti. Bolj je pou¢na ugotovitev, koliko poenosta-
vitev je skritih v pristopu in rezultatu (4.68).
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Poglavje 5

Majhna nihanja

Harmoni¢na nihanja okoli ravnovesnih (stabilnih) leg in resitev so zelo pogost
pojav v fiziki. So tudi pomemben koncept pri prehodu k kvantnem popisu,
torej pri kvantizaciji stanj.

Obravnavajmo konzervativni sistem z ¢;,72 = 1, n prostostnimi stopnjami.
Omejimo se na sisteme, kjer kineti¢no energijo in Lagrangeovo funkcijo za-
pisemo kot

L= Z wij(q)diq; — V, (5.1)

kjer je w;; = wj; in je ohranjena celotna energija, kot sledi iz (2.68), (2.70)

_Z q]—L T+V. (5.2)

5.1 Razvoj okrog stacionarnega stanja

Vzemimo, da obstaja stacionarna reSitev Lagrangeovih enachb, ¢;(t) = ¢°.
Pogoj sledi iz (5.1),

oL
0qilq°

_ ov
0qi g0

Stacionarna stanja so lahko stabilna, nestabilna ali metastabilna. Za abso-
lutno stabilno stanje je pogoj

Vig) > V(go), (5.4)

torej absolutni minimum potencialne energije. Za stabilnost majhnih nihanj
zadosca lokalna stabilnost, kjer je pogoj (5.4) izpolnjen v dovolj majhni
okolici stacionarne resitve go.
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Poglavje 5. Majhna nihanja

Predpostavimo, da je V/(¢) analiti¢na funkcija koordinat in jo lahko raz-
vijemo v Taylorjevo vrsto okoli ravnovesja

Vi = Vi) + S 5|

288

kjer je ; = ¢; — ¢?. Linearni ¢len v razvoju (5.5) odpade zaradi pogoja
stacionarnosti (5.3). Pogoj lokalne stabilnosti se torej prevede na zahtevo

mm 7 (5.5)

Ul Z ‘/1377177] >0, (56)

oo

alni ¢leni v odmikih 7;,7; v (5.1) so bilinearni, zato lahko poenostav1m0

wij(ﬂ) = wij(ﬂo) =T, (5.7)
in za Lagrangeovo funkcijo sledi

= 1 . -
L=3 Z(Timmj — Vi), L=L-V" (5.8)
/1’7.7

kjer je VO = V(¢"). Lagrangeove dinami¢ne enacbe za spremenljivke 7; se v
takem primeru zapisejo

> Tyl + Y Vi = 0, (5.9)
j j

kar je sistem linearnih homogenih diferencialnih enacb 2.reda za n;(t).

5.2 Lastna nihanja

Osnovne resitve dinami¢nih enacb (5.9) so lastna nihanja, torej harmoni¢no
gibanje vseh 7;(t) z isto frekvenco, kar popisuje nastavek

ni(t) = aa;e™", (5.10)

kjer v predstavlja velikost (amplitudo) nihanja, relativni (in normirani) od-
miki a; in w pa so povezani z

va% w Z ja; =0 Kg:wzgg. (5.11)
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5.2. Lastna nihanja

Resevanje problema lastnih nihanj se prevede na iskanje lastnih vrednosti
A = w? in ustreznih lastnih vektorjev a enacbe (5.11) oz. na posploseno
diagonalizacijo matrik V', T'. Simetri¢nost matrik zagotavlja realnost lastnih
vrednosti A\, k = 1,n, pozitivna definitnost matrik pa tudi Ay = wi > 0,
torej obstoj stabilnih nedusSenih nihanj z realnimi wy.

Ponovimo nekatere ugotovitve linearne analize za problem lastnih vredno-
sti in vektorjev matrik. Vzamemo bolj domac primer, ko je matrika 7' = T'1
izotropna, t.j, diagonalna z enakimi elementi. Takrat se reSevanje prevede
na obicajno diagonalizacijo , t.j. iskanje lastnih vrednosti matrike V,

(V= M)a=0 = [V -A\TI =0, (5.12)

in pri zahtevi za nenicelen lastni vektor a na gornji pogoj za determinanto.
Ce ozna¢imo lastne vrednosti A\, = T'\x, dobimo pogoj za lastne vektorje

a; (stolpec) in transponirane lastne vektorje al (vrstica),

V=M g =Va-agM=0, o¥—-XN =0 (5.13)

Odtod sledi z enostavnim mnoZenjem (prvega izraza z leve z a] in drugega za
desne z a;, in odStetjem obeh, da morajo biti pri razli¢nih lastnih vrednostih
lastni vektorji ortogonalni (in normirani), to je

S\k 75 S\l — QIT cay = Olk- (514)

Pogoj ortogonalnosti sicer ni potreben za primere degeneriranih lastnih vre-
dnosti A\, = A;, vendar je mozno in ugodno tudi takrat izbrati lastne vektorje
ortonormirane v skladu z (5.14). Lastne vektorje lahko zloZzimo v matriko

a11 - Apl
:[le"' 7Qn]: N (5.15)
Aip *** Qpp

|ES

Podobno lahko definiramo tudi transponirano matriko éT. Iz lastnosti (5.13)
za lastne vrednosti in vektorje lahko zapiSemo matri¢no enacbo,

ATV A-AT AA=0, (5.16)
kjer je é diagonalna matrika z diagonalnimi elementi enakim lastnim vredno-
stim ]\” = 5\1. Matrika je tudi unitarna, kar sledi iz ortonormiranosti lastnih
vektorjev (5.14),

AT

kS

=1 — A'=A"", (5.17)
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Poglavje 5. Majhna nihanja

Zveza (5.16) torej pomeni, da predstavlja A transformacijsko matriko, ki
transformira matriko V. v diagonalno obliko é,

ATV A=AV A-ATAR-R (515)

[[=

Podobno lahko obravnavamo posplosen problem lastnih vrednosti (5.11),

Va=A

I~

a. (5.19)

Ker sta matriki V. in T realni in simetri¢ni, so realne tudi lastne vrednosti A
in vektorji a. Podobno kot prej lahko zapiSemo za lastne vektorje in njihove
transponiranke,

Va=MNTa, o V=NaT (5.20)
MnoZenje prvega izraza z ai in drugega z a; vodi do enacbe
0=MN—-N) a Ta, (5.21)
in odtod sledi posploSena ortogonalnost lastnih vektorjev
Me#N = a] Ta,=0. (5.22)

Tudi ¢e je A\, = A\, vendar k # [, lahko izberemo vektorje tako, da bodo
ortogonalni v smislu enacbe (5.22). Sami diagonalni ¢leni pa morajo biti
zaradi pozitivne definitnosti kineti¢ne energije T nenicelni in pozitivni. Zato
lahko izberemo tudi

ol Tap=1. (5.23)

Posledica zahteve (5.22) in izbire (5.23) je, da matrika lastnih vektorjev A
tranformira matriko kineti¢ne energije v enotsko matriko,

ATTA=1L (5.24)

Analogno kot smo izpeljali zvezo (5.18), sedaj sledimo korakom za posplosen
problem. Enac¢bo (5.20) za vse lastne vektorje zdruzimo v matri¢no enacbo,
upostevajo¢, da je matrika lastnih vrednostih A diagonalna z Ay = A,

VA=TAA (5.29
MnozZenje z adjungirano matriko nam kon¢no da s pomocjo zveze (5.24),

ATV A=A"TAA=A (5.26)
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5.3. Normalne koordinate

Matrika lastnih vektorjev torej tudi v posplosenem primeru transformira ma-
triko V. v lastni sistem z diagonalno matriko lastnih vrednosti A, hkrati pa
tudi kineti¢no energijo v enotsko matriko.

Primer: torzijsko sklopljeni tezni nihali
Vzemimo primer dveh nihal, ki nihata pravokotno na skupno os, ki deluje
hkrati kot torzijska sklopitev (glej skico).
Za enaki nihali lahko zapisemo Lagrangeovo funkcijo kot
D
2

L= %(qﬁ + ¢2) 4+ mgl(cos ¢y + cos ps) (61 — ¢2)?, (5.27)

kjer je zadnji (potencialni) ¢len torzijska sklopitev preko skupne osi. V pri-
meru, ko je ravnovesna refitev ¢ = ¢9 = 0 (kar ni res pri vseh parametrih),
potem dobimo za majhna nihanja poenostavljeno Lagrangeovo funkcijo,

- . - [
P= 3@+ - "SGR - Do - (529)

katere resitev so harmoni¢na (sklopljena) lastna nihanja oz. poljubna njihova
vsota.

5.3 Normalne koordinate

Lastna nihanja predstavljajo posebne resitve gibalnih ena¢b (5.9), splosno
resSitev gibalnih enacb pa zapisemo kot vsoto lastnih nihanj. Temu ustrezno
je pripravno uvesti nove t.im. normalne koordinate, ki nadomestijo odmike
n; z amplitudami lastnih nihanj aj. Uvedemo transformacijo

mi(t) = Z ag(t)ay = Z ariou(t), (5.29)
k k
kjer so ax; komponente lastnega vektorja, ki pripada lastni vrednosti S\k, in

hkrati elementi matrike A (5.15). Torej lahko zapisemo transformacijo kot

n"=a" AT (5.30)

n=4a
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Poglavje 5. Majhna nihanja

Namen normalnih koordinat je, da z njimi enostavno zapisemo celotno
Lagrangeovo funkcijo harmoni¢nih nihanj. Transformirajmo L (5.8) v nove
koordinate, pri ¢emer upostevamo izbiro (5.24),

= 1 1 1 1
L=cnf"Ti—con' V=" A"TAa—-a" ATV Aa=
2= == 2= == 20 = == 27 = ==
1 1
— igT Q — égTé a (531)
Eksplicitno lahko kon¢éno zapisemo
= 1
L= (6} - wiaf), (5.32)
k

kjer je za vsako normalno koordinato ¢asovna odvisnost podana z lastnim
nihanjem
ag(t) = ago cos(wyt + 0). (5.33)

Lagrangeova funkcija je torej vsota k = 1, n neodvisnih harmonic¢nih osci-
latorjev (v splosnem) razli¢nih frekvenc wy, kjer so ustrezne amplitude nor-
malne koordinate ay. Tak prikaz Lagrangeove funkcije je posebej koristen,
¢e zelimo posplositi klasicno mehaniko sistema nihajoc¢ih delcev v kvantno
mehaniko in je pri tem dobro znan le predpis za kvantizacijo neodvisnih
oscilatorjev.
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Poglavje 6

Hamiltonova mehanika

Doslej smo obravnavali Lagrangeovo mehaniko, kjer je izhodisce za kon-
zervativne sisteme (sisteme s konzervativnimi silami) Lagrangeova funkcija
L(q, q,t) kot funkcija generaliziranih koordinat ¢, njihovih odvodov ¢ in (v
spl?)é?lem) ¢asa t. Osnovne gibalne enacbe so Lagrangeove enacbe _(2.44),
ki v kon¢ni obliki predstavljajo v splosnem sistem sklopljenih diferencialnih
enach 2. reda. V kolikor ne gre analiti¢no, te lahko resujemo numeri¢no pri
danih zacetnih pogojih q(to) = ¢°, 4(to) = w’.

Irski fizik, astronom in matematik William Rowan Hamilton (1805 - 65)
je uvedel alternativno formulacijo analiti¢ne mehanike, kjer hitrosti ¢; nado-

mestijo posploseni impulzi,

0L dp _'_8L
Cog T og

Di (6.1)

kjer je druga zveza sledi iz Lagrangeovih enacb (2.44). V Hamiltonovi me-
haniki torej nastopajo nove kanoni¢ne (konjugirane) spremenljivke

(4:9) — (¢,p). (6.2)

Nova formulacija ve¢inoma nima prednosti pri resevanju konkretnih pri-
merov gibanja sistemov vec teles. Je pa Hamiltonova mehanika zelo po-
membna osnova za posplositve zlasti v dveh smereh:

a) V klasi¢ni statisti¢ni fiziki je koncept faznega prostora vezan na kano-
ni¢ne spremenljivke (g, p).

b) Prehod v kvantno mehaniko poteka z zamenjavo (deterministi¢nih) vre-
dnosti impulzov z operatorji p; — p; (kanoni¢na kvantizacija) oz. nedolo¢-
nostnimi (Heisenbergovimi) relacijami med konjugiranimi (g;, p;).
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Poglavje 6. Hamiltonova mehanika

6.1 Legendreova transformacija

Obravnavajmo primer funkcije dveh spemenljivk f(z,y), kjer je diferencial
funkcije podan z

of  _9of

df = udzx + vdy, u=a v—a—y.

(6.3)

Zelimo preiti na novi spremenljivki, ki naj bo par (x,v). Splo$ni predpis nam
nudi t.im Legendreova transformacija. Izberemo kot novo funkcijo g,

g=rf—-wvy,. (6.4)

Diferencial funkcije bo po transformaciji povezan le z diferenciali novih spre-
menljivk (z,v), kar zlahka dokazemo,

dg = df — ydv — vdy = udx + vdy — ydv — vdy = udzr — ydv. (6.5)
Torej je nova funkcija odvisna od novega para, to je g(z,v), kjer je

dg dg
u=— — -

B’ Y ~ 3y (6.6)

Primeri uporabe Legendreovih transformacij so znani iz termodinamike
pri definiciji moznih termodinamskih koli¢in, ki so funkcije stanja. Notranja
energija je npr. funkcija entropije in volumna E(S, V), kjer je diferencial
podan z

dE = TdS — pdV. (6.7)

Vendar je moZzno in za dolo¢ene primere ugodneje definirati in uporabiti
entalpijo H(S,p),

H=FE+pV, dH =TdS + Vdp (6.8)
oz. Gibbsovo prosto energijo F(T),p)
F=H-TS, dF=—SdT + Vdp. (6.9)

Slednja je posebej koristna, ko imamo opraviti s sistemi, kjer so podani (zu-
nanji) termodinamski parametri temperatura 7" in tlak p.
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6.2. Hamiltonove gibalne enache

6.2 Hamiltonove gibalne enacbe

Hamiltonova funkcija je definirana enako kot posplosena energija (2.66), le
da je izrazena s kanoni¢nimi spremenljivkami,

H = H(q,p,t) Z ql L= szqz , (6.10)

in predstavlja hkrati primer Legendreove transformacije iz starega nabora
spremenljivk in funkcij (¢, ¢, L) v novo kombinacijo (¢, p, H). To je razvidno,
¢e izpisemo diferencial funkcije H,

= Zd(pz’qz') —dL =

: : oL oL . OL
= zi:(%‘dpi + pidg;) — zi:(a—qidqi + a_qz-d%) -t (6.11)

Z upostevanjem definicije za p; in p; (6.1) dobimo

oL
dH = lidp; — pidq; ) ——dt. 6.12
Xi:(q pi = Piddgr) —— (6.12)
Odtod sledijo kanoni¢ne enacbe Hamiltonove mehanike
oH oH oH oL
li = ) )i = — — = 6.13
o P oy, or ot (6.13)
Iz dinami¢nih enac¢b direktno sledi
dH 8H
= 14

da je Hamiltonova funkcija konstanta glbanja, v kolikor ni eksplicitno odvisna
od t, in predstavlja mehansko energijo, kot smo ugotovili Ze prej.

Hamiltonove gibalne enacbe (6.13) predstavljajo sistem 2n sklopljenih
diferencialnih enacb prvega reda ki jih lahko resujemo tudi numeri¢no pri
danih zacetnih pogojih ¢(to) = ¢° in p(to) = p°. Resitev je Gasovna odvisnost
q(t), p(t), kar predstavlja trajektorijo v faznem prostoru (g,p). ReSitve se
seveda ne razlikujejo od resitev Lagrangeovih dinamiénih enacb.

Ima pa Hamiltonova formulacija nekaj prednosti pred Lagrangeovo. Ha-
miltonova funkcija H je konstanta gibanja, ¢e ni eksplicitno odvisna od casa
in predstavlja energijo sistema. V enacbah (6.13) spremenljivki ¢ in p na-
stopata (anti)simetri¢no in sta si zato v polnem pomenu konjugirani. To je
tudi razlog, da je Hamiltonov formalizem primernejsi za nekatere posplositve:
v teoriji kanoni¢nih transformacij in teoriji Hamiltona in Jacobija, za upo-
rabo v definiciji faznega prostora v statisticni fiziki, ter za prehod v kvantno
mehansko obravnavo.
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Poglavje 6. Hamiltonova mehanika

6.3 Primeri Hamiltonskih sistemov

6.3.1 Masa na vzmeti

Masa m niha na vzmeti s koeficientom k. Ce odmik od ravnovesja oznac¢imo
z x, je Lagrangeova funkcija

k
L:T—V:%$2—§x2. (6.15)
Generaliziran impulz je
= — =M .
p ax Y

torej je v tem primeru (obi¢ajna) gibalna koli¢ina in je Hamiltonova funkcija
izrazena s koordinatama (z, p),

ka2

2
. p

H = —L=T+V="— 4 —. 6.17

pr + 2m+ 2 ( )

6.3.2 Gibanje delca v centralnem potencialu

Ker Ze vemo, da je gibanje delca v centralnem potencialu ravninsko, ga opi-
Semo le z dvema koordinatama (7, ¢) in Lagrangeovo funkcijo

L= %02 —V(r) = %(ﬁ + 1202 =V (). (6.18)
Ustrezna impulza sta
oL ) oL
kjer predstavlja p, vrtilno koli¢ino sistema. Hamiltonovo funkcijo v novih
spremenljivkah izrazimo kot

pr = mr9, (6.19)

2 2
" p
P P

H =p,7 h—L=T+V =
Prt o+ P + 2m  2mr?

+V(r). (6.20)

6.3.3 Nabit delec v elektricnem in magnetnem polju

Netrivialen je primer izpeljave Lagrangeove in Hamiltonove funkcije za delec,
ki se giblje v zunanjem elektricnem in magnetnem polju. Je pa hkrati zelo
pomemben, saj je osnova za obravnavo sklopitve med delci in elektromagne-
tnim poljem v kvantni mehaniki. Klasi¢no izhodis¢e je Lorentzova sila na
delec v elektricnem in magnetnem polju,

F =e(€+vxB), (6.21)
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6.3. Primeri Hamiltonskih sistemov

kjer so polja v splosnem lahko odvisna od kraja in ¢asa, torej £(r,t), B(r, t).
Njihovo odvisnost povezujejo Maxwellove enacbe,

0B

= —_—— -D:
V xE& BT \V4 0,
D
VxH:j+aa—t, V-B=0. (6.22)

Ker Lorentzova sila vsebuje hitrost v, ni mozna standardna vpeljava po-
tencialne energije in posledi¢no Lagrangeove funkcije. Korak naprej lahko
naredimo z uvedbo dveh potencialov: vektorskega (magnetnega) A(r,¢) in
skalarnega (elektri¢nega) ®(r,t),

B=VxA, (6.23)

kar omogoca ¢etrta Maxwellova enacba (6.22). In prve enacbe potem sledi

0 0A

Vektorsko polje, katerega rotor je ni¢, vedno lahko izrazimo kot gradient

skalarnega polja, torej

0A
— =—VOo. 2
&+ T \Y (6.25)

Lorentzovo silo (6.21) sedaj izrazimo s potenciali (6.23), (6.25),

0A
F:e[—VCI)—E—va(VxA)}. (6.26)
Izraz poenostavimo in predelamo z upostevanjem izrazov, znanih iz diferen-
cialnega vektorskega rac¢una. Prvi velja za splosno vektorsko polje A(r),

vendar konstanten vektor v, ki je trenutna hitrost delca,
vx (VxA)=V(v-A)—(v-V)A, (6.27)
pri ¢emer je drugi ¢len t.im. odvod v predpisani smeri (v smeri v). Izraz

lahko preverimo z direktnim izra¢unom v komponentah in primerjavo obeh
strani, npr. za komponento x izraza (6.27),

y(% B 8Ax) _UZ<6Ax B 8AZ>

ox oy 0z ox
9 DA, 04,  0A,
7= —(v,A A A,) — - — 2
ax(vx s+ v Ay +0A) — v, o W o v (6.28)
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kar ocitno drzi. Drug poseg je vpeljava totalnega (substancialnega) odvoda,
dA  0A
dat ot
ki predstavlja ¢asovni odvod potenciala, kot ga ¢uti gibajo¢ delec. S pomocjo
zvez (6.27) in (6.29) silo konéno zapiSemo

+(v-V)A, (6.29)

dA
F=c|-Vo- 2+ V(v: A)]. (6.30)
Izraz (6.30) ima sedaj obliko, ki je uporabna za vpeljavo potencialne
energije, posploSene na primer, kjer ni odvisna samo od lege r, ampak tudi
od hitrosti v. Ce ima sila obliko,

F =

v d (81/)7 (6.31)

———t (=
or dt\or

kjer je potencialna energija V (r, ), potem lahko ponovno definiramo Lagran-

geovo funkcijo L =T — V. Izraz (6.30) zadoS¢a temu pogoju, ¢e vpeljemo

V=e®—-v-A), (6.32)

saj lahko za drugi ¢len v(6.31) preverimo, npr. za komponento z,
d 0V d (0(tA,) d dA
— (=) =—e— () = —e—A, = —e—| . 6.33
dt(@j:) edt( O > “dt “dt | (6.33)
Konc¢ni izraz za Lagrangeovo funkcijo delca v zunanjem elektromagne-
tnem polju je torej enostaven,

L:T—V:%vg—eq)—l—ev-A. (6.34)

Ustrezni posploseni impulz je

oL 0L
ZEZE:mV—l—eA = mv=p-—ecA, (6.35)
in ni enak obicajni gibalni koli¢ini delca.

Sedaj zlahka izrazimo tudi Hamiltonovo funkcijo delca, ko nadomestimo
v z impulzi p,

p

H=)Y pij—L=v-p—L=

:v-p—%UQ+e(I>—eV-A:%vz+e(I>, (6.36)
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in koné¢no, ¢e povsod nadomestimo v z impulzi p,
Ip—eAf
2m

H = +ed. (6.37)

Izraz je pomemben kot izhodis¢e za posplositev v kvantno mehaniko in sta-
tisticno fiziko.

Ce se omejimo na primere s ¢asovno neodvisnimi polji in torej tudi po-
tenciali A(r), ®(r), potem je razvidno iz oblike (6.36), da se v primeru kon-
stantnega elektri¢nega potenciala ® = @ poleg energije £ = H ohranja tudi
hitrost v. Kar je oc¢itna posledica dejstva, da se delec v magnetnem polju ne
pospesuje.

6.4 Konstante gibanja v Hamiltonovi mehaniki

Kot v Newtonovi in Lagrangeovi mehaniki so posebej zanimive in koristne
konstante gibanja (oz. integrali gibanja), torej funkcije kanoni¢nih spremen-
ljivk, ki so neodvisne od ¢asa, ¢;(q,p,t) = ¢.

Enostaven in pogost primer konstant dobimo, ¢e v Hamiltonovi funkeiji
H(q,p,t) eksplicitno ne nastopajo dolo¢ene koordinate, ki jih imenujemo
cikliéne koordinate, torej H # H(q;). Tedaj so konstatne gibanja kar
konjugirane gibalne kolicine,

OH )
SE—p=0 = p(t) =5 (6.38)
d;

6.5 Poissonov oklepaj

Obravnavajmo razvoj splo$ne kolic¢ine f, ki je funkcija koordinat, impulzov
in Casa

flgp,t) = fa(t), p(t), ). (6.39)
Njen casovni odvod lahko zapiSemo z upoStevanjem Hamiltonovih enacb
(6.13),

o= 2 (it gy) + 5 =

B of 0oH O0f OH of
- Z<aqi op o aqi) ot

or
ot’

= [f H]p* (6.40)

kjer smo definirali Poissonov oklepaj med dvema koli¢inama,

of 0g  Of Og
[f g} (ap) ;(8% dp;  Opi a%‘). (6.41)
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Izkaze se, da je tako definiran Poissonov oklepaj neodvisen od izbire kanonic-
nih koordinat (g, p), ¢e le ustrezajo Hamiltonovim ena¢bam (6.13). Torej, da
je izraz invarianten na kanonitne transformacije, ki so predmet naslednjega
poglavja. Poissonov oklepaj

1129 4 = 9] (6.42)

med dvema koli¢inama je torej njuna fundamentalna lastnost, neodvisna od
izbire koordinat. Gibalna enacba za koli¢ino f je

df af

—=|f,H| +—=. 6.43
i~ S, (6.43)

Oglejmo si konstante gibanja s perspektive Poissonovih oklepajev. Vze-

mimo samo funkcijo posplosenih koordinat f = f(q,p). Pogoj za konstanto
gibanja sledi iz (6.43),

daf

o = ra]=o, (6.44)

torej je pogoj iznicenje Poissonovega oklepaja z H. O¢itno je taka ohranjena
koli¢ina tudi H sam, saj je [H, H] = 0.

Lastnosti Poissonovih oklepajev

Navedli bomo nekaj lastnosti Poissonovih oklepajev, ki jih je mogoce
dokazati neposredno z uporabo definicije (6.41):
1. linearnost: [f, Ag + ph] = A[f, g] + ulf, b,
2. antisimetric¢nost [f, g| = —|g, f] ,
3. ciklicnost (Jacobijeva zveza): [f, [g, h]] + [g. [h, f]] + [, [f,g]] =0,
4. produkt: [f, gh] = [f, glh + g[f, h] .

Tako gibalne enacbe kot tudi lastnosti Poissonovih oklepajev navajajo
na korespondenco s kvantno mehaniko, kjer vlogo funkcij prevzamejo opera-
torji opazljivk in vlogo Poissonovih oklepajev komutatorji. Osnovna gibalna
kvantna enacba za operatorje (v Heisenbergovi sliki) je

dO iAo '
— = _5[0, H]. = —ﬁ(OH — HO), (6.45)

kjer je O poljuben operator, H Hamiltonov operator (energije) - Hamiltonian
in i = h/(27) Planckova konstanta.
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Primeri Poissonovih oklepajev

Oglejmo si nekaj primerov Poissonovih oklepajev med osnovnimi koli¢i-
nami. Uporabljajo¢ definicijo (6.41) ugotovimo

_0a:0p; _ 5 (6.46)

g5} =Pl =0, lawpi] =55 =

Nekoliko bolj zapleten je izra¢un Poissonovega oklepaja med dvema kom-
ponentama vrtilne koli¢ine,

lo =yp. — z2py,  ly = 2p, — aps. (6.47)
IzpiSemo njun Poissonov oklepaj

Lol OOl Ol 0, 0l 0, 0L Ol Ol

Lo, 1] = v Ty Zelv T (648
s 4y Ox Op, Oy Op, + 0z Op, Op, Ox  Op, Oy  Op, 0z ( )
Ce ohranimo le nenicelne ¢lene, dobimo
ol Ol ol 0l
I, =—-2 - 2% — YDz, 6.49
[la y] = 5~ . Op. 0 TPv TP (6.49)
in prepoznamo
Ly, 1] = L. (6.50)

Ocitni nauk je, da nekatere lastnosti, bolj poznane iz kvantne mehanike (ne-
komutativnost komponent vrtilne koli¢ine) izvirajo iz klasi¢ne analiti¢ne me-
hanike.

6.6 Kanonic¢ne transformacije

Izbira kanoni¢nih spremenljivk (g, p) ni enoli¢na. Preidemo lahko na nov
sistem spremenljivk,

(¢p) , H(g,p:t) — @.Pr) , K@QZPD1 , (6.51)

ki pa morajo zopet zadosc¢ati Hamiltonovim ena¢bam

0K . 0K

Qi = ap P = ~90, (6.52)

Tem pogojem ustrezne transformacije spremenljivk imenujemo kanoni¢ne
transformacije.
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Pri Lagrangeovi mehaniki lahko funkcije in enacbe direktno transformi-
ramo iz starih v nove spremenljivke

kar nam da novo Lagrangeovo funkcijo
L(Q,Q.t) = L( ¢(Q.1), 4(Q,Q,1), ). (6.54)

V Hamiltonovem formalizmu pa so poleg koordinat (); neodvisne spre-
menljivke Se posplosene gibalne koli¢ine P;, zato predpis (6.53) ni dovolj.
Uporabne zveze dobimo preko Lagrangeovih funkcij. Z variacijskim princi-
pom smo pokazali, da so Lagrangeove dinami¢ne enacbe invariantne (neob-
¢utljive) na katerikoli totalni odvod (2.83) kot tudi na poljubni splosni faktor
A,

L=M\L+ i (6.55)
Zveza med Lagrangeovo in Hamiltonovo funkcijo (6.10) nam da

. e

(2

Z QP = K = A[Y_ i — H] el (6.56)

Poleg skalnega faktorja A nam sedaj nudi povezavo tudi poljubna genera-
trisa transformacij F, ki je v splosnem funkcija starih in novih koordinat.

Tu bomo obravnavali le moznost, kjer je A = 1 in generatrisa oblike
F = Fi(q,Q,t) (analogna je obravnava za vse druge kombinacije starih in
novih koordinat, npr. (¢, P) itd. ). Izvrednotimo odvod

dFy, < ,0F . OF .. OF
= 2G4t 55,90+ 5

7

(6.57)

Ker so stare in nove spremenljivke ¢, ) neodvisne, lahko s primerjavo obeh
strani enacbe (6.56) napiSemo povezave

OF: OF; K—=H— il (6.58)

1 ana Di 8(]1’ ot

Posebej enostaven je primer, kjer Fy # Fi(t). Takrat je tudi K = H. Sistem
enacb (6.58) podaja implicitno povezavo med starimi in novimi kanoni¢nimi
spremenljivkami, kjer prevedba v eksplicitno obliko v splosnem ni enostavna.
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Primer kanoni¢ne transformacije

Obravnavajmo ponovno harmonski oscilator v eni dimenziji (maso na
vzmeti), kjer je odmik z in konjugirana gibalna koli¢ina p ter Hamiltonova

funkcija

2 mow?z?

H == 6.59
2m + 2 ( )
Ustrezne gibalne enacbe so
. O0H p . OH 9
_ _ £ = — _ 6.60

kar pripelje do resitev v obliki harmoni¢nega nihanja s frekvenco w.
Lahko pa najdemo tudi kanoni¢no transformacijo v nove kanonicne spre-
menljivke (@, P), od katerih bo ena ciklicna. To nam ponudi generatrisa

mwxz

2

F=—- ctgQ. (6.61)

Trasformacijske enac¢be (6.58) dajo povezave

0F; mw? 2P |
P= = =4/ — 6.62
oQ  2sin’Q - 7 mw o @ (6.62)
in OF
p= _8_1 = mwz ctgl) = p=V2Pmw cos(Q. (6.63)
x

Ce vstavimo transformiranke v Hamiltonovo osnovno funkcijo (6.59), dobimo
enostaven izraz, kjer je nova koordinata () cikli¢na,

K =wP # F(Q), (6.64)

torej je P konstanta gibanja, ki predstavlja kar energijo P = E/w = konst.
Hkrati pa nam Hamiltonova gibalna enacba za () da

Q:Z_};ZW e Q=W+ Qo (6.65)

Tak izbor spremenljivk je posebej enostaven in (P, ()) imenujemo iz o¢itnih
fizikalnih razlogov par akcija-kot (action-angle). Taki pari imajo poseben
pomen v splosnejsi obravnavi Hamiltonske dinamike sklopljenih sistemov in
v t.im. formalizmu Hamiltona in Jacobija.
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Poglavije 7

Dinamika zveznih sredstev

Posplositev analiti¢ne mehanike NV diskretnih teles na opis dinamike zveznega
sredstva (kontinuuma) je obsezno poglavje, ki ga obravnava poseben predmet
teoreticne fizike. Tu bomo opisali le enodimenzionalni primer elasti¢ne palice,
ki pa nakaze analogije in razlike analiticne mehanike diskretnih in zveznih
sredstev.

7.1 Longitudinalna nihanja elasti¢ne palice

Obravnavajmo longitudinalno gibanje na obeh straneh vpete ravne elasti¢ne
palice gostote p, stalnega preseka S in ravnovesne dolzine X. Problema se
lotimo z diskretizacijo na odseke dolzine a = X/N, kjer so enake mase m v
legah ¢; = ia+u;,i = 0, N, v splosnem izmaknjene iz ravnovesnih leg ¢? = ia.

0 X
4 p—
L A | C ey b
Jrrprgriemememy
ML. MLM

Elasti¢no sredstvo popiSemo z vzmetmi med masami in za diskretizi-
rano sredstvo zapiSemo Lagrangeovo funkcijo, kjer odstejemo ravnovesno
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vrednost,
N o N1
L=T— —u; — = i1 — Ui)2 7.1
V=3 G5 N ) ()
Lagrangeove enacbe dajo
d 0L oL ov
— =Mmi; = — = ———, 7.2
di (aa) T T o (7:2)
kar vodi do gibalnih enacb
TI’LUZ = /i[(uzqu — UZ> - (Uz - ui—l)} = li(uz‘+1 + Ui — QUZ), (73)

kar velja za 1 < i < N — 1, medtem ko je je treba za robne tocke upostevati
robne pogoje, to je vpetost ug = uy = 0.
7.1.1 Kontinuumski popis

Prehod v kontinuum pomeni nadomestitev diskretnih deformacij z zvezno
funkcijo lege

wi(t) = u(ia, t) — u(z,t). (7.4)
Temu primerno aproksimiramo koncne diference z odvodi,
ou 0%u
Ui — U = Q—=— = Ay, Uil + Ujoq — 2u; = a*— = azum, 7.5
+1 8x +1 1 81'2 ( )
kjer smo uvedli skrajsano oznako parcialnih odvodov. Analogno zapisemo
. 0%

Najdemo Se zvezo med diskretnimi masami m, vzmetmi s in makroskopskimi
parametri palice, kot so p, S, X,

m = pSa, (7.7)

in Youngov elasti¢ni modul E. Slednjega nam da povezava med silo in de-
formacijo na prvem odseku

Al F Uy KUy SE
Z upostevanjem prehoda v kontinuum in gornjih zvez se gibalna enacba (7.3)
zapise kot

My = K@ Uy = Uy = Cllag, (7.9)

kar je znana valovna enac¢ba za zvezno sredstvo s karakteristi¢no (longitudi-
nalno) zvocno hitrostjo c,

E
c=4/—.
p

(7.10)
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7.1.2 Lagrangeova gostota

Za zvezno sredstvo je smiselno nadomestiti Lagrangeovo funkcijo diskretnih
mas z Lagrangeovo gostoto, £, definirano za nas primer kot

X
L= S/ Ldx, L= L(u, Uy, ug, x, 1), (7.11)
0

v splosnem odvisne od koordinat u,x,t in odvodov u,,u;. Za primer palice
lahko Lagrangeovo gostoto zapiSemo,

1 1
L=T-V= épuf— QEU?” (7.12)

Ni tezko uganiti, kaksna bi bila posplositev za tridimenzionalno sredstvo.
Odmiki iz ravnovesnih leg (deformacije) bi postali vektorji, odvisni od lege,

u(z,t) — u(r,t), (7.13)

in Lagrangeova gostota £ definirana z volumskim integralom,

Ju Ju
L= /EdV, ,C(u, E, E,I‘, t), (714)

kjer je sedaj izraz du/Or 3 x 3 tenzor.

7.2 Variacijska formulacija mehanike kontinu-
uma

Variacijski ra¢un, uporabljen za sistem diskretnih teles, je mozno posplositi
na kontinuum z uporabo Lagrangeove gostote (7.12). Akcijo S (2.71) za
primer palice konstantnega preseka zapisemo kot

to to X
S = / Ldt = S/ / Ldxdt = min, (7.15)
t1 t1 0

Privzemimo £ = L(u,u,,us,t), torej naj L ne vsebuje direktne odvisnosti
od z. ReSevanja variacijskega problema (7.15) se lotimo analogno kot za
diskretni variacijski racun, le da sedaj variiramo zvezno funkcijo u(z, ¢, ) in
sicer okrog iskane prave resitve,

u(z, t, ) = u(z, t) + an(z,t). (7.16)
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Variacija mora zadoscati robnim pogojem problema, tako v casu ¢, kot tudi
na konceh definiranega obmodja (velja za vpeto palico na obeh konceh),

n(z,t1) =n(x,t2) =0,  n(0,t) =n(X,t) =0. (7.17)

Pogoj ekstermalnosti (7.15) razvijemo do linearnega ¢lena v « in dobimo

oL 8u 0L Ouy  OL Qug|
08 = aS/ / dxdt 8u 8a Ou; Do + Oy 6@] N

B (9£ on 0L I
=« / / dxclt 8ut o + o 81} 0. (7.18)

Uporabimo integracijo per partes (2.80) in upostevamo robne pogoje (7.17),

oL 9 4oL
/tl Yowar = _/tl dtdt(@ >77’ (7.19)

X oc On X oL
/0 de Ouy Oz _/0 dx%(@ugﬁ)n

tako da se variacija (7.18) preoblikuje v

55_a5/ / dxdt%—%<gi>—%<gzi>]n:0. (7.20)

Ker mora biti pogoj ekstremalnosti izpolnjen za vse n(z,t), sledi iz (7.20)
Euler - Lagrangeova diferencialna enac¢ba za zvezno sredstvo,

d /0L d 0L oL

(== - — = =0. 7.21

dt(@u) + d:c(@ux) ou ( )
Ocitna je simetrija vloge ¢asa ¢ in kraja = v enacbi, kar omogoca posploSitev

na ve¢ dimenzij ali celo na relativisti¢no fiziko.
Ce kot primer uporabimo longitudinalno nihanje palice z Lagrangeovo

gOStOtO (712), potem sledi 17 (l 21) diferencialna enaéba
pPU EU = pu Eu /.
t t T tt xTxr )

kar je zopet valovna enacba.

7.3 Hamiltonova formulacija za zvezno sredstvo

Po analogiji z diskretnimi sistemi definiramo gostoto posplosene gibalne ko-
licine (impulza). Za primer longitudinalnih nihanj palice dobimo
oL

H(ZL’,t) = a_uta

(7.23)
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in gostoto Hamiltonove funkcije H,
X b's
H= S/ dx(Mu, — L) = S/ daH. (7.24)
0 0

Za palico sledi iz (7.12),

1 1
H=—pu?+ -Fu? =&, (7.25)
2 2
kar je gostota mehanske energije.
Poglejmo za konec Se, pod kaksnimi pogoji je tako definirana Hamiltonova

funkcija (7.24) ohranjena koli¢ina,

dH Xd X
- S/ _de = S/ [pututt + Euxuxt}dx. (7.26)
dt 0 dt 0

Ce upostevamo valovno enacbo (7.22) in ug, = uy,, lahko prepisemo izraz kot

ﬂ—SE/X[uu +uu}d:p—SE/Xi(uu)dm—SEuu‘X
dt - o tYxx x Ytx - 0 dl’ tYx - t%x | -
. (7.27)
Ce je palica na obeh konceh vpeta, potem velja
u(r =0,t) =w(x =X,t)=0 = H = Ey = konst. (7.28)

Celotna energija se res ohranja, kar pa ni nujno pri poljubnih robnih pogojih.
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