Univerza v Ljubljani
Fakulteta za matematiko in fiziko

Seminar 4. letnik

Analiti¢no resljivi dvonivojski sistemi v
kvantni mehaniki

Tilen Knafli¢

Mentor: prof. dr. Anton Ramsak

2/. 9. 2012

Povzetek

V seminarju so predstavljene tri zgodovinske analiti¢ne resSitve dvonivojskih sis-
temov v kvantni mehaniki. S pomo¢jo numeri¢nega racunanja teh istih enacb,
se pokaze skladnost med analiti¢no izracunano verjetnostjo prehoda in casovnim
potekom verjetnostne gostote. Za konec se na kratko pove nekaj o novem pristopu
k analiti¢cnem resevanju teh sistemov.
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1 Uvod

Sistem v kvantni mehaniki, ki je lahko v dveh stanjih je dvonivojski. Ponavadi gledamo
kako na tak sistem vpliva neka motnja, recimo magnetno polje. ReSevanje poteka nu-
mericno, le v redkih primerih pa imamo tako sreco, da se ga lahko resi analiticno. Trije
taki primeri, ki so prakti¢no edini znani, so predstavljeni v tem seminarju. Lahko jim
recemo, da so zgodovinski, saj njihova obravnava sega v zgodnja trideseta leta prejsnjega
stoletja. Tu bo govora vec¢inoma o spinskih sistemih, ni pa nujno da gre vedno za spin.
Lahko gre tudi za polarnost-nepolarnost molekul [1] ali kaj drugega. Resevanje poljubnega
dvonivojskega sistema za verjetnostni amplitudi privede do diferencialne enacbe drugega
reda, ki jo za poljuben hamiltonjan ne znamo resiti analiticno. Ce pa ustrezno izberemo
pravo motnjo, lahko dobimo kaksno znano enacho, ki jo znamo resiti. Vredno je omeniti,
da je ta resitev pogosto limitna ([1], [2]) in le redko dobimo celoten ¢asovni potek verjet-
nostnih amplitud.

V vseh treh primerih se raziskuje verjetnost prehoda iz enega stanja v drugega. Tu je
dobro poznati adiabatski teorem, ki pravi da ¢e se sprememba hamiltonjana dogaja pocasi,
bo prislo do prehoda. Z drugimi besedami, sistem lahko sledi spremembi hamiltonjana, ¢e
se ta dogaja pocasi. Za primer se obrnimo na pomoc¢ k stari dobri klasi¢ni mehaniki. Rec-
imo da imamo neko idealno nihalo, obesek na vrvici pritrjen na nekem ogrodju, ki ga lahko
prenasamo naokrog. Nihajni ¢as takega nihala je, kot ze vemo 27+/L/g, kjer je L dolzina
vrvice in g teznostni pospesek. Potem pa se odlo¢imo, da odnesemo to nihalo na Triglav,
kamor si zelimo ze nekaj let. Ko se vzpenjamo, se spreminja okoliska temperatura in ¢isto
malo tudi gravitacijski pospesek. Nihajni ¢as se zaradi tega spremeni v 2m+/L(t)/g(t).
Ce nihalo nosimo zelo pocasi in pazljivo, se bo uspesno prilagajalo spremembam dolzine
in gravitacijskega pospeska. Res je, da bomo zaradi tega hodili na Triglav ve¢ dni, vendar
bo nihajni ¢as nihala zato gladko prisel iz zacetnega do konénega. Ce ga bomo pa med
potjo stresali, pa se bo nihajni ¢as porusil, morda se bo celo nihalo ustavilo. V kvantni
mehaniki se to pove takole. Ce imamo sistem v n-tem stanju zacetnega hamiltonjana
H; in se hamiltonjan spreminja pocasi, bo na koncu nas sistem v n-tem stanju kon¢énega
hamiltonjana H [3]. Povedano drugace to pomeni, da sistem sledi spremembi energije in
se ji prilagaja. Pri vseh primerih, ki so opisani v tem seminarju, gre za pocasne spremembe



ravno z namenom, da se prehod zgodi. Clovek se na tem mestu rad vpraga, ¢e bi s temi
prehodi lahko opisali tudi recimo absorbcijo fotona. Vendar se lahko hitro spomnimo, da
se ta proces zgodi relativno hitro, tako da ne spada v to skupino.

Rad bi se omenil, da je adiabatski teorem v resnici limitni, torej ko se motnja spreminja
neskonéno dolgo. V realnosti tega ne moremo doseci, zato je veliko govora o neadiabatskih
prehodih, ker se motnja zgodi s hitrostjo, ki je razlicna od nic. Ampak Se vedno se motnja
dogaja neskonc¢no pocasi, v primerjavi z naso casovno skalo. V primerih v tem seminarju,
kjer imamo delec (elektron) v magnetnem polju, je neka naravna frekvenca za primerjavo
casovne skale Larmorjeva frekvenca, w = egB/2m. Pri vseh mojih numeri¢nih izra¢unih
je ta vrednost enaka 1 (naboj elektrona: e = 1, faktor g = 2, velikost magnetnega polja:
B = 1, masa elektrona: m = 1), oziroma 1/27 ¢e gledamo navadno frekvenco. Tako je
naSa primerjalna casovna skala oziroma znacilni ¢as sistema 7" = 2.

2 Rosen-Zener |2]

Leta 1932, ko so vsi zivahno izvajali Stern-Gerlachov eksperiment (v nadaljevanju oznaceno
kot SG) na razne mozne nacine, se je zapletlo pri neujemanju Guettingerjeve teoreticne
napovedi in eksperimentom Phippsa in Sterna. Slednja namrec¢ nista zaznala prehodov
med stanji spina gor-dol, kot je napovedal Guettinger. Slo je za eksperiment, kjer so s
prvim preletom elektronov skozi SG doloé¢ili njihvo spin in izbrali eno od lastnih vred-
nosti. Nato so te izbrance izpostavili rotirajocemu magnetnemu polju in potem poslali
skozi Se en SG, da so videli, ¢e so dobili kaksne prehode. Ce bi do njih res prislo, bi
morali na koncu dobiti dve piki, eno za spin gor in drugo za spin dol. Do tega ni prislo.
Ta problem sta podrobno proucila Rosen in Zener. Sklepala sta, da se lahko napaka v
teoreticni napovedi skriva v napacnem izboru rotacije magnetnega polja. Guettinger je
predpostavil konstatno kotno hitrost, ki je seveda imela skok. Rosen in Zener pa sta se
to odlocila izboljsati s potekom kotne hitrosti, ki je prikazan na sliki 1.

Slika 1: Odvisnost kotne hitrosti vrtenja magnetnega polja od casa.



Glavna prednost take odvisnosti od Guettingerjeve je v tem, da je zvezna. Druga
pomembna lastnost je pa ta, da se s takim spreminjanjem magnetnega polja da enacbe
resiti analiticno. Funkcijska odvisnost kotne hitrosti je podana z enacbo:

w = 27mvy cosh™! (WE) , (2.1)

T

kjer sta konstanti 1y in 7 izbrani tako, da velja

Al = / wdt = 2myT. (2.2)

o0

Tu A6 predstavlja celoten kot zasuka magnetnega polja. Vidimo, da je izraz v okviru
adiabatskega teorema, saj se motnja vklopi v —oo in izklopi v oo, tako da dejansko traja
neskonc¢no dolgo. No kot bomo videli tudi kasneje, je pravi parameter trajanja motnje
seveda 7.

2.1 Analiti¢cna resitev

Kot je v kvantni mehaniki navada, tudi tukaj zapisemo in resujemo Schroedingerjevo
enacbo, H1 = ihi. Rosen in Zener sta se odlocila enacbe resevati v vrtecem koordinatnem
sistemu, tako da se valovna funkcija vrti skupaj s poljem. Tako lahko zapisemo

Y = C1ha + Catg, (2.3)

kjer sta v, in ¢ Paulijeva spinorja za spin gor in dol, C; in Cy oziroma kvadrat njune
absolutne vrednosti, pa sta ustrezni verjetnostni amplitudi. V primeru vrtecega koor-
dinatnega sistema skupaj s poljem, spin gor pomeni v smeri polja, dol pa v nasprotni
smeri. ReSevanje Schroedingerjeve enacbe nas pripelje do sistema dveh diferencialnih
enacb prvega reda za C in Co:

Cy = ige—ihf@, (2.4)
Cy = igeihtCl. (2.5)

S simbolom & je predstavljena energijska razlika med nivojema gor-dol, w pa ima obliko
iz enacbe [2.1] Ta sistem se lahko prevede na diferencialno enacbo drugega reda za Ci:

W

. )2 O, =0, (2.6)

Gy + (ih— )¢y + (
w
Za zacetne pogoje sta si zamislila, da je spin antiparalelen z magnetnim poljem, torej

|C1(=00)* =0, (2.7)

|Cy(—00)” = 1. (2.8)

Zanimalo ju je seveda, koliksen delez elektronov dozivi prehod. Verjetnost za to sta
definirala kot



— |Ci(s0)]2 (2.9)

Na tem mestu bi rad Se enkrat opozoril, da je to definirano v vrtecem sistemu. Torej P
nam predstavlja verjetnost, da se spin poravna s poljem, ce je bil prej obrnjen v nasprotni
smeri.

Po tem ko sta enacbo prevedla na hipergeometricno, uvedla nekaj substitucij in
upostevala zacetne pogoje [2.7] ter sta dobila rezultat:

P = sin® (%) cosh™ (m7v), (2.10)

kjer je v povezan z energijsko razliko h. Najprej opazimo, da je verjetnost odvisna od kota
zasuka polja. Zanimivi so veckratniki Stevila 7, saj pri teh dobimo izmeni¢no vrednosti 0
in 1. Drugi del izraza je nazorno prikazan na sliki 2.
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Shika 2: Verjetnost za prehod v vrtecem sistemu, da se spin, ki je bil na zacetku antipar-
alelen magnetnemu pojlu poravna s s poljem.

Za dani problem je v konstanten, spreminja se le 7. Vidimo, da ima za majhne 7 ta
del izraza vrednost 1, za velike pa pade na 0. Najlazje je to predstaviti na konkretnem
primeru. Imejmo torej spin v nasprotni smeri magnetnega polja. Potem pa zavrtimo
magnetno polje recimo za kot . Sinus v izrazu za P nam da vrednost 1, tako da je ver-
jetnost za prehod v celoti odvisna od drugega dela, oziroma od znacﬂnega casa motnje,
7. Ce je ta ¢as zelo kratek, nam da izraz vrednost 1, torej smo dobili prehod, ali paé? Ze
v uvodu smo se naucili, da ¢e se motnja zgodi hitro (kratek 7), sistem ne zmore slediti in
tako se nam prehod ne zgodi. Kaj je sedaj prav, se vprasamo? Adiabatski teorem seveda
drzi. Pomembno je, da se zopet spomnimo, kaj nam toc¢no predstavlja ta verjetnost. P
je verjetnost za prehod v vrtecem sistemu, da se spin, ki je bil na zacetku antiparalelen
magnetnemu polju poravna z njim. Torej je vse v redu. Da si lazje predstavljajmo recimo,
da polje na zacetku kaze v smeri z, spin pa v —z. Ker je bil 7 kratek, pri obratu polja za
kot 7 sistem ni uspel slediti in je spin ostal enak kot pred zasukom, torej dol. V fiksnem
koordinatnem sistemu do prehoda torej ni prislo. Ce pa pogledamo z vidika magnetnega
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polja, pa se je prehod seveda zgodil, tako kot nam pove tudi izraz za P. Prej je bil spin
dol, glede na polje, potem pa smo polje tako hitro zavrteli, da spin ni uspel slediti in smo
ga ujeli v smeri —z, tako da je bil na koncu spin poravnan z magnetnim poljem. Ce bi
bil pa 7 velik, bi sistem uspesno sledil spremembam in spin bi ostal vedno antiparalelen
z magnetnim poljem, torej v vrtecem sistemu nebi bilo prehoda. Da se v fiksnem sistemu
zgodi prehod pri velikem znacilnem casu motnje, pa je seveda pomembno, za kaksen kot
ga zavrtimo. Zanimivi so seveda samo koti 7, 2m,... Pri teh kotih se verjetnost za prehod
v fiksnem sistemu zapise kot

P =1 —sin? (%) cosh™ (77v) . (2.11)

2.2 Numericna resitev

Zanimivo si je pogledati, ali se analiticni izracun ujema z numericnim. V ta namen
sem napisal program v Mathematici in pripravil nekaj zanimivih slik. Privzel sem, da
se magnetno polje vrti v zz ravnini in da na zacetku kaze polje v z smeri. Spin je
antiparalelen s poljem, torej imam enake zacetne pogoje kot v ¢lanku, in [2.8] Razlika
je le v tem, da sem jaz vseskupaj racunal v fiksnem koordinatnem sistemu, tako da sta
(1 in Cy sedaj komponenti spina gor in dol glede na z os. Zacetni pogoji so taksni, da je
sistem v lastnem stanju hamiltonjana, ki sem ga zapisal kot
S J.

H = ?O'Q; -+ ?0'2, (212)

kjer sta o, in o, Paulijevi matriki in J, in J, pa x in z komponenti magnetnega polja

J, = Jycos (wt + @), (2.13)

Jp = Josin (wt + ). (2.14)

Kotna hitrost w se seveda spreminja enako kot prej, 2.1}

Risal sem grafe verjetnostnih amplitud v odvisnosti od ¢asa pri kotih, ki so veckratniki
Stevila 7. Pri teh kotih je verjetnost za prehod podana z enacbo 2.11} Poglejmo, ce se
stvari ujemajo.
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Slika 8: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) za
7~0.11in AO = .

Kot se lepo vidi na sliki 3, za 7 >~ 0.1 ne dobimo prehoda. Motnja se zgodi prehitro
glede na nas znacilni ¢as sistema 7' in sistem se niti ne zgane. Ce 7 ~ 7’ kot na sliki 4,
se sistem ze malo spremeni, ampak je znacilni ¢as motnje Se vedno prekratek, da bi mu
sistem lahko uspesno sledil.
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Slika 4: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) za
T~7"in AQ =,

Sele ko 7 > 7/, se nam zgodi lep prehod (slika 5). Pri zasuku polja za kot 7 smo pri
pocasni motnji obrnili spin iz dol v gor glede na z os.
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Slika 5: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) za
> 7 in A0 =m.



Ce se odloéimo obrniti polje za kot 27, pa ne dobimo prehoda. Sistem sicer lepo
sledi motnji, vendar ga pripeljemo nazaj v zacetni polozaj. Casovni potek tega obrata je
prikazan na sliki 6.
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Slika 6: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) za
7> 7" in A = 2r.

Seveda vemo, da ¢e bo veckratnik Stevila 7 lih, bomo pri velikem 7 dobili prehod, ¢e bo
sod pa ne. Samo kot primer navajam sliko 7, kjer je polje obrnjeno za kot 77. Vidi se,
da pride do prehoda, vendar imamo okoli ¢asa 0 neko zivahno dogajanje. To je samo
posledica dobrega sledenja sistema motnji, ko ta napravi vec obratov, preden se ustavi.
Spomnimo se, da je analiti¢ni izraz za verjetnost definiran v neskon¢nosti. Numeri¢no
seveda ne moremo racunati v neskoncénost, ampak ze zelo velika Stevila v primerjavi s
7 zadoscajo. Iz vseh teh slik se vidi odliéno ujemanje med analiticnim in numeriénim
izracunom.
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Slika 7: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) za
7> 7" in A0 = Tr.



3 Landau-Zenerjeva limita [1]

Po uspesnem sodelovanju s kolegom Rosen-om, se je Zener lotil racunanja neadiabatskih
prehodov. Bolj natancno se je posvetil preckanju energijskih nivojev iz polarnega v nepo-
larno stanje molekule, ali obratno. Neodvisno je podobne probleme Studiral tudi Lev
Landau in priSel do enakega rezultata kot Zener. Zato se tej limiti za neadiabatske pre-
hode rece tudi Landau-Zenerjeva limita. Neadiabatski se jim rece samo zato, ker je hitrost
spreminjanja motnje nenicelna, kot bi zahtevala teoreti¢na adiabatska limita. Vseeno pa
se iz vrednosti za verjetnost prehoda lepo vidi, da hitrost igra pomembno vlogo. Ce je
majhna se prehod zgodi, ¢e je hitra pa ne. Vse je v skladu z adiabatskim teoremom.

Podobno kot v prejsnjem ¢lanku se je tudi na tem mestu spomnil izbrati poseben koor-
dinatni sistem, nekaj analognega vrtecemu sistemu. V primeru polarnosti molekul namrec
tezko govorimo o vrtecem sistemu. Tako si je izbral funkciji ¢; in ¢9, ki predstavljata po-
larno in nepolarno stanje, C; in Cs pa sta spet ustrezna deleza. V fiksnem sistemu, ¢e mu
lahko tako rec¢emo, si namre¢ obe lastni funkciji izmenjujeta polarno-nepolarno karakter-
istiko. V tem seminarju se v to ne bom prevec¢ poglabljal. Poglejmo si raje predpostavke
in enacbe, ki jih je reSeval. Funkciji ¢; in ¢ zadoScata enachama

Hey = e1¢1 + €12¢2, (3.1)

Hoy = 1201 + £200. (3.2)

£1 in €5 sta kot neki energiji polarnega in nepolarnega stanja molekule, €15 je pa energijska
razlika med stanjema. Na tem mestu je dobro omeniti, da za razliko od stanj spina
gor-dol, energijska razlika na veliki skali ni konstantna. Prav zaradi tega Zener uvede
predpostavke, da je obmocje prehoda zadosti majhno, da je ta razlika neodvisna od casa,
prav tako funkciji ¢; in ¢o. Druga predpostavka pa je, da lahko £; — 5 obravnavamo kot
linearno funkcijo ¢asa. Imamo torej:

E1 — &9 = Oét, (33)

Eiz = ¢1 = 2 = 0. (3.4)
Iz tega skupka pride do enakih enacb za C) in Cy kot v prejsnjem clanku:

Cl = 7:812€7if(€1782)dt02, (35)

CQ = i€12€i f(61_62)dt01. (36)

Zacetni pogoji so identiéni kot v enacbah 2.7in[2.8f To pomeni, da je na zacetku molekula
v nepolarnem stanju. Enacbi in se da seveda prevesti na diferencialno enacbo
drugega reda za . Zener je potem to enacbo drugega reda predelal na znano Weberjevo



enacbo, za katero poznamo resitve. To so Weberjeve funkcije D. S Se nekaj substitucijami
in limitami je priSel do znanega izraza za verjetnost prehoda:

P=e?™, (3.7)
kjer je
2
9
v = —’;j. (3.8)

To se seveda nanasa na funkciji ¢, in ¢9 in na njun sistem, tako da je, podobno kot pri
vrtecem sistemu, dejanska verjetnost prehoda P =1 — P.

« nam torej predstavlja neko hitrost spremembe, motnje. Pa poglejmo dva skrajna
primera. Ce je o < 1, potem P — 0 in P = 1. Za majhne hitrosti motnje je torej
verjetnost za prehod enaka 1, kar je v sladu z adiabatskim teoremom. Ko pa je a > 1,
potem gre pa P — 1 in P — 0. Za velike hitrosti spreminjanja torej sistem ne sledi in do
prehoda ne pride.

Samo za ilustracijo sem na podoben nacin kot prej numeri¢no izracunal ¢asovni potek
verjetnostnih amplitud. Dovolil sem si, da sem namesto obravnave polarnosti-nepolarnosti
molekul spet reseval sistem za spin gor-dol. Polje v z smeri se je spreminjalo linearno od
recimo —Jy do Jy, polje v x smeri pa je bilo konstantno, enako kot za 1,65 in €15. V
mojem primeru je torej 1o ustrezal konstantnemu polju v z smeri in €1 — €5 linearno
naras¢ajocemu magnetnemu polju v z smeri. Na tem mestu bi rad opomnil, da bi za
povsem enake enacbe moral zamenjati vlogi « in z smeri, vendar s tem nic¢ ne spremenimo,
samo malo drugace je koordinatni sistem obrnjen.

Za hitre spremembe polja sem dobil enak rezultat kot na sliki 3. Do prehoda ni prislo.
Pri nekih vmesnih vrednostih, torej recimo tam nekje, kjer je priblizno veljalo v ~ 1, sem
dobil stanje, kot ga prikazuje slika 8. Zraven sem Se narisal vrednost verjetnosti za prehod
P. Kot pricakovano, se je ujemala z verjetnostno amplitudo |C1|?. Zacetno stanje je bilo
zopet lastno stanje hamiltonjana, spin dol.
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Slika 8: Casovni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) ter
vrednost verjetnosti za prehod (zelena) priy ~ 1.



Za pocasno spreminjanje polja, pa sem po pricakovanjih dobil lep prehod, ki je prikazan
na sliki 9.

10
0.8+

0.6

0_ 0 I 1 1 1 1 1 1 I | n n n n | n " " " |
0 50 100 150 200 250 300

Slika 9: Casouni potek verjetnostnih amplitud za spin gor (rdeca) in spin dol (modra) ter
vrednost verjetnosti za prehod (zelena) pri~y ~ 0.

Spet se kaze odlicno ujemanje med vrednostjo verjetnosti za prehod ter verjetnostno
amplitudo |C;]?. Ti numeri¢ni izra¢uni torej dobro potrjujejo analitiéno izrac¢unano limito
verjetnosti za prehod.

V svojem ¢lanku je Zener tudi omenil, da je Landau prisel do te limite malo pred njim,
vendar ga je popravil, da se je pri faktorju v eksponentu zmotil za faktor 2.

4 Rabijev problem [4]

Studiranje prehodov sistemov, ki so izpostavljeni magnetnemu polju nagnjenemu za kot
0 glede na z os in precedirajo okoli nje s kotno hitrostjo w, je bilo leta 1937 med drugim
tudi Rabijevo delo. Zanimala ga je, tako kot druge, verjetnost za prehod. Obetal si je, da
bodo dobljene verjetnosti dobro orodje za ugotavljanje predznaka magnetnega momenta.
Lotil se je resevanja Schroedingerjeve enacbe s hamiltonjanom:

H = g(po/2)(0pJy + 0y dy + 0.J,), (4.1)

kjer je g Lande-jev faktor, py Bohrov magneton, J,, . pa ustrezne komponente mag-
netnega polja. Valovno funkcijo v fiksnem koordinatnem sistemu zapisemo kot ¢ =
C%@/J% + C’_%w_;. Tukaj spin gor pomeni v smeri z osi, dol pa v nasprotni smeri. S
tem zapisom iz échroedingerjeve enacbhe dobimo:

Cy = (—igpo/20)[J.Cs + (S, — iJ,)C_4], (4.2)

1 _1
2 2
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C_

1= (—iguo/Zh)[—JzC,% + (Jp + z'Jy)C%]. (4.3)

Magnetno polje J je nagnjeno po kotom 6 glede na z os, in se ne spreminja s ¢asom,
tako kot se kot ¢ = wt, polarni kot v xy ravnini. Tako lahko komponente magnetnega polja
zapiSemo kot J, = Jsinfcosp, J, = Jsinfsiny in J, = Jcosf. Na tem mestu je avtor
¢lanka uvedel nekaj substitucij in vseskupaj pretransformiral v vrte¢ koordinatni sistem. V
tem primeru je pa res bolj smiselno gledati verjetnost v vrtecem sistemu, saj spin nikoli ni
poravnan z z osjo. Predpostavil je, da je na zacetku sistem v lastnem stanju hamiltonjana,
torej da kaze spin gor, glede na nagnjen vrtec sistem, oziroma glede na magnetno polje.
Racunal je verjetnost, da se spin obrne dol, glede na polje. Dobro je vedeti, da za razliko
od prejsnjih dveh clankov, ki sta limitna, v tem primeru avtor dejansko izracuna ¢asovni
potek verjetnostnih amplitud in s pomocjo tega dobi tudi ¢asovni potek same verjetnosti
za prehod,

1
P = Sin2(§g0 sin 0). (4.4)

To zadnjo obliko verjetnosti za prehod se dobi, ¢e se Se dodatno uglasi velikost magnetnega
polja in kot nagiba. Ta verjetnost nam da kar precej proste roke. Vidi se namre¢, da lahko
dobimo izraz poljubno blizu 1, ¢e le dobro nastavimo pogoje eksperimenta, torej celoten
kot zasuka, . Enacba velja v primeru negativnega magnetnega momenta. Ce pa je

magnetni moment pozitiven, se verjetnost zapise kot:
= ———sin” | = cos : .
1+ 3cos?6 2

Ze iz same enacbe se vidi, da je ta druga verjetnost manjsa od prve. Tako imamo kvali-
tativen nacin, da lo¢imo predznak magnetnega momenta, ¢e le pazimo na smer vrtenja.
Razliko med verjetnostima prikazuje slika 10.

p
101

04

021

I . . . . . . . .
2 4 6 8

Slika 10: Verjetnost v odvisnosti od kota zasuka za prehod iz spina gor v spin dol glede na
rotirajoce magnetno polje za negativen (modra) in pozitiven (rdec¢a) magnetni moment,
pri kotu 6 = 1.
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Rabi je tako s tem dodal Se en analiticno resljiv dvonivojski sistem v zbirko. Kot
dodatek pa ima ta reSitev Se moznost ugotavljanja predznaka magnetnega momenta.
Uporabnost tega njegovega rezultata pa bolj pride do izraza v njegovem clanku leto kas-
neje, kjer so tlakovali pot za razvoj jedrske magnetne resonance [5].

5 Nov pristop k iskanju analiti¢nih reSitev [6]

V letu pisanja tega seminarja sta dva fizika, Barnes in Sarma, odkrila nov pristop k iskanju
analiti¢nih resitev dvonivojskih sistemov v kvantni mehaniki. Ker je zadeva Se zelo sveza,
se seveda ne ve, koliko novih resitev bo ponudila in ¢e bodo sploh uporabne. Se mi pa ze
zaradi zanimivosti pristopa zdi vredno na kratko opisati to novost. Izkaze se, da je izbor
resitev pogojen z eno funkcijo ¢(t), za katero so znani zacetni pogoji.

Poglejmo si sedaj na kratko pot, ki je avtorja pripeljala do tja. Zacela sta s splosnim
hamiltonjanom za dvonivojski sistem, kateremu se z komponenta magnetnega polja sprem-
inja s ¢asom, x je pa konstantna:

H = @UZ + gax. (5.1)
Tu lahko h smatramo kot energijsko razliko med nivojema. Kot ze mnogi pred njima, sta
se tudi onadva prestavila v vrtec sistem in tam zapisala sistem enacb, ki sta ga prevedla
na diferencialno enacbo drugega reda za Ci:

Cy+ (—ih — J/J)Cy + (J*/4)Cy = 0. (5.2)

Na tem mestu pa sta naredila njun ¢udovit premislek. Namesto da bi to enacbo gledala
kot diferencialno ena¢bo drugega reda za (7, sta jo obravnavala kot enacbo prvega reda
za J(t). Torej delala sta se, kot da ne poznata Casovnega poteka magnetnega polja. Izkaze
pa se, da je ta enacba analiticno resljiva za nek poljuben C. Za zacetne pogoje sta si
izbrala C1(0) = Cy(0) = 1/4/2. Tako sta preko nekaj substitucij in integracij prisla do
naslednje zveze za J(t):

.. h2
S bl S— (5.3)
V(L= ) — ¢
Zacetni pogoji pa se za funkcijo ¢(t) zapisejo kot
g(0) =1,  4(0)=0,  4(0)=-h’ (5.4)
dodatno pa mora veljati Se
i* < h*(1—¢%). (5.5)

Na koncu sta torej izra¢unala pogoje za funkcijo ¢(t) iz katere potem lahko izra¢unamo
polje J(t). Povedano drugace, ¢e nam uspe najti tako funkcijo ¢(t), ki zados¢a pogojem
in , potem lahko izracunamo polje J(t), za katerega imamo analiticno resitev na
dlani. Seveda pa je mozno s pomocjo nekaterih drugih enach iz funkcije ¢(¢) izracunati
casovni potek verjetnostnih amplitud in s pomocjo teh studirati, ali dobimo prehod ali
ne, oziroma Ce dobimo tak ¢asovni potek kot si ga zelimo. Iskanje analiticnih resitev za
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dvonivojski sistem v kvantni mehaniki se prevede na iskanje pravega ¢, ki nam bo dal pravi
J in ustrezen ¢asovni potek verjetnostnih amplitud. Pri teh stvareh je dostikrat tako, da
si zelimo imeti neko obliko polja, ali pa zelimo imeti tako polje, da dobimo prehod, lahko
pa tudi kaj drugega. Zelja je lahko neskonéno. Ta pristop vsekakor ponuja nov pogled na
analiticno resevanje teh sistemov, ¢e bo prinesel kaj res uporabnega, bomo pa morali Se
malo pocakati.

6 Zakljucek

V seminarju so bile predstavljene tri zgodovinske analiti¢ne resitve dvonivojskih sistemov
v kvantni mehaniki, ki predstavljajo temelj v analiti¢cno resljivih dvonivojskih sistemih in
so prakti¢no edine znane. Navidez enostaven problem sistema dveh diferencialnih enach
se izkaze za tezko resljivega v analiticnem smislu. Ravno to je bila glavna motivacija
za ta seminar, saj se mi zdi zanimivo, da si po vsem tem casu Se nismo postregli z
novimi resitvami. Nekaj novega nam sicer ponuja nov pristop k iskanju analiti¢nih resitev,
opisan v zadnjem poglavju, vendar se mi zdi, da potrebuje Se nekaj ¢asa. Poleg teh treh
zgodovinskih resitev obstajajo tudi razne izpeljanke.

Nekaj primerov sem podprl z numeri¢nimi izrac¢uni, ki so pokazali popolno ujemanje
s teoreticnimi napovedmi. Za nek poljuben problem v dvonivojskih sistemih je ponavadi
treba poseci po numeriki, vendar se to v bliznji prihodnosti lahko spremeni.

V podrobnosti izpeljav vseh stirih primerov se nisem spuscal, saj se mi zdi, da nimajo
velikega pedagoskega pomena. Za bralce ki jih zanima ve¢, predlagam da si pogledajo
dejanske ¢lanke in smatrajo ta seminar kot pomo¢ pri razumevanju.
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