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Povzetek

Vsi poznamo kvantno mehaniko predstavljeno s Schrodingerjevo enac¢bo in valovno
funkcijo, vendar to ni edini nacin ra¢unanja v kvantnem svetu. Tudi amerigki fizik
Richard Feynman je predstavil svojo formulacijo kvantnme mehanike s pomoc¢jo
popotnih integralov. Ta nam sicer ne predstavlja novih resitev, temvec le
drugacen pogled na 7e znane probleme, kot so naprimer prosti delec, harmonski
oscilator in Aharon-Bohmov pojav.
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1 Uvod

Ze od samega zacetka kvantne mehanike, je bila razlaga njenih rezultatov vedno pod vprasSajem.
Tako se je kvantna mehanika v zacetku obravavnavala na dva razlicna nacina. Vzporedno sta se

razvijali Heisenbergova matri¢na formulacija in Schrédingerjeva diferencialna oblika.

Priblizno 20 let kasneje pa je ameriski fizik Richard Feynman predstavil tudi tretjo alterna-
tivno formulacijo s pomo¢jo popotnega integrala. Ta je osnovana na principu klasi¢ne akcije, kjer
za razliko od klasi¢ne fizike, upostevamo vse mozne poti. Kljub temu, da je ta teorija lazje pove-
zljiva s klasi¢no mehaniko, je zaradi kompleksnosti popotnega integrala v vecini primerov uporaba
Schridingerjeve enacbe za izra¢un valovnih funkcij precej enostavnejsa. Vseeno pa je Feynmanova
interpretacija zelo pomembna za globlje razumevanje kvantne mehanike in numeri¢no resevanje
dolocenih problemov. V tem seminarju bom predstavil formulacijo Feynmanovih jeder in njihove
osnovne znalilnosti. Posvetili se bomo analitiénemu nacinu reSevanja problemov, kot sta prosti
delec in Harmonski oscilator, ter si pogledali njune resitve.

Slika 1: Richard Feynman.!



2 Popotni integral

2.1 Riemannov integral

Za razumevanje popotnega integrala se najprej spomnimo Riemannove definicije integrala, pri

katerem smo poizkusali izrac¢unati plos¢ino pod poljubno krivuljo.

y=f(@):R>R (1)

Pri tem smo razdelili interval [a, b] na n intervalov ter vsakemu intervalu pripisali vrednost x,,,
ne[0, N — 1]. Tako smo definirali integral kot limito, ko gre n v neskoné¢nost in velikost intervalov

proti 0.

2.2 Feynmanov popotni integral

Pri popotnem integralu je razmislek podoben, le da Zelimo seSteti vse mozne poti med dvema

tockama.

B

A

Slika 2: Primeri razli¢nih poti med tockama A in B.?

Najprej definiramo pot med dvema tockama. Razdelimo ¢asovni interval [¢,,tp] na N delov

z dolzino € in za vsak Cas t, izberemo tocko z,. Vsaka pot bo, tako tekla po neki mnozici



tock {xo,xl,xg..., xN_l}. S tem smo zdaj definirali mnozico poti in lahko po njih se§tevamo z

integracijo po spremenljivkah x, za n € {0, 1,2,3..., (N — 1)} v vsaki tocki t,, kjer velja:>4

ty — ta = ne (3)
tn+1 = tn + €
to =ta,tn—1=1p

To=a,rn_1 =20
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Slika 3: Delitev poti na intervale #,, pri pozicijah z,, ob tem ¢asu.?

Tako dobimo N — 2-kratni integral, ker sta tocki zg in xy_1 pritrjeni na poziciji a in b.

K(b,a) N//.../¢[x(t)]dm1dx2...de_2 (4)

Zdaj moramo N poslati v neskon¢nost, da dobimo res vsoto po vseh poteh. Tako kot pri
Riemanovem integralu, moramo tudi tu definirati normalizacijski faktor, ki bo odvisen od ¢, da bo
ta limita sploh lahko obstajala. Faktor A pa na Zalost ne moremo v splognem definirati, vendar
se za nase primere, kjer uporabljamo enacbo klasi¢ne akcije izkaze, da je ta normalizacijski faktor
kar AN=D Kjer za A velja:®*

2mihe
m

A= ()¢ (5)

Zdaj lahko splosno definiramo popotni integral med a in b.

b T AT2 TN_2
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V Feynmnovi formulaciji kvantne mehanike uporabimo popotni integral za definicijo jedra, ki
nam pove verjetnostno amplitudo, da je nek delec priSel iz tocke a v tocko b. V izpeljavo te
formule se v tem seminarju ne bomo poglabljali in jo bomo le zapisali kot:

b
K(b,a):/ elw)Shalpy (7)

kjer S[b, a] predstavlja klasi¢no akcijo po poti med a in b.
ty
Slb, a] = / L(@, 2, )t (8)
ta

2.3 Produktno pravilo za sesStevanje

Zdaj, ko imamo zapisano pravilo za izra¢un verjetnostne amplitude, si poglejmo Se, kako se te med
seboj sestevajo. Predstavljajmo si, da imamo med zacetnim ¢asom %, in konénim ¢asom t; $e nek

vmesni dogodek, ki se zgodi ob ¢asu t.. Potem lahko zapiSemo akcijo in jedro kot:?

S[bv a} = S[Ca a] + S[ba C] (9)
b b
K (b, a) = / (ISl alp, / (R (Sleal+slba) (10)

Iz tega vidimo, da lahko najprej izvedemo integracijo po poteh od a do ¢, nato po poteh od ¢

do b in nazadnje 8e po vseh vrednostih vmesne tocke c.

e} b )
’C(b,a)=/ /e(%)(S[c’a]+s[b’c])Dx(t)dxc (11)

K(b,a) = /_OO Kb, )X (b, ¢)

Ce to pravilo posplo§imo za poljubno Stevilo zaporednih dogodkov dobimo:

Kb, a)= //.../IC(b,N— DE(N —1,N —2)..K(3,i —1)...K(1, a)dz1dxs...drN_1 (12)

Tako lahko definiramo med totkama a in b, N vmesnih to¢k in dobimo jedra, loc¢ena z zelo

kratkimi ¢asovnimi intervali:



]C(n’n_ 1) :/ - e(%)s[n,n—l]px (13)
Tn

Ty — Tp—1 Tn + Tp-1 tn - tn—l
S[Tl,n—l]:&c( P ) 2 ) 2 )

(14)

Na ta nacin lahko zapi§emo skupno jedro med tockama a in b kot produkt manjsih jeder za n
kratkih intervalov, ko limitiramo dolzino intervala € — 0.

K(b,a) = lim [[x(nn-1) (15)
n=1

3 Prosti delec

No, pa si poglejmo kako ta formalizem deluje. Vzemimo primer prostega delca z Lagrangovo
funkcijo:®

L= Eg‘ﬂ (16)

in definiramo akcijo za nek kratek interval med z,, in x,_1 kot

S — (17)

Tako lahko potem zapiSemo definicijo jedra za prosti delec, ki ga bomo od zdaj naprej oznacevali
S Ko.

. N
)(N/2) ﬂ ~ Tn-1)
Ko(b,a) = lg% 27rzhe // /eacp 5T Z }dxl...da:N,l (18)

Tu moramo resiti set Gaussovih integralov, katerih integracijo lahko zapi§emo kot:

/ exp{($2 — $1)2 + (z1 + x0)2}d:p1 = \/Ze(ﬂﬂz-i-aco)2 (19)

— 00

Ce to pomnozimo z Gaussovo funkcijo, ki vsebuje x3, o in integriramo po zo nam enak

\/?6($3+900)2
3

postopek da rezultat:



Ko ta postopek ponovimo (N — 1)-krat z rekurzijo in upostevamo, da velja
ne = (tb — ta)

dobimo rezultat, ki ga lahko uporabimo za izra¢un jedra za prosti delec, ki se potem glasi:?

™ im(zp — xq)?
Re(\/7 KO0)
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Slika 4: Odvisnost R(v/iKo) od neke relativne pozicije = pri predpostavki, da je zacetna tocka

.’EOZO



Re(\/7 K0)

Slika 5: Odvisnost R(v/iKp) od relativnega ¢asa t pri predpostavki, da je ob zacetni tocki ¢as
to =0
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Slika 6: Odvisnost R(v/i/Co)(t) za daljse case po pricakovanju upada.

4 Jedro in valovna funkcija

4.1 Feynmanovo jedro kot integralska oblika Schrédingerjeve enacbe

Zdaj, ko ze znamo po definiciji izracunati jedro za prosti delec, pa si poglejmo, kaj to jedro pravza-
prav predstavlja in kako se povezuje z vsem bolj poznano Schridingerjevo valovno funkcijo. Jedro
smo definirali s pomo¢jo popotnega integrala, ki uposteva akcije vseh moznih poti. Predstavlja
nam verjetnostno amplitudo, da se je na§ delec, ki je bil ob ¢asu t, v tocki a, ob Casu t; znasel
v tocki b. Schrodingerjeva valovna funkcija pa nam za razliko od Feynmanovega jedra pove ver-
jetnostno amplitudo, da se nek delec ob ¢asu ¢ nahaja v tocki x ne glede na njegov kraj in ¢as

izvora.

To nas pripelje do razmisleka, da ¢e bi seSteli verjetnostne amplitude jeder, ki se ob ¢asu ¢,

znajdejo v tocki b po vseh moznih izvornih ¢asih ¢, in to¢kah a, bi lahko izrac¢unali tudi valovno



funkcijo tega delca. Tako lahko pri zacetni verjetnostni gostoti 1(xg, o) s pomocjo jeder zapisemo

izraz za valovno funkcijo ob nekem poznejsem kraju in ¢asu.b

V(@ t) = /_ K(z, o, t, t0) (o, to)dao (21)

Jedro nam prek te enacbe predstavlja propagator valovne funkcije oziroma neke vrste integral-
ski zapis Schrodingerjeve enacbe, saj lahko iz, nekega zaCetnega stanja s pomocjo jedra, dobimo

poljubno kasnejse stanje.

|
f |
[ \
| ‘w
1 p‘ 1
| »J J f\/\y /\/\‘
LA [V
RNATR [\ \\
s R i S~
[ \
7 - —
il ik
. /- \

Slika 7: Slika prikazuje primer propagiranja Skatlaste valovne funkcije, z jedrom za prosti delec,
pri razli¢nih sledecih relativnih ¢asih. Kot zanimivost opazimo, da je to ekvivalentno Fresnelovem
uklonskem integralu za pravokotno rezo. Integrala, ki se pojavita v teh dveh primerih sta ma-
tematicno ekvivalentna, kar je tudi nekako smiselno saj v obeh primerih propagiramo neke vrste

ravne valove z zacetno Skatlasto porazdelitvijo.



4.2 Propagator in Evklidska strategija

Za lazjo predstavo pomena propagatorja si lahko, podobno kot v primeru Schrédingerjeve enacbe,
pomagamo z difuzijsko enacbo. Za to enacbo vemo, da nam propagator predstavlja Gaussova
funkcija.®

1 —(z—zg)?
Pz, o, t,tg) = pr T D0 ) (22)

Za difuzijsko ena¢bo vemo, da ¢e naprimer vzamemo zaetno porazdelitev ®(z,tg) = d(xo) in

uporabimo formulo [21] za propagator, lahko zapiSemo stanje ob poljubnem ¢asu kar kot ®(x,t) =

1 —(mme)Q
| ——————¢ 4D(t—t0) |
47‘I’D(t*t0)

Pri preskoku nazaj na kvantno mehaniko, se spomnimo kako lahko dobimo Schrédingerjevo

enacbo iz difuzijske s substiticijama:

t— it (23)
h
D= —
2m

Temu postopku recemo tudi Evklidska strategija, ki pravi, da si moramo za izra¢un kvantnih

procesov v naravi najprej predstavljati difuzijske procese in potem preiti na imaginarni ¢as.”

Zdaj lahko ta proces poizkusimo uporabiti §e na propagatorju za difuzijsko enacbo in lahko

takoj prepoznamo jedro za prosti delec.

1 —(z=w0)? m im(z—2g)?
——————e ) o [ ——————— ) = Ky(z,x 24
AT D(t — to) 2mih(t — to) (@ 7o) (24)

4.3 Izpeljava klasiéne Schrodingerjeve enacbe

Ko si zdaj boljse predstavljamo jedro kot propagator, lahko pogledamo Se njegovo direktno po-
vezavo s Schrodingerjevo enacho. Vzemimo, da imamo neko zacetno funkcijo 1 (xg,t0). Za nek
kasnejsi ¢as t; = to + J in pozicijo 21 = x¢ — € lahko prek jedra zapisemo ena&bo za 1).%

¢($1,t1) = / ’C(Il,Z'O,tl,to)’ll)(l’o,t())dxo (25)

— 00

Z upostevanjem, da sta ¢ in € majhna zapiSemo jedro kot:

10



K(w1,21 + €.t + 6, to) ~ A(5)e DBV e1+9) (26)
in lahko razvijemo e_%v(’”l"’%), Y(xo,t0) in ¥ (z1,t1) za majhne vrednosti € in 9.

i € 5
e wV s — 1 %V(xl) (27)

M (21, to) +1 2321#(551%0)“

1/}(%0, to) = 1/)(1’1 + ¢, to) = 1,[)(1‘17 to) + € axl 26 83}% (28)
Ko potem to vstavimo v enacbo [25] dobimo:
- 70 e 8¢(m1,t0) 1 282’(/1(1'1,to) (i)(%ef
vlent) = A@) 1= FVin] [ [t + 0 1 22T U0 29

Takoj lahko izlo¢imo ¢len z € na prvo potenco, ki bo zaradi integracije lihe funkcije po sime-

tricnem intervalu izpadel in dobili bomo neko obliko Gaussovega integrala z resitvjo:

) 2
Y(z1,t1) = Y(21,t0 + 0) = A(S) 2_7%{1_ 0 ho 9

EV(:zcl) + Tmiafx%}ﬂ}(xlvto) (30)

m

Ker morata biti leva in desna stran enacbe enaki, ko posljemo § — 0, lahko zdaj kon¢no
izrazimo Ze prej uporabljeno vrednost normalizacijske konstante A = (2”7”“)% Enacbo lahko zdaj

preuredimo in ko zaradi lepSe notacije oznac¢imo x; = z in ¢y = ¢ lahko zapisemo:

ih(Y(z,t +6) —YP(x,t))
1

_ %o
2m Ox2

= |V(z) P(x,t) (31)

Ko sedaj dokonéno limitiramo § — 0, prepoznamo odvod po ¢asu kot lims_,o m(w(x,t+g)—w(x,t))

in dobimo za rezultat klasi¢no Schrédingerjevo enacbo.

o 25 02
ih% - [V(x) e LICR) (32)

11



5 Potencial in harmonski oscilator

5.1 Izracun jedra in Gaussovi integrali

Poleg jedra za prosti delec, lahko preizkusimo to formulacijo e za druge zglede. Najpreprostejsi
primeri so tisti, v katerih se pojavijo spremenljivke na najve¢ drugo potenco. Te integrale lahko

klasificiramo kot Gaussove integrale in si jih bomo podrobneje ogledali.

Predstavljajmo si, da imamo v sploinem primeru neko Lagrangovo funkcijo oblike:3

L(z) = A(t)i* + B(t)i + C(t)x® + D(t)x + E(t)ix + F(t) (33)

in zapiSemo jedro kot:

b
K(b,a) = / e(%)ffj A)i*+B(1)i+C(t)z*+D(t)z+E(t)da+F(t)dt . (34)
a

Uvedemo lahko novo krivuljo zx;(¢), ki naj predstavlja pot, ki je ekstremalna za akcijo S.

a(t) = zu(t) +y(t) (35)

Poljubno pot lahko torej definiramo s krivuljo y(t), ki predstavlja odstopanje od klasi¢ne poti.
Ce sedaj preuredimo izraz za akcijo, ga lahko zapiSemo tudi kot:?

tp
S(amt) + y(t) = / Azi® + Bt + Ca2y + Dag + Exan (36)
t

a

+(AP? + (247 + Exi)y + Cy® + (2Czy + Exiy)y + Eyy)dt

Ker je akcija klasi¢ne poti ekstremalna, nam po definiciji integrali s ¢leni y in ¢ na prvo potenco

izpadejo in dobimo:

S(er(t) +y(t) = S(zw(t) + /t b (a(t)g? + b(t)y® + d(t)y + c(t)gy)dt (37)

Popotni integral pa seveda ni odvisen od klasi¢ne akcije (Sk; = S(xx;)) in lahko to sedaj izposta-

vimo in zapi8emo jedro v novi obliki.

, b .
K(b,a) = e / (3 [0 @i +b (O +d(Oy+e(Oim)de (38)

a

12



Ko naSe poti izrazamo z odstopanjem od klasi¢ne poti, vidimo, da se vse krivulja y(t) za¢nejo
in kon¢ajo pri y = 0. To nam pove, da so popotni integrali v tem primeru le funkcija zacetne in
kon¢ne tocke v ¢asu in jih lahko zapiemo v nekoliko druga¢ni obliki.?

K(b,a) = e @S0 F(t, —t,) (39)

V tej obliki je F(tp — t,) definiran kot:

0
Flty —ta) = / (1) S0 @O +b O+ Oy et py g (40)
0

5.2 Jedro za harmonski oscilator

S tem znanjem si lahko konéno pogledamo primer, ko na nag delec deluje nek potencial. Osredoto-
¢ili se bomo na primer vsem poznanega harmonskega oscilatorja, vendar velja podoben postopek
za vse potenciale, ki sestavljajo Langrangovo funkcijo v prej zapisani obliki. Za¢nimo z zapisom

potenciala in akcije za ta nag primer.?

ty 2
Sha) = | T2 - p2q (42)
b 2 2

Nag problem se tako razdeli, na izracun klasi¢ne akcije in funkcije F(t, — t,). Ker klasi¢no
akcijo za harmonski oscillator Ze poznamo iz mehanike, se bomo najprej posvetili iskanju oblike
funkcije F. Za bolj pregleden izratun, bomo sedaj nastavili t, = 0, t, = T. F(T) bo potem

definiran kot:?

0 i m 2 mw?
F(T) :/ el B I 0T Dy ) (43)
0

Tu lahko spet upostevamo, da se nase krivulje y(t) vse za¢nejo in kon¢ajo v tocki y = 0 in jih

zapisemo kot Fourierjevo vrsto funkcije s periodo T.

y(t) = 3" ansin(") (44

Ta nastavek, lahko zdaj vstavimo v enacbo za akcijo, da dobimo:

T oo 00
m nwt mmw nmt mrt
S[b,a :/ — g g —— —— O Ay cOS( — ) COS(—— (45)
[b:a] 0o 2 T T ( T Jeos( T )

n=1m=1

13



mw2 N — . mmt
ZZanamsm )sm( T )

n=1m=1

Ob predpostavki, da je ¢as T razdeljen na N intervalov dolZine €, lahko zapiSsemo F(T') kot

kon¢no §tevilo integralov po koeficientih a,,.

N

=2 [ L[ el Ll - R w

V tem primeru J predstavlja Jakobijana, ki je neodvisen od w, in ga bomo zato lahko kasneje
poracunali. Ob pogledu na enega izmed teh integralov, ponovno prepoznamo obliko Gaussovega

integrala ki ga lahko zdaj reSimo.

[ el Ggealimr -]} G -

oo

Skupen rezultat lahko zapisemo kot produkt N-tih regitev, kar je tudi v skladu z drugo formu-
lacijo jedra iz enacbe [15].

2.2

N N
n’nm _
[1¢ T2 — W) = H o H nzﬂz e (48)

n=1 n=1

Vse ¢lene, ki so od w neodvisne, lahko skupaj z Jakobijanom pospravimo v skupno konstanto
C' in poracunamo le zadnji produkt v limiti N — oo oziroma € — 0. Pri upostevanju limite
lim N 000 Hflvzl(l — ngiz )~1/2 = (822)~1/2 Jahko zapiSemo F(T') kot:

M)—W

Fry=c 19
(T) 2mihT (49)
Za izracun konstante C' upostevamo, da mora nasa resitev pri w = 0 ustrezati resitvi za prosti

delec. Tako lahko izrazimo vrednost C in dobimo F.

- (271:;1T)1/2 (50)

2mwih sin

FO) = (grpzs) (51)

14



Ko zdaj rezultat zdruzimo Se z izrazom za klasi¢no akcijo dobimo skupno reSitev jedra za
harmonski oscilator.

mw 5 o }
Ski C— [(ma + z}) cosw Talh (52)
K(b,a) = (L)lﬂeaﬁ {ﬂ {(mQ + 2?) coswT — 24 }} (53)
'Y= orihsin (WT) P\ ohsiner e T alth
Rety/ i KO)
Il 1 Il Il t
0 1.0 1.5 2.0

Slika 8: R(V/iK)(t) za harmonski oscilator. Pri tem je odvisnost od x enaka kot pri prostem delcu

med tem ko odvisnost od ¢ ne upada poveca pri vecjih vrednostih t.

Re(\/T KO)

15

AW\WSW

Slika 9: Pri vecjih vrednostih ¢ lahko opazimo tudi periodi¢no, strukturo, ki nam nekako pove,
da se verjetnostna amplituda, da delec, preide iz tocke a v to¢ko b ob razli¢nih c¢asih ¢ zacne

periodi¢no ponavljati.

15



6 Aharon-Bohmov pojav

Na koncu si lahko ogledamo, Se primer Aharon-Bohmovega pojava, za katerega je zaradi oblike

problema primerna Feynmanova obravnava s popotnimi integrali.?

Poizkus nastavimo podobno, kot ¢e bi gledali interferenco med dvema rezama le, da med njima

postavimo tuljavo, ki nam generira magnetno polje (slika 10).

- electrons -

path one - path two

i

\-.. ,
interference’, / screen

Slika 10: Skica eksperimenta za meritev Aharon-Bohmovega pojava.®

Zdaj lahko zapiSemo Lagrangovo funkcijo za delec v magnetnem polju in jo razdelimo na dva

dela.l!

’ITL’U2

LZT+eEﬁ—e¢=c’+eﬁﬁ (54)

Jedro za ta primer lahko razdelimo na dva lo¢ena integrala in ga z upo$tevanjem f:” eAvdt =

fb e Ad3 zapisemo kot:
a

b R b o : . : .
Kby = [ et st edanipy, [ o) i chtee 2 g, = 6, )12 A6 ey I 0
a a (55)

Ko sedaj izrazimo enega izmed teh dveh eksponentov,
_ Kle(%)f: eAds; + K2e(%)f; eAdsy _ e(%)e,&’dgl (K1 + K2e(%)f;' eAdsy— [* eﬁdsq) (56)

in prepoznamo integral po zakljufeni zanki, velja f: eAds, — ff Ads, = ¢,. Zdaj lahko

zapiSemo verjetnost za delec na zaslonu.

P = [K* = [Ka[* + [Kaf? + K] o] cos (5 6, + ) (57)
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Tu ¢ predstavlja fazni zamik, £¢,, pa predstavlja dodaten interferencni ¢len, ki nastane zaradi
magnetnega polja. Ta ¢len nam, da maksimume vsaki¢, ko se magnetni pretok spremeni za en
kvant. To spreminjanje intenzitete zaradi magnetega potenciala imenujemo tudi Aharon-Bohmov

pojav.t!

€

7 Zakljucek

Feynmanova formulacija kvantne mehanike je matemati¢no zelo zahtevno zasnovana. Kljub temu,
da so nekatere regitve dobro analiti¢no regljive, jih je brez povezave z valovno funkcijo tezko
interpretirati. Prav zaradi teh dveh dejstev nam v ve€ini primerov ta formulacija ne predstavlja
dobre alternative reSevanju Schrodingerjeve enacbe. Kljub vsemu pa ima Feynmanova formulacija
svoje prednosti. Zaradi direktne povezave z akcijo, je ta v doloCenih primerih bolje povezljiva
s klasi¢no mehaniko in za primere, kot je Aharon-Bohmov pojav, zaradi svoje zasnove celo bolj

smiselna. Predstavlja Se eno izmed pomembnih orodij za racunanje v kvantnem svetu.
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8 Dodatek: Primer za ravni val

Ker vemo, da so ravni valovi lastne re§itve Schrédingerjeve za prosti delec, je potrebno preveriti

kaj nam vrne propagator prostega delca, pri zacetnem stanju ravnega vala.

Zdaj definiramo zacetni ravni val ¢y = e**%0) in ga vstavimo v formulo za propagacijo s

Feynmanovim jedrom.

> o0 im(z—zg)2
Y(x,t) = / Ko(z, 2o, t)tbo (w0, t)dzo = ’/27:7;7175/ o mml e ko) g (58)

Clene v eksponentu lahko seftejemo in dopolnimo vse Clene, ki vsebujejo xp, do popolnih

kvadratov. Za bolj pregleden izra¢un bomo definirali a = 3.

kt j kt j kt _ 9 1kt kt
@ a2 (o) = Dt g g = gy (2t (M K
(59)
To lahko zdaj vstavimo v zgornjo enacbo, dodatno definiramo b = £ in izpostavimo vse ¢lene,

ki ne vsebujejo z( iz integrala.

I —ia b2 i (Kt —2a)
’Qb(l‘,t) _ %67(”7—&%)/ et (@ot+ = )2dl‘0 (60)
™ —0

a(z+D)2

I (C(x)+iS(x )} =,/2Z(1+

Iz izraza prepoznamo Fresnelove integrale f o€ o (

i) in re§imo nas integral.

[a —ia(p2_ N Jtm (1 41) _sage?
t) = el bx) 1+ i — 2( bx) 1
V(1) 7Tte ! ( ) 2a V2 € ’ (61)

Ce vstavimo nazaj a = g¢ in b = % lahko pora¢unamo izraz v eksponentu.

b ja, (2?2 ket bt k2h
—%(Z—b) ﬂ((‘l) Ry - LG = —it— +ikz (62)

V rezultatu lahko prepoznamo k2 7’;; = Eprostidelec il ZapiSemo resitev.

P(z,t) = Y ehwo—ift = feilka—wt) (63)
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Iz te koncne resitve vidimo, da propagator prostega delca ohranja njegove lastne funkcije in

dodatno vklucuje Se njen Casovni razvoj. Rezultat je o¢itno v tem primeru ekvivalenten reSevanju
i Et

Schrédingerjeve stacionarne enanacbe z upostevanjem operatorja ¢asovnega razvoja. A =e "'n .
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