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Bralec naj vzame na znanje, da so ti zapiski zgolj produkt mojega uenja in priprav na kolokvije in
izpite iz analititne, zato nikakor ne jam&im za pravilnost relitev, ker pa se mi je zazdelo 3koda te
zapiske vredi v omaro in na niih pozabiti, sem jih dal na voljo naslednjim gmcmctjam- Kljub temu
upam, da bodo vcdoicljncmu be_lcu pomagall pn njegovem nabiranju znanj in vedZin analititne
mchanike. Bralec naj mi tudi ne zameri, ker se nisem kaj prida ukvarjal z numeriénimi izratuni, in
ostalo ratunarijo, ki ne sodi najbolj v analiti&no mehaniko. Slike, ki pripadajo nalogam, so narisane pri

reditvah.

1. Po navpiéno postavljenem obrou (R=0.5m), ki se lahko vrti okoli navpiine osi,
drsi drobna utez. Zapisi Lagrangeove enatbe za opisan sistem in ugotovi, kje ima pri
enakomernem vrtenju uteZ ravnovesno lego! Nadalje zapisi ena¢be za majhno nihanje
uteZi in izralunaj frekvenco nihanja, &e je uteZ v ravnovesni legi odklonjena za
©,=20°. Vztrajnostna momenta obrola in uteZ zanemari. Brez rafunanja opisi,

kako nihanje vidi opazovalec, ki se vrti skupaj z obrocem!

2. V poln lesen valj premera 2R in vidine h je na razdalji 4 od osi vzporedno z osjo
izvrtana luknja s premerom 2r (d+r<R). Valj postavimo na vodoravno ravnino, po
kateri se lahko kotali brez trenja. S kolik3nim nihajnim &asom zaniha valj, e ga

narahlo sunemo iz mirovne lege? (Najprcj poidti mirovno lego!)

{\

,‘3 ‘Izralunaj Poissonove oklepaje med kartezi€nimi komponentami vrtilne koliline

(.l L) [L.L) 2L ).

4. Homogen valj se lahko vrti okrog navpitne osi. Na obod valja je pritjreno spiralno
vodilo s hodom p [cm/2;r] po katerem brez trenja drsi drobna uteZ z maso m. V
zaletku uteZ miruje na vrhu valja, ko pa jo spustimo zaradi teZe oddrsi navzdol. Zapi3i
Hamiltonovo funkcijo za opisan sistem, ter razres$i ustrezne enalbe!

S. Denimo, da raketo izstrelimo tako, da jo najprej navpi¢no dvignemo do Zeljene
vidine (h ~200km), nato pa jo pospe3imo v tangencialni smeri s tako histrostjo, da se
viiri v krono orbito. Zaradi enostavnosti vzemimo 3¢, da motorji delujejo najprej
samo kratck &as ob navpitni izstrelitvi (navpiCen met) in nato 3e kratek &as pri
vtirjanju v orbito (t.j. v to¢kah 1 in 2). Kolik3en del zatentne mase rakete lahko na tak
nadin spravimo v orbito? Hitrost izpu3nih plinov glede na 3obo raketnega motorja je
3km/s. Upo3tevaj h<<R, vrtenje Zemlje zanemari.

6. Bat z maso m, ki se prosto giblje vzdolZ cilindra, je pritrjen na vztrajnik (z
vztrajnostnim momentom J), kot prikazuje slika. Zapisi Lagrangeovo funkcijo in -
ustrezne enacbe. Upostevaj R<<l Ko si to opravil, v legi ¢ =0 zapri cilinder, tako
da se bat ne giblje veé prosto, saj bodisi stiska ali razpenja zrak v cilindru. Kak3na je
v tem primeru frekvenca nihanja za majhne odmike od ravnovesne lege? Vzemi, da se
zrak v cilindru stiska in razpenja izotermno.

7. Z vrha vodoravmo postavljene gladke polkrogle s polmerom R zdrsne majhna utez.

Z metodo Lagrangeovih multiplikatorjev izraunaj v kateri toZki se uteZ od!ep1 od

povrsine polkrogle! T S R R



- 8. Na stolpu v Torontu je vrte&a restavracija. Zaradi okvare se je restavracija zacela
.- vrteti nekoliko hitreje kot obi&ajno, tako da se obrne dvakrat v minuti. Natakar, ki
mimo nas nese juho gostu, mora uporabiti vso svojo spretnost, da juhe ne razlije.
Kako je glede na gladino juhe, ki je na na%i miz, nagnjena gladina juhe, ki jo nosi
natakar? Natakar do gosta hodi radialno navzven s hitrostjo 1m/s, na%a miza pa je od
sredisfa oddahcna 20m. -

5 chljaé -na ledu cilja s svojim kegljem enak mirujo€ kegelj (polmera R). KegljaZ je
ugotovil, da pri vsakem metu zadene, vendar je napaka smeri meta znotraj te omejitve
povsem sluéajna. V kolik3nem odstotku metov se vrZeni kegelj odkloni med 20 in 30
stopinjami levo od prvotne smeri?

10. Po ravnem vodilu, ki se vrti s.konstantno kotno hitrostjo okoli osi, pravokotno
nanj, se giblje brez trenja kroglica mase m. Kroglica je pripeta na vodilo z vzmetjo
dolzine [ in koeficientom k. Zapisi gibalne enatbe v neinercialnem koordinatnem
sistemu. :

11. Jojo visi na idealni vrvici, tako da brez trenja niha med popolnoma raztegnjeno

vrvico in najvi§jo lego. Zapidi nihajni as kot funkeijo. vidinske razlike med obema -

legama (ta je mnogo ve&ja od polmera vretena). Predpostavi tudi, da je vrvica ves &as
navpifna.

12. Dve kroglici z masama m, in m, sta povezani z gibko, a neraztegljivo vrvico
dolZine /. Prva kroglica drsi po gladki plo3&i, druga pa visi na drugem koncu vrvice, ki
Jje speljana skozi majhno luknjico v plos&i Trenje vrvi je zanemarljivo. Sistem je na
zaletku v ravnovesju (prva kroglica enakomerno kroZ okoli luknjice po krogu s
polmerom r,, druga pa miruje na drugem koncu vrvice). Sistem zmotimo tako, da
drugo, visefo kroglico rahlo potegnemo v navpilni smeri. [zralunaj razmerje med
frekvencama radialnega gibanja in krozenja prve kroglice v tako perturbirani obliki!

13, Napidi LagranZijan za matemati¢no nihalo, ki je postavljeno na vrte¢i se Zemlji na
geografski 3irini © . Upo3tevaj, da so odmiki od ravnovesne lege majhni. LagranZijan
naj bo zapisan v koordinatah, ki mirujejo glede na Zemljo.

14. V skledo, ki ima obliko polkrogle s polmerom R, poloZimo kroglico z maso m in
polmerom r. Zapi§i gibalne enalbe, ter jih redi za primer ravninskega mjhnega
nihanja. Kako se spreminja frekvenca nihanja, &e ve¢amo polmer kroglice?

o
pazujcmo simetri¢no vrtavko, ki smo jo na vodoravni podlagi zavrteli tako, da je
bila v zaletku simetrijska os postavl_;cna navpu‘fno hkrati pa vrtavka ni opletala

(9=0, 9=0). Zaradi majhnega trenja v dotikalis¢u se vrtavka po&asi upo&asnjuje in
zane v nekem trenutku opletati (precedirati in nutirati). Ugotovi, pri kateri kotni
hitrosti rotacije okoli simetrijske osi se to zgodi! Namig: pomagaj si z gibalno enatbo
kot smo jo zapisali s spremenljivko u =cos3.

16. V kroglasti skiedi s ‘polmerom R brez trenja drsi plica dolZine 7 in mase m (/<R). Z

" metodo Lagrangeowh mulnphkator]cv ugotovi, s kolik¥no silo pri danem kotu ©
deluje skleda na palico, &e le-ta v skledi prosto ravninsko mha Nam;g zapzél sistem

Lagr‘m"cowh enath i izrazi ustrezni mnoZitelj. Enachb ne reduj.
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‘17 Po raviu cesti vozi enakomerna kolona pctdcsctih avtomobilov z medsebojno
varnostno razdalio 50m. Vzemimo, da Je zaviranje ali pospe3evanje avtomobila v
koloni sorazmemo 2z odstopanjem od varnostne razdalje, zato lahko kolono
simuliramo kot linearno verigo mas (vozil), v kateri so vozila med seboj povezana z
enakimi vzmetmi. Parametre verige dolo&i iz naslednjth podatkov: & voznik v prvem
avtomobilu zagleda oviro in zmanjia hitrost se pojavi »zgo3&ina« dolZine pribliZno
petih vozil. Zgo¥&ina se 3iri vzdolZ verige in voznik v zadnjem vozilu se odzove 100s
kasneje.

(V zgomjem primeru je analogqa verige vozil in verige mas vpradljiva, ker npr. i-ta masa pospcluje
tudi, & je (i-1)4a v ravnovesni razdalji 50m, (i+1)-ta pa npr. le 30m za i-to, medtem, ko pri vozilih to
ne velja. Vsak voznik zavira in pospeluje ie odvisno od voznika spredaj in ne tudi tistega zadaj. — zgolj
mojg opomba)

/ 18. /Tn uteZi enakih mas so povezane s tremi enakimi vzmetmi v enakostrani&ni
irikotnik. Vsaka od uteZi se brez trenja giblje po Zlebu, ki vodi v smer proti teZi¥&u
trikotnika. Izralunaj lastne frekvence in pripadajo&e nihajne nacine (le-te skicijraj)
opisanega sistema.

.-

" 19. Pet uteZi z enakimi masami razporedimo v obliki kriZa in jih poveicmo = cnaluml__ L

/hstnaum: vzmetmi. UteZi se lahko gibliejo samo v navpiéni smeri, sila vzmeti pa je
sorazmerna z vidinsko razliko med dvema uteema. Kak3na so lastna nihanja in

ustrezne lastne frekvence. Namig: lastnih vektorjev ne rafunaj ampak jih poskusi

uganiti.

20. S stropa visijo tri vzmeti. Njihova pritrdid¢a so na isti prcrmc: na mdsebojnih
ra.zdaljah a. Na vzmeteh visita v vodoravni legi dve palici mase m in dolZine a.
Zunanja konca palic sta pritrjena na zunanjih dveh vzmeteh, notranja pa sta povezana
s kratko vrvico, ki je na sredini pritrjena na srednjo vzmet. Konstanta srednje vzmeti
Jje 2k, zunanjih dveh pa k. Zunanji konec ene od palic lahko sunemo v navpiéni smeri.

Opisi nadaljnje gibanje palic.

21. Majhna kroglica visi na lahki vrvici z dolZino. 10cm. Vrvico v pritrdiu

- enakomemo sukamo s kroZilno frekvenco @. Poi8¢i stabilno ravnovesno lego, &e je
frekvenca w=1Hz in & je @=30Hz. Za oba primera izratunaj tudi frekvenco
nihanja pkoli ravnovesne lege za male odmike od ravnovesne lege.

22. Opazujemo dvojno matematino nihalo, sestavljeno iz dveh enakth mas m, ki sta

obedeni zaporedno na dveh enako dolgih vrvicah z dolZino I. Za majhne ravninske

odmike (obe kroglici se gibljeta v isti ravnini) dolo&i lastne frekvence in lastne
vektorje.

23. S stropa sta na razdalji a gibko vpeti dve Iahkl,neraztcgljm, enako dolg121c1 (z

dolZino /). V spodnji krajid¢i je gibko vpeta tanka toga pretka dolZine @ in mase m.
Zapidi Lagranzijan za gibanje precke v pribliZku majhnih odmikov iz mirovne lege in
redi ustrezne gibalne enalbe. Navodilo: bodi pazljiv pri izbin smiselnih
generaliziranih koordinat. B

-24. Za $kriplevje na sliki zapisi Lagrangeove enatbe in jih resi . Kaken pa je rezultat,
&e upodtevano silo trenja v lezaju? Skripea sta valja.



25. Tri mase (my =2M, m, =6M , m, =3M) so povezane s skripevjem kot kaZe
slika. Ob tem je srednja masa m, pritrjena 3¢ ob podlago z vzmetjo s koeficientom k.
Mase na zaletku mirujejo, nato pa jih spustimo. Kako se gibljejo, &e lahko mase koles
Skripfevja zanemarimo? Kako pa, & imajo kolesa Skripcev maso M in polmer R.
Vrvica, ki povezuje mase, je lahka, Skripci se vrtijo brez trenja.

’, 0 26. Dve matematini nihali z masama m, in m, in enako dolZino / sta povezani z
lahko vzmetjo s koeficientom k. Kak3ne so lastne frekvence in lastni nihajni naini
nihanja takega sistema?

27. Na vrtiljaku, ki se vrti okoli horizontalne osi s konstantno kotno hitrostjo @, je na
razdaljt a od osid¢a pritrjeno majhno nihalo dolzine /, ki lahko niha le v ravnini
vrtenja. NapiSi diferencialno enatbo za nihanje tega nihala z majhnimi odmiki, &e je

@’ >> g/a (smer vrvice nihala je vedno skoraj radialna)

28. Kroglica brez trenja drsi po pla3€u navpi€no postavljenega stoZca s kotom ob vrhu

a=2r/3. Za krozno gibanje z obhodnim &asom T =0.5s doloél razdal_]o kroghcc od

osi. Kak3na je frekvenca malih nihanj okoli-ravnovesne lege?

29. Metrska palica mase m=400g se vrti brez trenja v horizontalni ravnini okoli
navpiine osi, ki gre skozi eno izmed kraji3¢ palice. Po palici se brez trenja giblje .
prstan mase m=200g. Prstan pritrdimo na palico z vrvjo v razdalji 10cm od osi Palico
zavrtimo, tako da se vrti s kotno hitrostjo @ =5Hz in preZgemo vrvico. Kako se

giblje prstan?

30. Na cilinder polmera 10cm in mase 2kg je z lahkim 10cm dolgim drogom pritrjena
krogla polmera Scm in mase 500g. Na drugi strani je s pomo&jo vrvi, ki je navita na
valj, pritrjena uteZ z maso 1kg. Zapidi Lagrangeovo funkcijo, izpelji enatbe ter p01§61
prekvence nihanja okoli ravnovesne lege.

31. V zabavi¥¢nem parku imajo vrtiljak, ki je narejen tako, da so na robu enakomemo
vrteCega obroda 3e kletke s sedeZi, ki se na razdalji r enakomemo vrtijo s kotno
hitrostjo @ glede na vrteéi obro&. Zapisi pospe$ek kot funkcijo &asa, to je izrazi
komponento pospetka, ki jo Cutijo veseljaki v smeri osid¢a kletke ‘in v smeri
_pravokotno na smer osiS¢a.

/i
{"32. Europa je eden od satelitov, ki kroZijo okrog Jupitra. Z vesoljskim avtomobilom
} se vozimo po povriini tega satelita. Kolik3na sila (in v kateri smen) deluje na gume
na§ega avtomobila, e se po tem vrteCem se satelitu avto giblje vzdolZ poldnevnikov,
in kolik3na, &e-se -peljemo-vzdol?" vzporednikov? Privzemi, da j¢ Europa idealno
okrogle oblike, ter da lahko vsakrden vpliv Jupitra, Sonca in ostalih planetov

zanemaris. Europa, ki ima polmer 15204m in gostoto 3g/cm’, se enkrat zavrti glede
na oddaljene: zvezde v 3,55 dneva. '

(33 Navpxéno postavljen~vijak— se'“brez trenja- "vrti ~ v naoljeni  ‘matici. Izberi
generalizirane koordiriate, zapisi Lagrangeove enatbe in ‘Hamiltonove ena&be. Zapisi
in redi Lagrangeovc ennébc §c 6c upo§tcva,§ trenje (ki je sorazmemo s kotno

hittostyoy: - ~oossEne e s e



34. Iz dveh enakih matemati¢nih nihal sestavimo nihalo tako, da ju v navpiéni legi na
polovici doZine spnemo z nenapeto vzmetjo. Vsako od nihal je sestavljeno iz lahkega
droga in kroglice z maso m. Ena izmed kroglic je potopljena v viskozno teko&ino in se
giblje tako, da velja lineami zakon upora. PoidCi lastne frekvence in lastna nihanja
sistema!

35. Molekulo HF si lahko predstavljamo kot dve krogli z masama 1 07; 18,9, kjer
Jje u atomska masna enota (¥ =1.66-10""kg), ki sta povezani z vzmetjo s konstanto
k=50N/m. DoloZi osnovne frekvence nihanja takega sistema.

36. Za Zkripéevje na sliki zapidi Lagrangeovo funkcijo in gibalne ena&be. V zaletnem
" trenutku 3kripfevie miruje, teZidi uteZi in gibljivega $kripca pa sta na isti viSini
Doloti poloZaj uteZi 1s kasneje, &e je masa uteZi 100g, masa skripca 200g, njegov
polmer pa 10cm.

37. Iz dveh metrskih drogov z masama lkg in 3kg sestavimo nihalo tako, da je eno
izmed krajis¢ laZjega droga vrtljivo okoli fiksne navpiéne osi, teZji drog pa se vrti
okoli drugega krajis¢a. Pois¢i lastne frekvence in lastna nihanja sistema.

-38. Drsali¥¢e posebne vrste dobimo tako, da zmrznemo vodo v posodi, ki se
enakomerno vrti okoli navpi¢ne osi s kotno hitrostjo @ . Kako se v taki posodi giblje

drsalec, ki je imel v zaletnem trenutku glede na led hitrost v, v tangencialni smeri in -
Je bil za R oddaljen od osi? ReSitev zapisi v inercialnem in neinercialnem sistemu.

39. Matemati¢no nihalo je obe3eno na klado mase M, ki brez trenja drsi po ravni
podlagi. Dolo&i generalizirane koordinate, zapi$i Lagrangeovo funkcijo in gibalne
enaCbe, ter za majhna nihanja izrafunaj lastne frekvence sistema! Matemati¥no nihalo
sestavljata kroglica mase m in lahek drog dolZine /.

40. Vztrajnik s pravokotno pre¢ko se brez zdrsavanja kotali poravni podlagi, dagnjeni
za kot £ glede na vodoravno ravmino. Zapidi gibalne enacbe in jih redi za primer
majhnega mhanja okoli ravnovesne lege! Namig: uporabi Lagmngeov formalizem
podobno kot v primeru vrtavke!

41. Delec z maso m je z vzmetema &, in k, prtrgen na vzporedni steni, ki sta na
medsebojni  razdalji a. Dolina neobremenjenih vzmeti je enaka 0. Zapisi
Lagrangeovo funkcijo za enodimenzionalno gibanje delca. Zapidi $¢ Hamiltonovo -
funkcijo in gibalne enacbe in jih resi.

42. Odpiral za steklenice s plutovinastim zamaskom ima v zgomnjem delu navoj s~ 7777

hodom p (obhoda na centimeter). Po navoju se giblje knlata matica z vztrajnostnim
momentom J, Matico spustimo z vrha navoja in Opazujemo njeno prosto vrtenje,
dokler & pod vrhom ne udan ob spodnji del odpiraéa in se v hipu ustavi. Koliko ¢asa
potrebuje za to? Kolik3na sta sum:k sﬂc in sunek navora ob trku? Odpiral drZzimo ves

¢as navpicno, trenje zanemari. %



43. Vzmetno nihalo, scstavlieno iz dveh enakih mas m ter vzmeti s konstanto £,
vstavimo v dolgo, ravno cev vzdol katere lahko le-to drsi brez tremja. Cev s
konstantno kotno hitrostjo @ vrtimo okoli pravokotne osi. Zapisi in re3i gibalne
enatbe za opisan sistem! Nihalo umirimo in ga kar se da natanino vstavimo v os
vitenja (os zgre$imo za majhno razdaljo £). Opi¥i moZne naline gibanja nihala v
ccvr' anzcmx, da sta masi tockasti, neraztegnjena vzmet pa ima dol:hno ni&.

@ a tanko pravokotno plo3¢o dolZine a in Zirine b pritrdimo 0s, iki se ujema z
igonalo plo3¢e. Os nato z leZaji pritrdimo na podlago in plo¥o" zavrtimo s
konstantno kotno hitrostjo @ . Izra&unaj sili, ki obremenjujeta leZajal

45. Cev dolzine I vrtimo v vodoravni ravnini s kotno hitrostjo @ okoli navpi&ne osi,
ki je na polovici cevi. Kroglica, ki jo sunemo vzdolZ cevi s hitrostjo v, iz sredi&a
navzven, s¢ giblle po cevi brez trenja. Z uporabo Lagrangeovega formalizma
izralunaj po kolik3nem Casu kroglica zapusti cev! Izraunaj tudi izstopno hitrost in
pod katerim kotom odleti iz cevi! 2
Py Rpxg-m b
46 Za gibanje v. potencialnem polju V=k/r je Laplacc-Runge-Lcnzov vektor R
‘konstanta gibanja. Izralunaj Poissonov oklcpaj [R H ] Pokazi, da je povpre&na
vrednost tega Poissonovega oklepaja razli¢na od 0 in kaZe v smeri, ki je pravokotna
na R.
47. Kolesar pelje po mokri cesti. Na gumi se naredi tanek film vode, ki se, medtem ko
se kolo wvrti, oblikuje v kapliice. Ko je kapljica dovolj velika, odletiz gume s
tangencialno hitrostjo, ki je enaka hitrosti gume ob trenutku odlepljenja.
(a) Napii enatbo trajektorije v sistemu zunanjega opazovalca (ki miruje ob cesti)
za kapljico, ki se odlepi na visini & (h<2R) nad cesto!
(b) Zapidi enatbo te trajektorije $e v sistemu kolesarja!
(c) Kako visoko nad tlemi se odlepi kapljica, ki doseZe najvejo visino? Kolik3no
vidino doseZe ta kapljica in kje je os kolesa, ko je ta kapljica najvigje?
(d) Poka#, da letijo v sistemu zunanjega opazovalca kapljice samo napre;j!
Polmer gume je R, kolesarjeva hitrost pa v.

48. Slamica z maso m leZi na prazni polkroZni skledi. S koncem se dotika notranje
povriine sklede, oprta pa je tudi na njen rob, saj je daljda od dveh premerov. Poi3¢i
ravnovesno lego slamice, e med slamico in skledo ni trenja. Zapidi LagranZijan za

tak sistem! DolZina slamice je enaka trikratnemu polmeru sklede.
Navodilo: V ravnovesni legi ima potencialna energija minimum. Kineti¢no cncrg:_;o
zapi§t kot vsoto translacyske energije tezid¢a in rotac:pkc okrog njcga Za

generalizirano koordinuato vzem: kot-med -slamico tn-navpi€nico. -

9. Nabit delec se giblje v polju tofkastega mgnéznega monopola. Kako se giblje
delec? Opidi gibanje delca $e za poseben primer, ko je zaetna hitrost delca
pravokotna na zveznico med delcem in monopolom! )
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S0. V 2m dolgi cevi, ki se vrti v vodoravni ravninj okoli svojega sredi¥&a, se brez
trenja giblje delec z maso 1g. Delec nosi naboj 8-107° 4s, nanj pa z elektri¢no silo
deluje homogeno elektritno polje jakosti 1kV/m. Polie je vzporedno z vodoravno
ravnino, palica pa se zavrti desetkrat v sekundi. ZapiSi Lagrangeovo funkcijo in
gibalne enatbe! Po kolikinem &asu delec odleti iz palice, &e je na za&etku miroval v
sredis&u, palica pa je bila takrat usmerjena pravokotno na smer elektriénega polja.

51. Drobna ute? z maso m, ki drsi po vodoravni podlagi, je z vrvico privezana na
koli¢ek s polmerom d. Ute2 poZenemo tako, da je vrvica vseskozi napeta in se med
gibanjem uteZi navija na koliGek. Zapili LagranZevo funkcijo za opisani sistem in
pokaZi, da je enaka Hamiltonovi funkciji! Re3i enalbe gibanja! Navodilo: kljub temu,
da se vrvica navija na kolitek, privzemi, da se njeno pritrdis¢e nahaja v sredidfu
kolitka.

| /| S2.'V jaSek z globino A spustimo kamen. V tocko, kjer je kamen trestil v dno jaska,

~ posvetimo z laserjem, ki je name&&en v to&ki, od koder smo kamen spustili. Nato iz
iste totke spustimo e en kamen (ki leti po isti trajektoriji kot prvi). Na kateri globini
se kamen najbolj oddalji od laserskega Zarka? Poskus izvajamo na geografski irini
© . Upostevaj vrtenje Zemlje!
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