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1.0.9 Enačba tira pri Keplerjevem problemu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.0.10 Legendrova transformacija in Hamiltonova funkcija . . . . . . . . . . . . . 23
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3.1.1 Osnovne enačbe hidrostatike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.1.2 Teorija plimovanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Poglavje 1

Analitična mehanika točkastega
telesa

1.0.1 Newtonovi zakoni

Newton 1 je v svojih delih postavil temelje mehanike in dokončno opravil z aristotelskim pogledom
na svet. Njegove zakone narave, ki se jih poučuje že pred univerzitetnim izobraževanjem, lahko
povzamemo v obliki treh Newtonovih zakonov takole:

• 1. Newtonov zakon: F = 0 ⇒ v = const.

• 2. Newtonov zakon: ma = F,

• 3. Newtonov zakon: Fij = −Fji.

Newtonove enačbe vsebujejo le druge odvode lege po času, zato so invariantne na Galilejevo
transformacijo. Sile so pri Newtonu parsko aditivne. To pomeni, da silo množice teles na neko
izbrano telo zapǐsemo: Fij...l =

∑
i,j Fi,j , Pri tem zanemarimo vse prispevke tipa

∑
i,j,k Fi,j,k.

Obstajajo sile, ki niso parsko aditivne, na primer Van der Waalsova.

Posledice Newtonovih zakonov

Iz treh preprostih Newtonovih zakonov sledi več pomembnih posledic, ki jih obravnava klasična
ali Newtonova mehanika. V sledečem omenimo le najpomembneǰse posledice.

Gibalno količino p definiramo kot produkt mase in hitrosti, torej:

p = mv

Iz 2. Newtonovega zakona sledi:
dp
dt

= F.

1Isaac Newton, 1643 — 1727
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Iz te enačbe pa lahko izpeljemo izrek o sunku sile:

p(2)− p(1) =
∫ (2)

(1)

Fdt.

Podobne enačbe veljajo za vrtilno količino. To definiramo takole:

Γ = r× p = m(r× v)

2. Newtonov zakon za rotacijo zapǐsemo takole:

dΓ
dt

= M = r× F.

Iz te enačbe pa sledi izrek o sunku navora.

Γ(2)− Γ(1) =
∫ (2)

(1)

Mdt.

Iz 2. Newtonovega zakona lahko izpeljemo še izrek o ohranitvi energije. In sicer enačbo
F = ma na obeh straneh pomnožimo z v, dobimo:

F · v = ma · v =
d

dt
(
1
2
mv2) =

d

dt
Wk.

Z integriranjem te enačbe po času pa dobimo:

Wk(2)−Wk(1) =
∫ (2)

(1)

F · vdt =
∫ (2)

(1)

F · dr (1.1)

V primeru konservativne sredǐsčne sile velja F(r) = −∇V (r), zato za
∫ (2)

(1)
F(r)dr sledi:∫ (2)

(1)

F(r)dr = −(V (r2)− V (r1)) (1.2)

Če izenačimo enačbi (1.1) in (1.2) dobimo izrek o ohranitvi energije: Wk(2) + V (2) = Wk(1) +
V (1). Privzeli smo tudi, da velja zakon o ohranitvi mase: dm

dt = 0.

1.0.2 Lagrangeova funkcija

Namesto Newtonovega pogleda, kjer za opazovano telo v vsaki točki navedemo sile nanj in
pospešek, laho na gibanje gledamo bolj globalno. Namesto Newtonovih enačb moramo najti
druge postulate. To bomo storili na dva načina. Oglejmo si najprej klasično izpeljavo.

Zapǐsimo najprej drugi Newtonov zakon:

ma = F = −∇V

Gledamo le primere, kjer imamo opraviti s konservativnimi sredǐsčnimi silami. Drugi Newtonov
zakon lahko zapǐsemo na sledeč način:

d

dt

(
∂

∂v

(
1
2
mv2

))
=

d

dt

(
∂

∂ṙ

(
1
2
mṙ 2

))
= −∇V

14
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Ker velja tudi ∂V∂r = ∇V sledi z vpeljavo funkcije:

L(r, ṙ, t) =
1
2
mṙ 2 − V (r), (1.3)

enačba:
d

dt

(
∂

∂ṙ
L
)
− ∂

∂r
L = 0 (1.4)

To enačbo imenujemo Euler-Lagrangeova enačba. Uporabna je predvsem v težjih mehanskih
problemih, pri katerih so klasične Newtonove enačbe za računanje neprimerne. Pri Newtonovem
pristopu gledamo namreč lokalne sile in z nimi povezane lokalne pospeške. Pri t.i. Lagrange-
Hamiltonovem pristopu pa z vpeljavo Euler-Lagrangeove enačbe gledamo na gibanje kot na
celoto. Zato pravimo, da je Newtonov pristop lokalen, Lagrange-Hamiltonov pa globalen.

1.0.3 Hamiltonov princip

Do Euler-Lagrangeove enačbe smo se v zgornjih računih dokopali zgolj z drugačnim zapisom 2.
Newtonovega zakona. Možna pa je še ena pot, ki omogoča nov pogled na gibanje v skladu z
Newtonovimi zakoni.

Najprej vpeljemo količino po imenu akcija ali nuja, ki jo definiramo takole:

S =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ, t)dt, (1.5)

kjer je L Lagrangeova funkcija (1.3). Delec bi sicer lahko od točke (1) do točke (2) prǐsel po
katerikoli poti, Hamiltonov2 princip pa pravi, da se gibanje realizira le za tiste tire, za katere je
zgornji funkcional ekstremalen oziroma je:

δS = 0. (1.6)

V tem primeru je gibanje skladno z Newtonovimi zakoni. Pustimo obliko Lagrangeve funkcije
ob strani in dokažimo to trditev.Najprej si poglejmo, kdaj ima funkcional (nuja) ekstrem, kot
zapoveduje Hamiltonov princip. Denimo, da nuja doseže ekstrem v neki krivulji (tiru) r0(t). Za
majhne odmike od tega tira (r(t) = r0(t) + δr(t)) lahko nujo razvijemo do prvega reda:

δS = S(r0(t) + δr(t))− S(r0(t)) =
∫ (2)

(1)

dt

(
∂L
∂r
δr(t) +

∂L
∂ṙ
δṙ +

∂L
∂t
δt

)
. (1.7)

Da bi ugotovili, kaj je ∂L
∂ṙ δṙ, odvajajmo naslednji izraz:

d

dt

(
∂L
∂ṙ
δr
)

=
d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
δr +

(
∂L
∂ṙ

)
δṙ.

Iz zgornje enakosti izrazimo ∂L
∂ṙ δṙ ter ga vstavimo v (1.7) in dobimo:

δS = S(r0(t)+δr(t))−S(r0(t)) =
∫ (2)

(1)

dt

(
∂L
∂r

− d

dt
(
∂L
∂ṙ

)
)
δr+

∫ (2)

(1)

d

dt

(
∂L
∂ṙ
δr
)
dt+

∫ (2)

(1)

(
∂L
∂t
δt

)
dt

(1.8)

2William Rowan Hamilton, 1805 — 1865
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Drugi in tretji integral na desni nam dasta(
∂L
∂ṙ
δr
)(2)

(1)

= 0, (Lδt)(2)(1) = 0. (1.9)

saj točki (1) in (2) držimo fiksni. Ker zahtevamo δS = 0, pa mora za preostali integral veljati,
da je enak nič. To pa je možno le v primeru, če velja:

d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= 0. (1.10)

To pa je spet Euler-Lagrangeova enačba. Vidimo, da je pogoj δS = 0 enakovreden drugemu
Newtonovemu zakonu. Lahko rečemo, da je Euler-Lagrangeova enačba le drugačen zapis 2.
Newtonovega zakona.

S pomočjo Lagrangeove funkcije in drugega Newtonovega zakon lahko sedaj uvedemo tudi
splošno definicijo gibalne količine oziroma impulza kot

p =
∂L
∂ṙ
. (1.11)

pri čemer se potem drugi Newtonov zakon glasi

ṗ =
∂L
∂r
, (1.12)

ki ga dobimo iz enačbe za Lagrangeovo funkcijo in s pomočjo Euler- Lagrangeove enačbe.

1.0.4 Lagrangeova funkcija delca

Kakšna pa naj bi bila Lagrangeva funkcija za prost delec? Če je delec prost, torej nanj ne deluje
noben potencial, je zanj katerakoli točka prostora in katerakoli smer v prostoru enakovredna,
podobno velja za časovno os. Funkcija, ki opisuje gibanje, v našem primeru Lagrangeva, torej
ne sme biti odvisna od nobene od naštetih količin. Edina količina, ki preostane za opis gibanja,
je velikost vektorja hitrosti ṙ oziroma ṙ2.

Denimo, da je Lagrangeva funkcija za prost delec odvisna le od ṙ2. Zanima nas, če v tem
primeru dobimo smiselni rezultat. Lagrangeovo funkcijo torej zapǐsemo kot:

L(r, ṙ, t) = aṙ2.

Zgornji izraz vstavimo v Euler-Lagragevo enačbo in dobimo:

− d

dt
(2aṙ) = 0 oziroma 2ar̈ = 0.

Ker se mora novi pogled skladati z Newtonovimi enačbami (prvi zakon), je koeficient a v zgornji
enačbi enak m

2 . Lagrangeva funkcija je v tem primeru enaka kinetični energiji. Če pa delec ni
prost, ampak je v polju zunanjih sil, za Lagrangevo funkcijo uporabimo nastavek

L(r, ṙ, t) =
1
2
mṙ2 − V (r).

Nastavek vstavimo v Euler – Lagrangevo enačbo (1.10) in dobimo:

−∂V
∂r

−mr̈ = 0
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oziroma
mr̈ = −∂V

∂r
= −∇V (r) = F(r). (1.13)

Nastavek je upravičen le za konservativne sile, torej takšne, ki so gradient potencialnega polja.
V splošnem torej lahko zapǐsemo Lagrangevo funkcijo posameznega delca kot

L(r, ṙ; t) = Wk(ṙ)− V (r), (1.14)

kjer je Wk(ṙ) kinetična energija delca, in V (r) potencialna energija delca.

1.0.5 Lagrangeova funkcija sistema delcev

Sedaj si predstavljamo sistem delcev, ki jih označimo z i = 1, N , z masami mi. Predpostavljamo,
da delci interagirajo le preko interakcij, ki so odvisne od absolutnbe vrednosti razdalje med njimi.
Potemtakem lahko za Lagrangeovo funkcijo takšnega sistema delcev zapǐsemo

L(ri, ṙi, t) =
1
2

N∑
i=1

miṙ2
i − 1

2

∑N
i,j V (|ri − rj |). (1.15)

V drugem členu gre vsota po obeh indeksih, vendar po tretjem Newtonovem zakonu veljajo le
interakcije med pari in jih torej štejemo le enkrat. Zgornjo Lagrangeovo funkcijo lahko zapǐsemo
tudi kot

L(ri, ṙi; t) =
N∑
i=1

Wi(ṙ)− 1
2

∑
i,j Vi,j(|ri − rj |). (1.16)

Kinetična energija je torej aditivna, interakcije pa so parsko aditivne.

1.0.6 Izreki Nötherjeve

Emmy Nöther 3 se je ukvarjala s transformacijami, ki ohranjajo Lagrangeovo funkcijo. Poka-
zala je, da vsaka transformcija, ki ohranja Lagrangeovo funkcijo vodi k ohranitvenemu zakonu.
Poglejmo si, kako pridemo do tega zaključka.

Časovno homogen Lagrangian

Vzemimo transformacijo časa v obliki

t = t′ + ω(t′), (1.17)

pri čemer predpostavimo, da je ω(2) = ω(1) = 0. Poleg tega privzamemo, da Lagrangeova
funkcija ni eksplicitna funkcija časa. Potemtakem je

L(r, ṙ, t) = L(r, ṙ(1− ω̇)), (1.18)

kjer pika sedaj pomeni odvajanje po t′. Za infinitezimalne transormacije, torej takšne, kjer je ω
majhen, velja

L(r, ṙ(1− ω̇)) = L(r, ṙ)− ∂L(r, ṙ)
∂ṙ

ṙ ω̇ + . . . . (1.19)

3Emmy Nöther, enkrat je zivela
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Poleg tega po definiciji nove časovne spremenljivke velja

dt = (1 + ω̇(t′))dt′.

Za nujo potemtakem dobimo do najnižjega reda po parametru ω

S =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ)dt =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ)dt′ −
∫ (2)

(1)

(
∂L(r, ṙ)
∂ṙ

ṙ− L(r, ṙ)
)
ω̇dt′. (1.20)

Transformacija Eqn. 1.17 ni v ničemer spremenila našega variacijskega problema, ampak glede
na zgornjo obliko nuje, se zdi, da bomo sedaj dobili drugačno Euler - Lagrangeovo enačbo. Toda
nova nuja vsebuje dodatno prostostno stopnjo ω(t′), zato moramo variirati tudi po tej. Ustrezna
Euler - Lagrangeova enačba za ω(t′) se glasi

d

dt′

(
∂L(r, ṙ)
∂ṙ

ṙ− L(r, ṙ)
)

= 0, (1.21)

saj v nuji ne nastopa ω(t′) eksplicitno. Zgornja enačba pomeni, da se količina znotraj oklepajev
s časom ne spreminja

ṙ
∂L(r, ṙ)
∂ṙ

− L(r, ṙ) = ṙp− L(r, ṙ) = const. (1.22)

Kaj to pravzaprav pomeni, si poglejmo za primer delca v zunanjem potencialu. Za tak delec smo
že zapisali Lagrangevo funkcijo, in če jo vstavimo v zgornjo enačbo, dobimo

1
2
mṙ2 + V (r) = const. (1.23)

Enačba (1.22) je torej polna energija, označimo pa jo s črko H. Č je Lagrangeova funkvija
časovno homogena, se torej polna energija ohranja.

Prostorsko homogen Lagrangian

Vzemimo sedaj transformacijo prostora v obliki

r(t) = r′(t) + ω(t), (1.24)

Predpostavljajmo, da je sistem translacijsko invarianten in torej zgornja transformacija ne sme
imeti nobenega vpliva na gibalne enačbe. Ker je potencialna energija v Lagrangeovi funkcijo
odvisna le od razlike koordinat delca ali delcev, je torej invariantna na zgornjo transformacijo.
Ostane nam le kinetični del. Za nujo potemtakem dobimo

S =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ)dt =
∫ (2)

(1)

L(r′, ṙ′ + ω̇(t))dt =
∫ (2)

(1)

L(r′, ṙ′)dt+
∫ (2)

(1)

∂L(r′, ṙ′)
∂ṙ′

ω̇(t) dt+ . . . .

(1.25)
Transformacija Eqn. 1.24 zopet ni v ničemer spremenila našega variacijskega problema, ampak
glede na zgornjo obliko nuje, se zdi, da bomo sedaj dobili drugačno Euler - Lagrangeovo enačbo.
Toda nova nuja vsebuje dodatno prostostno stopnjo ω(t), zato moramo variirati tudi po tej.
Ustrezna Euler - Lagrangeova enačba za ω(t) se sedaj glasi

d

dt

(
∂L(r′, ṙ′)

∂ṙ′

)
= 0. (1.26)
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Od tod pa že sledi, da mora za Lagrangeovo funkcijo, ki popisuje translacijsko invarianten pro-
blem veljati

∂L(r, ṙ)
∂ṙ

= p = const. (1.27)

oziroma, da se mora ohranjati gibalna količina. Tu smo namesto spremenljivke r′ zopet pisali
bolj preprosto r.

Prostorsko izotropen Lagrangian

Vzemimo sedaj transformacijo prostora v obliki

r(t) = r′(t) + ω(t)× r′(t), (1.28)

ki popisuje vrtenje v prostoru. Predpostavljajmo, da je potencialna energija v Lagrangeovi
funkcijo odvisna le od razdalj med delci in je torej invariantna na vrtenje. Zopet nam ostane le
kinetični del v Lagrangeovi funkciji. Poleg tega vemo, da je ṙ = ṙ′ + ω̇(t) × r′, saj sta vektorja
ω in ṙ′ kolinearna. Za nujo v tem primeru dobimo

S =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ)dt =
∫ (2)

(1)

L(r′, ṙ′ + ω̇(t)× r′)dt =

=
∫ (2)

(1)

L(r′, ṙ′)dt+
∫ (2)

(1)

ω̇(t)
∂L(r′, ṙ′)

∂ṙ′
× r′ dt+ . . . . (1.29)

Euler - Lagrangeova enačba za prostostno stopnjo ω(t) se sedaj glasi analogno kot v preǰsnjem
primeru

d

dt

(
∂L(r′, ṙ′)

∂ṙ′
× r′

)
= 0. (1.30)

Od seveda vidmo, da mora za Lagrangeovo funkcijo, ki popisuje rotacijsko invarianten problem
veljati

∂L(r, ṙ)
∂ṙ

× r = p× r = const. (1.31)

Za izotropno Lagrangeovo funkcijo se torej ohranja vrtilna količina. Vsako polje sredǐsčne konser-
vativne sile je vsaj v mejah klasične fizike časovno homogeno (ohranja se energija) ter prostorsko
izotropno.

1.0.7 Posplošene koordinate

Večkrat problemov ne rešujemo v običajnih kartezičnih koordinatah, temveč v nekih drugih
npr. cilindričnih koordinatah. Zato nas zanima, kako se Euler-Lagrangeove enačbe zapǐsejo v
splošnih koordinatah. Te koordinate bomo označili z q , pri čemer velja, da jih lahko izrazimo s
kartezičimi: q = q(r) in obratno r = r(q). Najprej izrazimo ṙ z novimi–splošnimi koordinatami:

ṙ =
∂r
∂q

q̇

ali v komponentah

ṙi =
∂ri
∂qk

q̇k,
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pri čemer upoštevamo Einsteinov sumacijski dogovor. Sedaj zapǐsimo Lagrangeovo enačbo za en
delec v splošnih koordinatah:

L(q, q̇, t) =
1
2
mṙiṙi − V (q) =

1
2
m
∂ṙi
∂qk

q̇k
∂ṙi
∂ql

q̇l =
1
2
mklq̇k q̇l − V (q)

Tu je mkl matrični element tenzorja in je definiran:

mkl = m
∂ri
∂qk

∂ri
∂ql

.

Spomnimo, da je tak tenzor simetričen. V splošnih koordinatah torej Lagrangeovo funkcijo
zapǐsemo takole:

L(q, q̇, t) =
1
2
mklq̇k q̇l − V (q) (1.32)

Akcijo definiramo takole:

S =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt.

Z zahtevo, da je variacija akcije tudi v splošnih koordinatah enaka nič dobimo po enakem po-
stopku kot v kartezičnih koordinatah Euler-Lagrangeovo enačbo:

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0 (1.33)

Euler-Lagrangeova enačba ima v vseh koordinatnih sistemih isto obliko. To nam močno poeno-
stavi računanje.

1.0.8 Keplerjev problem po Lagrangeovo

Imamo točkasto maso m v gravitacijskem polju centralne sile v izhodǐsču. Namesto kartezičnih
bomo uporabljali cilindrične koordinate v xy ravnini, saj predpostavljamo, da se delec giblje v
ravnini. Lagrangevo funkcijo zapǐsemo takole

L =
1
2
mṙ2 − V (r) =

1
2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r). (1.34)

kjer sta ϕ in r koordinati radij vektorja r delca v cilindričnem koordinatnem sistemu. Sedaj
lahko zapǐsemo Euler Lagrangeve enačbe, ki imajo za vse koordinate kot že vemo isto obliko.
Najprej za koordinato ϕ

∂L
∂ϕ

− d

dt

∂L
∂ϕ̇

= 0.

Ker Lagrangeva funkcija ni eksplicitno odvisna od kota, je prvi člen nič, kar pomeni, da je

mr2ϕ̇ = konst = Γ.

Vidimo, da se pri gibanju delca(telesa) v polju centralne sile ohranja vrtilna količina Γ. Ta
rezultat bi lahko uganili že s pomočjo 3. izreka Ntherjeve, saj je polje sredǐsčne sile neodvisno
od smeri, torej prostorsko izotropno.

Zgornjo enačbo, ki predtavlja izrek o ohranitvi vrtilne količine lahko interpretiramo na še
en dobro znan način. Najprej se vprašajmo, kaj je r2ϕ̇. Predpostavimo, da je vektor r pritrjen
v izhodǐsču in se (v ravnini) vrti okrog njega. Pri tem v kratkem intervalu dt opǐse ploščino
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dS = 1
2r

2dϕ, kar pomeni, da je dS
dt = Ṡ = 1

2r
2ϕ̇. Če to vstavimo v zgornjo enačbo, dobimo drugi

Keplerjev zakon:

Ṡ = konstanta =
Γ

2m
, (1.35)

ki pravi, da je ploščinska hitrost konstantna.
Euler-Lagrangeva enačba za prvo koordinato, razdaljo od izhodǐsča (v xy ravnini) r, pa se

glasi:
∂L
∂r

− d

dt

∂L
∂ṙ

= 0. (1.36)

Vstavimo vanjo Lagrangevo funkcijo in izračunamo

−∂V
∂r

+mrϕ̇2 − d

dt
(mṙ) = 0. (1.37)

V zgornjo enačbo vstavimo ϕ̇ = Γ
mr2 in dobimo

−∂V
∂r

+
Γ2

mr3
−mr̈ = 0 (1.38)

To je Euler - Lagrangeova enačba za spremenljivko r(t). Če jo pomnožimo z ṙ jo lahko zapǐsemo
kot

− d

dt

(
V +

Γ2

2mr2
+

1
2
mṙ2

)
= 0, (1.39)

to pa pomeni, da je

V +
Γ2

2mr2
+

1
2
mṙ2 = const. = E. (1.40)

Dobili smo izrek o ohranitvi celotne energije pri gibanju telesa v polju centralne sile. Tu smo
ga izpeljali na razmeroma zapleten način, vendar bi ga lahko uganili saj je Lagrangeova funkcija
časovno homogena in po Noetherjevi ohranja celotno energijo.

Enačbo tira delca dobimo sedaj iz En. 1.40 kot

ṙ(t) =

√
2
m

(E − V (r)− Γ2

2mr2
). (1.41)

Rešitve te enačbe so odvisne od energije E. Za E > 0 so rešitve hiperbole, za E = 0 parabole, za
V (rmin) + Γ2

2mr2min
< E < 0 elipse in za E = V (rmin) + Γ2

2mr2min
krožnice. V sledečem si nekoliko

podrobneje poglejmo, kako pridemo do teh rešitev.

1.0.9 Enačba tira pri Keplerjevem problemu

Pogosteje nas zanima ne toliko r(t), pa v c pa velikobolj kakšna je kotna odvisnost r = r(ϕ).
Takšnim funkcijam r(ϕ) pravimo tudi orbite. V nadaljevanju se bomo omejili na Keplerjev
problem z gravitacijsko interakcijo, kjer je

V (r) = −α
r
. (1.42)

S tem potencialom ima Euler-Lagrangeova enačba En. 1.38 obliko

r̈ − Γ2

m2r3
− α

r2
= 0. (1.43)
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Poǐsčimo končno enačbo orbite. Začnemo z

ṙ =
dr

dt
=
dr

dϕ

dϕ

dt
=
dr

dϕ

Γ
mr2

, (1.44)

in od tod

r̈ =
d

dt

(
dr

dϕ
ϕ̇

)
=

d

dϕ

(
dr

dϕ
ϕ̇

)
ϕ̇ =

Γ
mr2

d

dϕ

(
Γ
mr2

dr

dϕ

)
. (1.45)

Ker velja
d

dφ

(
1
r

)
= − 1

r2
dr

dφ
(1.46)

lahko iz En. 1.43 dobimo
Γ2

m2r2
d

dϕ

(
1
r2
dr

dϕ

)
− Γ2

m2r3
= − α

r2
(1.47)

To enačbo nato pomnožimo z r2m2

Γ2 in upoštevamo En. ?? pa imamo

d2

dϕ2

(
1
r

)
+

1
r

=
αm2

Γ2
. (1.48)

V tej enačbi prepoznamo preprosto enačbo za harmonične funkcije , katere rešitve so

1
r

= A cosϕ+
αm2

Γ2
, (1.49)

oziroma:
r(ϕ) =

pε

1 + ε cosϕ
. (1.50)

Tu smo pisali

ε =
AΓ2

m2α
, pε =

Γ2

m2α
in p =

1
A
. (1.51)

Krivulje, ki zadoščajo enačbi En. 1.50 so elipsa, parabola in hiperbola. Predno pa določimo
njihove enačbe pa je potrebno ugotoviti A, ε in pε.

Konstanto A določimo iz pogoja r(ϕ = 0) = r0:

A =
1
r0
− m2α

Γ2
.

Takoj lahko izračunamo tudi:

ε =
Γ2

r0m2α
− 1

Razmislimo sedaj, kaj pove konstanta ε. Na sliki XX razberemo naslednji zvezi:

OP

PD
= ε =

r

1− r cosϕ
,

V kartezičnem koordinatnem sistemu zapǐsemo to takole:√
x2 + y2

p− x
= ε,

x2 + y2 = ε2(p2 + x2 − 2px) (1.52)
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Če to doplnimo do popolnega kvadrata in preuredimo, dobimo:(
x+ ε2p

1−ε2

)2

(
εp

1−ε2

)2 +
y2(
εp√
1−ε2

)2 = 1. (1.53)

Za ε > 1 je to hiperbola, za ε < 1 je to elipsa s polosmi:

a =
εp

1− ε2
, (1.54)

b =
εp√

1− ε2
, (1.55)

za ε = 1 pa gledamo enačbo (1.52), ki se v tem primeru zapǐse:

y2 = p2 − 2px, (1.56)

kar je enačba parabole. S tem smo ugotovili, kakšna je narava orbit pri Keplerjevem problemu.

S pomočjo zvez (1.54) in (1.55) pridemo do še ene zanimive zveze. Naj bo S = 1
2r

2
0ω0

ploščinska hitrost in Γ = mr20ω0 vrtilna količina. Tu smo označili r0 = r(ϕ = 0) in ω0 = ω(ϕ = 0).
Sedaj se omejimo na gravitacijsko silo, kjer velja α = MG, kjer jeM npr. masa Sonca inM � m.
V tem primeru jem npr. masa planeta, asteroida ali kakšnega drugega telesa, ki kroži okoli Sonca.
Če je obhodna doba tega telesa T , lahko iz 2. Keplerjevega zakona dobimo zvezo:

ST = πab = π
ε2p2

(1− ε2)
3
2
,

S2T 2 = π2a3εp,

iz česar sledi:
a3

T 2
=

S2

π2εp
=

α

4π2
=
GM

4π2
, (1.57)

kar je 3. Keplerjev zakon kot ga poznamo iz fizike 1.

1.0.10 Legendrova transformacija in Hamiltonova funkcija

Euler Lagrangeova enačba je parcialna enačba drugega reda. Pogosto pa problemov ne želimo
reševati z uporabo diferencialne enčbe drugega reda, temveč želimo problem prevesti na sistem
parcialnih diferencialnih enačb prvega reda. Izkaže se, da to lahko storimo z uporabo Hamiltonove
funkcije, ki smo jo že spoznali

H =
∂L
∂ṙ

ṙ− L = pṙ− L (1.58)

V matematičnem jeziku pravimo, da smo s tem postopkom na Lagrangeovi funkciji izvršili Legen-
drovo transformacijo. Razmislimo od katerih količin je Hamiltonova funkcija H sploh odvisna.

Za poljubno funkcijo f = f(x1, x2, ..., xn) definiramo Legendrovo transformacijo takole

g = f −
n∑

i=r+1

∂f

∂xi
xi. (1.59)
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Za popolni diferencial funkcije g velja:

dg =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi −

n∑
i=r+1

∂f

∂xi
dxi −

r∑
i=r+1

xid

(
∂f

∂xi

)
.

To pomeni, da funkcija g ni odvisna od (x1, ...xn), temveč velja

g = g(x1, ...xr,
∂f

∂xr+1
, ...,

∂f

∂xn
). (1.60)

Ker pri Hamiltonovi funkciji velja H = ∂L
∂ṙ ṙ− L, sledi

H = H(r,p, t). (1.61)

Hamiltonova funkcija ima torej kot neodvisne spremenljivke r, impulz ∂L
∂ṙ in pa t. V tem se

bistveno razlikuje od Lagrangeove funkcije.

1.0.11 Hamiltonove enačbe

Glede na to, aketere so neodvisne spremenljivke v Hamiltonovi funkciji mora biti njen totalni
diferencial

dH =
∂H
∂r

dr +
∂H
∂p

dp +
∂H
∂t

dt. (1.62)

Po drugi strani pa iz enačbe (1.58) sledi:

dH = ṙdp + pdṙ− ∂L
∂r
dr− ∂L

∂ṙ
dṙ− ∂L

∂t
dt = ṙdp− ∂L

∂r
dr− ∂L

∂t
dt. (1.63)

Iz (1.63) in (1.62) razberemo, da veljajo naslednje zveze:

∂H
∂r

= −∂L
∂r
,

∂H
∂p

= ṙ,
∂H
∂t

= −∂L
∂t
.

S pomočjo Euler Lagrangeve enačbe dobljene zveze preuredimo v

∂H
∂r

= −dp
dt
,

∂H
∂p

=
dr
dt
,

∂H
∂t

= −∂L
∂t
. (1.64)

Prvima dvema enačbama pravimo Hamiltonovi enačbi, zadnja pa pove le to, da tudi Hamiltonova
funkcija ni eksplicitno odvisna od časa, če to velja za Lagrangevo.

1.0.12 Hamiltonove enačbe za en delec in sistem delcev

Če v Hamiltonovi enačbi vstavimo ustrezno obliko Hamiltonbove funkcije za en sam delec

H = pṙ− L =
1
2
m

p2

m
+ V (r) (1.65)
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dobimo:

ṗ = −∂H
∂r

= −∂V
∂r

ṙ =
∂H
∂p

=
p
m
. (1.66)

Spremenljivkama r,p pravimo tudi kanonični spremenljivki gibanja. S pomočjo Hamiltonovih
enačb ǐsčemo rešitve gibanja v faznem prostoru, ki ima šest dimenzij (x, y, z, px, py, pz). Na
gibanje lahko torej gledamo kot na abstraktno transformacijo v faznem prostoru

(r,p) −→ (r(t),p(t)). (1.67)

Za Hamiltonovo funckijo, ki ni eksplicitna funckija časa, vemo iz teoremov Noetherjeve, da mora
biti konstanta gibanja. Če je Lagrangeova funkcija še prostorsko homogena in izoptropna, imamo
še nadaljnji dve konstanti gibanja. Potemtakem imamo pri gibanju točkastega delca le 6− 3 = 3
neodvisnih spremenljivk, šest koordinat faznega prostora minus tri konstante gibanja.

Za sistem interagirajočih delcev seveda velja analogno

H =
N∑
i=1

piṙi − L =
1
2

N∑
i=1

pi
mi

+ 1
2

∑
i,j V (|ri − rj |). (1.68)

Ustrezne Hamiltonove enačbe so potemtakem

ṗi = −∂H
∂ri

= −∂V (|ri − rj |)
∂ri

ṙi =
∂H
∂pi

=
pi
mi

. (1.69)

Fazni prostor (ri,pi) ima v tem primeru 6N dimenzij. Na gibanje lahko v tem primeru gledamo
kot na abstraktno transformacijo v 6N dimenzionalnem faznem prostoru

(ri,pi) −→ (ri(t),pi(t)). (1.70)

Za Hamiltonovo funckijo, ki ni eksplicitna funckija časa, zopet vemo iz teoremov Noetherjeve, da
mora biti konstanta gibanja. Če je Lagrangeova funkcija še prostorsko homogena in izoptropna,
imamo še nadaljnji dve konstanti gibanja. Potemtakem imamo pri gibanju sistema N delcev
6N−3 = 3(2N−1) neodvisnih spremenljivk, 6N koordinat faznega prostora minus tri konstante
gibanja.

1.0.13 Hamiltonovo načelo in Hamiltonove enačbe

Hamiltonove enačbe lahko izpeljemo še na en način. Variacijo akcije zapǐsemo kot:

δ

∫ t2

t1

L(r, ṙ, t) = δ

∫ (2)

(1)

(ṙp−H(r, ṙ, t) dt = δ

∫ (2)

(1)

(p dr−Hdt). (1.71)

Z upoštevanjem enačb:
d(Hδt) = dHδt+Hδdt

d(pδr) = dpδr + pδdr,
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dobimo za variacijo akcije tole:

δS =
∫ (2)

(1)

(δpdr + pδdr− δHdt−Hδdt).

Če začetek in konec držimo fiksna, velja:

[pδr−Hδt](2)(1) = 0. (1.72)

Za variacijo akcije (če integriramo per partes) dobimo potem:

δS = [pδr−Hδt](2)(1) +
∫ (2)

(1)

[δpdr− dpδr− δHdt+ dHδt]

= 0 +
∫ (2)

(1)

[δpdr− dpδr− ∂H
∂r

δrdt− ∂H
∂p

δpdt− ∂H
∂t

δtdt+ dHδt] (1.73)

V tej enačbi smo upoštevali

δH =
∂H
∂r

δr +
∂H
∂p

δp +
∂H
∂t

.

Če zgornjo enačbo nekoliko preuredimo, dobimo

δS =
∫ (2)

(1)

dt[δp(ṙ− ∂H
∂p

) + δr(−dṗ +
∂H
∂r

) + δt(Ḣ − ∂H
∂t

)] = 0. (1.74)

Ta integral je lahko enak nič le v primeru, če so nič vsi izrazi v okroglih oklepajih, torej:

ṙ =
∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂r

Ḣ =
∂H
∂t

(1.75)

V prvih dveh izrazih pa spet prepoznamo Hamiltonove enačbe. Zadnja enačba pa nam preprosto
pove, da je v primeru, ko Hamiltonova funkcija ni eksplicitna funkcija časa, le-ta konstanta
gibanja.

1.0.14 Keplerjev problem po Hamiltonovo

Tu si še enkrat poglejmo analizo Keplerjevega problema, le da bomo tokrat uporabili naše novo
pridobljeno znanje o Hamiltonovih enačbah. Lagrangeovo funkcijo zopet zapǐsemo kot

L =
1
2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r). (1.76)

Posplošeni impulzi so v tem primeru

pr =
∂L
∂ṙ

= mṙ pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= mr2ϕ̇. (1.77)
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Sedaj smo pripravljeni, da zapǐsemo Hamiltonovo funkcijo. Ima obliko

H =
p2
r

2m
+

p2
ϕ

2mr2
+ V (r). (1.78)

Od tod nas pot vodi neposredno do Hamiltonovih enačb. Najprej za spremenljivki r in pr

ṙ =
∂H
∂pr

=
pr
m

ṗr = −∂H
∂r

=
p2
ϕ

mr3
− ∂V (r)

∂r
, (1.79)

in anto še za ϕ in pϕ

ϕ̇ =
∂H
∂pϕ

=
pϕ
mr2

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0. (1.80)

Iz hamiltonovih enač gibanja lahko hitro zaključimo, da mora biti

pϕ = Γ = const. (1.81)

Hamiltonovi enačbi za spremenljivke r in pr pa se nato lahko zapǐsejo v obliki

−∂V
∂r

+
Γ2

mr3
−mr̈ = 0, (1.82)

kar je isto kot En. 1.38, ki smo jo izpeljali po Lagrangeovo. Dobra stran Hamiltonovega pristopa
se kaže v tem, da lahko že iz Hamiltonovih enačb preberemo, da je ϕ irelevantna spremenljivka in
lahko torej v Hamiltonovi funkciji takoj ustrezen impulz nadomestimo s konstanto. Torej lahko
tako zapǐsemo

H =
p2
r

2m
+

Γ2

2mr2
+ V (r), (1.83)

ki ostane torej zgolj še funkcija r in pr. Ostane nam torej le še ena sama prostorstna stopnja. Ker
seveda vemo tudi, da je Hamiltonova hunkcija, ki ni ekspicirna funkcija časa konstanta gibanja
lahko enačbo tira izluščimo preprosto iz

mṙ2

2
+

Γ2

2mr2
+ V (r) = E = const. (1.84)

Enačbo orbite pa dobimo na popolnoma identičen način kot pri Lagrangeovem pristopu in je tu
ne bomo ponavljali.

Če ostanemo pri Hamiltonovem pristopu le z eno samo prostostno stopnjo, r, pa nasprotno,
v Lagrangeovem pristopu k istem problemu nimamo zmanǰsanja števila prostostnih stopenj,
oz. sporemenljivk saj se ϕ̇ ne izloči is Lagrangeove funkcije kot neodvisna spremenljivka. Če
bi namreč poskušali vstaviti ϕ̇ = Γ/mr2 kar v Lagrangeovo funkcijo bi dobili napačne enačbe
gibanja. O tem se lahko hitro prepričamo, če zapǐsemo

L =
1
2
m(ṙ2 +

Γ2

mr2
)− V (r). (1.85)

Iz te Lagrangeove funkcije dobimo popolnoma drugačne enačbe gibanja. Hamiltonova metoda je
torej elegantneǰsa in v nekem smislu nam je ob njej potrebno manj misliti.
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1.0.15 Hamiltonove enačbe po Poissonovo

Vpeljimo Poissonov oklepaj4, ki ga za poljubni funkciji F in G definiramo kot

{F,G} =
∑
i

∂F

∂ri

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂ri
.

Poissonov oklepaj lahko uporabimo pri zapisu Hamiltonovih enačb za enb delec, torej ima indeks
i le eno vrednost. Najprej izračunajmo {p,H}:

{p,H} =
∂p
∂r

∂H
∂p

− ∂p
∂p

∂H
∂r

= −∂H
∂r

(1.86)

pri čemer smo upoštevali ∂p∂r = 0 in ∂p
∂p = I, kjer je I identiteta. Podobno dobimo:

{r,H} =
∂r
∂r
∂H
∂p

− ∂r
∂p

∂H
∂r

=
∂H
∂p

. (1.87)

Hamiltonove enačbe torej zapǐsemo kot:

ṗ = {p,H} ṙ = {r,H}. (1.88)

Takšen zapis je pomeben v kvantni mehaniki, kjer vlogo Poissonovega oklepaja prevzame komu-
tator dveh operatorjev.

V splošnem pa so Poissonovi oklepaji pomembni, ker lahko z njihovo pomočjo identificirameo
konstante gibanja. Poglejmo si kako. Začnimo z neko funkcijo kanoničnih spremenljivk f(q,p, t).
Izračunajmo njen totalni časovni odvod

df(q,p, t)
dt

=
∂f(q,p, t)

∂t
+
∂f(q,p, t)

∂r
ṙ +

∂f(q,p, t)
∂p

ṗ. (1.89)

Upoštevajmo sedaj Hamiltonove enačbe, pa dobimo

df(q,p, t)
dt

=
∂f(q,p, t)

∂t
+
∂f(q,p, t)

∂r
∂H
∂p

− ∂f(q,p, t)
∂p

∂H
∂r

=
∂f(q,p, t)

∂t
+ {f,H}. (1.90)

Če torej funkcija f ni eksplicitna funkcija časa, potem je pogoj za to, da je konstanta gibanja
ravno

{f,H} = 0. (1.91)
Zgornjo enačbo preberemo takole: če imamo eno konstanto gibanja, v tem primeru je to H, lahko
s pomočjo Poissonovega oklepaja najdemo naslednjo.

Zanka pa se odpleta še naprej. Če imamo namreč dve konstanti gibanja nam Poissonov
oklepaj pomaga najti še ustrezno tretjo. To se zgodi preko bf Jacobijeve identitete. Le-ta trdi
sledeče: imejmo tri funkcije faznih koordinat

H(q,p, t), G(q,p, t), F(q,p, t). (1.92)

Jacobijeva identiteta potem trdi, da je

{{F ,G}H}+ {{H,F}G}+ {{G,H}F} = 0. (1.93)

Če torej že imamo dve konstanti gibanja, recimo G, H potem lahko pridelamo še tretjo kot

{{G,H}F} = 0. (1.94)

Velikokrat so tako pridelane konstante gibanja zelo trivialne. Npr. če sta kosnatnti gibanja pk in
pl potem lahko iz zgornjega dokažemo, da je tudi 0 kosntanta gibanja. Niso pa vsi primeri tako
trivialni, kot bomo videli.

4Poissonov oklepaj dobi pravo veljavo šele v kvantni mehaniki, kjer se prelevi v komutator.
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1.0.16 Poissonovi oklepaji in gibanje nabitega delca v magnetnem po-
lju

Nabit delec naj se giblje v magnetnem polju.

1.0.17 Kanonične transformacije

Podobno kot pri Euler Lagrangeovi enačbi se tudi pri Hamiltonovih enačbah vprašamo, ali je
njihova oblika neodvisna od izbire koordinatnega sistema. Vemo že, da točkovne transformacije
tipa

Q = Q(q, t) (1.95)

ohranjajo obliko Lagrangeovih enačb. Ali to drži tudi za bolj splošne transformacije? V splošnem
to drži le v primeru, če med starimi in novimi koordinatami obstoja t.i. kanonična transformacija.

Naj bodo (q,p) stare koordinate in naj bodo (Q,P) nove koordinate. Privzamnemo, da
lahko Lagrangeovo funkcijo v novih koordinatah zapǐsemo kot

L(Q, Q̇, t) = L(qṙ, t)− dφ(q,Q, t)
dt

. (1.96)

To seveda pomeni, da v splošnem v novih koordinatah Lagrangeova funkcija L(Q, Q̇, t) ni več
preprosto enaka razliki med kinetično in potencialno energijo. Ker velja hkrati tudi

δ

∫ 2

1

L(Q, Q̇, t)dt = δ

∫ 2

1

L(q, q̇, t)dt− δ (φ(q,Q, t))(2)(1) . (1.97)

Ker so končne točke v obeh variacijah fiksne, zadnji člen zgornje enažcbe izgine. Nastavek En.
1.96 torej daje Euler - Lagrangeove enačbe za oba nabora koordinat. Podobno veljajo tudi
Hamiltonove enačbe za nove koordinate, če le definiramo novo hamiltonovo funkcijo kot

H(Q,P, t) = P · Q̇− L(Q, Q̇, t), (1.98)

in je potemtakem

Q̇ =
∂H
∂P

Ṗ = −∂H
∂Q

.

Vse povedano zgoraj drži tudi za bolj splošne koordinatne transformacije tipa

Q = Q(q,p, t) in P = P(q,p, t). (1.99)

Izrazimo sedaj En. 1.96 s pomočjo obeh Hamiltonovih funkcij, pa dobimo

p · dq−H(q,p, t)dt−P · dQ +H(Q,P, t)dt = dφ(q,Q, t). (1.100)

Ker lahko zapǐsemo za diferencial funkcije φ(q,Q, t)

dφ(q,Q, t) =
∂φ

∂q
dq +

∂φ

∂Q
dQ +

∂φ

∂t
dt. (1.101)
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Če izenačimo diferenciale na obeh straneh enačbe En. 1.100, potem dobimo

ṗ =
∂φ

∂q

ṗ = − ∂φ

∂Q

H(Q,P, t) = H(q,p, t) +
∂φ

∂t
. (1.102)

Doslej povedano preberemo na sledečnačin: če imamo podano transformacijo med starimi in
novimi koordinatami Q = Q(q,p, t) in P = P(q,p, t) potem lahko iz En. 1.100 izluščimo
generatorsko funkcijo kanonične transformacije. Če pa imamo podano le-to, potem lahko iz En.
1.100 dobimo transformacijske enačbe med koordinatami.

1.0.18 Harmonski oscilator s kanonično transformacijo

Kot primer uporabe kanoničnih transformacij si poglejmo dobro znani harmonski osculator. V
eni dimenziji ga opǐsemo z Lagrangeovo funkcijo

L = 1
2mẋ

2 − 1
2kx

2. (1.103)

Ustrezna Hamiltonova funkcija je seveda

H = 1
2
p2

m + 1
2kx

2, (1.104)

in je kot že vemo, konstanta gibanja. Sedaj uvedimo nove koordinate q in p, tako da bomo
Hamiltonovo funkcijo lahko zapisali kot

H = 1
2

(
p2 + q2

)
. (1.105)

Gre zgolj za trivialno transformacijo oblike p/
√
m −→ p in x

√
m −→ q. Izpeljimo sedaj najprej

Hamilotnove enačbe gibanja za ti spremenljivki

ẋ =
∂H
∂p

= p

ṗ = −∂H
∂x

= −x. (1.106)

Od tod hitro razberemo, da je časovni odvod Hamiltonove funkcije enak nič in je torej konstanta
gibanja. V faznem prostoru (q, p) se torej delec giblje po krogih z radijem

√
p2 + q2 =

√
2H =

const.. Če pa so stvari takšne, potem poskušajmo gibanje harmonskega oscilatorja opisati z
novimi koordinatami, ki jih definirajmo takole

Q = 1
2

(
p2 + q2

)
P = − arctan q

p . (1.107)

To pomeni, da bomo skušali opisati gibanje delca s polarnimi koordinatami v faznem prostoru,
kjer je Q kvadrat radij vektorja in P njegov polarni kot. Ker nove koordinate niso eksplici-
tno funkcije časa, lahko v En. 1.100 postavimo diferencial časa dt = 0, saj je čas neodvisna
spremenljivka. Dobimo torej

p · dq−P · dQ = dφ(q,Q, t). (1.108)
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Izarčunajmo izraz na levi strani zgornje enačbe, pa izpeljemo

p · dq−P · dQ =
(
p+ q arctan

q

p

)
δq + p arctan

q

p
δp. (1.109)

Na desni strani imamo očitno popolni diferencial saj velja

∂

∂p

(
p+ q arctan

q

p

)
=

∂

∂q

(
p arctan

q

p

)
. (1.110)

Torej je transformacija En. 1.107 kanonična in je

φ(q,Q, t) = Q arcsin
q√
2Q

+ 1
2q
√

2Q− q2. (1.111)

Kar generatorska funkcija kanonične transformaice φ(q,Q, t) ni eksplicitna funkcija časa, vidmo
ia zadnje vrstice En. 1.102, da sta stara in nova Hamiltonova funkcija identični, torej

H(Q,P, t) = Q. (1.112)

Nove enačbe gibanja za koordinate (Q,P ) pa se glede na En. 1.99 glasijo

Q̇ =
∂H
∂P

= 0

Ṗ = −∂H
∂Q

= −1. (1.113)

To preprosto pomeni, da delec froži po krogu z radijem Q = konst, njegov polarni kot pa
se spreminja linearno s časom P = −const.t. Dobili smo enak rezultat kot ga za harmonski
oscilator že poznamo.

1.0.19 Gibanje kot kanonična transformacija

Oglejmo si, kakšne so zgornje zveze pri gibanju. Naj bodo začetne koordinate (r, t) in končne
koordinate. (r∗, t∗) Interpretirajmo spremembo lege delca iz začetnih v končne koordinate kot
kanonočno transformacijo. Potem nas zanima, kaj je naša funkcija φ v tem primeru. Z drugimi
besedami, zanima nas, kakšna transformacija je gibanje po Newtonovih enačbah.

Začnemo z definicijo akcije ob upoštevanji zveze med Lagrangeovo in Hamiltonovo funkcijo
H = p · ṙ− L v obliki

S =
∫ (2)

(1)

L(r, ṙ, t)dt =
∫ (2)

(1)

(p · dr−Hdt) . (1.114)

Sedaj gledamo na akcijo kot na funkcijo spremenljivk na zgornji in na spodnji meji, pri čemer
označimo r2 = r, t2 = t in r1 = r∗, t1 = t∗. Za variacijo akcije vemo, da je

δS =
∫ (2)

(1)

dt

(
∂L
∂r

− d

dt
(
∂L
∂ṙ

)
)
δr +

∫ (2)

(1)

d

dt

(
∂L
∂ṙ
δr
)
dt+

∫ (2)

(1)

(
∂L
∂t
δt

)
dt =

= pδr−Hδt− p∗δr∗ +H∗δt∗, (1.115)
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kjer smo v zadnji vrstici upoštevali prvič, da veljajo Euler - Lagrangeove enačbe in drugič, da
velja

∂L
∂ṙ

= p in
∂L
∂t

= −∂H
∂t

. (1.116)

Od tu povzamemo

p =
∂S

∂r
, p∗ = − ∂S

∂r∗
,

H = −∂S
∂t
, H∗ =

∂S

∂t∗
. (1.117)

Glede na enačbe kanonične transformacije vodim, da je v primeru gibanja po Newtonovih zakonih
kanonična funkcija φ = −S. Gibanje je torej kanonična transformacija iz začetnih v končne točke.

1.0.20 Nuja za prosti delec

Poglejmo si natančneje kaj zgoraj izpeljane enačne pomenijo za prost delec in za harmonski
oscilator. Omejimo se najprej na enodimenzionalen primer.

V eni dimenziji se gibanje prostega delca opǐse kot

x(t) = v(t− t(1)) + x1 =
x(2)− x(1)
t(2)− t(1)

(t− t(1)) + x1, (1.118)

kjer smo upoštevali, da je za enakomerno gibanje v = x(2)−x(1)
t(2)−t(1) . Nujo potemtakem dobimo v

obliki

S =
∫ (2)

(1)

L(x, ẋ, t)dt =
∫ (2)

(1)

1
2mẋ

2dt = 1
2mv

2(t(2)− t(1)) = 1
2m

(x(2)−x(1))2
t(2)−t(1) . (1.119)

Od tu pa lahko po En. 1.117 dobimo

p(2) =
∂S
∂x(2)

= m
x(2)− x(1)
t(2)− t(1)

= mv. (1.120)

Isto seveda dobimo tudi za p(1), saj je gibanje enakomerno, s konstantno gibalno količino. Hkrati
lahko izpeljemo še

H =
∂S
∂t(2)

= 1
2mv

2. (1.121)

Za t(2) dobimo zopet identični rezultat. To izpeljavo lahko hitro posplošimo na tridimenzionalno
gibanje. Dobimo

S = 1
2mv2(t(2)− t(1)) = 1

2m
(r(2)−r(1))2

t(2)−t(1) . (1.122)

In od tod zopet glede na prej izpeljane enačbe En. 1.117

p(2) =
∂S
∂r(2)

= m
r(2)− r(1)
t(2)− t(1)

= mv, (1.123)

in seveda
−H =

∂S
∂t(2)

=
∂

∂t(2)
1
2m

(r(2)−r(1))2

t(2)−t(1) = − 1
2mv2. (1.124)

Ker je Hamiltonian eksplicitno neodvisen od časa je seveda kosntanta gibanja. Toliko o prostem
delcu.
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1.0.21 Nuja za harmonski oscilator

Sedaj si poglejmo najpreprosteǰsi primer gibanja v zunanjem potencialu, torej harmonski oscila-
tor. V tem primeru je v enodimenzionalnem primeru rešitev enačb gibanja oblike

x(t) =
ẋ(t(1))
ω

sin (ω(t− t(1))) + x(1) cos (t− t(1)), (1.125)

kjer je seveda kot običajno ω2 = k/m. Ta zapis rešitve enačb gibanja bomo spremenili v obliko,
ki ej odvisna zgolj od robnih pogojev pri t(1) in t(2), namreč

x(t(1)) = x(1), in x(t(2)) = x(2).

Za ẋ(t(1)) dobimo potemtakem iz zgornjega

ẋ(t(1)) =
ω

sin (ω(t(2)− t(1))
(x(2)− x(1) cosω(t(2)− t(1))) . (1.126)

Podobno lahko izpeljemo tudi

ẋ(t(2)) =
ω

sin (ω(t(2)− t(1))
(−x(1) + x(2) cosω(t(2)− t(1))) . (1.127)

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upoštevanje Euler - Lagrangeove enačbe zapǐsemo
v tejle obliki

S =
∫ (2)

(1)

L(x, ẋ, t)dt =
∫ (2)

(1)

(
1
2mẋ

2 − 1
2kx

2
)
dt =

m

2
(x(2)ẋ(2)− x(1)ẋ(1)) . (1.128)

Ob upoštevanje enačb En. 1.126, 1.127 od tod dobimo

S =
mω

2 sin (ω(t(2)− t(1))
(
(x(2)2 + x(1)2) cosω(t(2)− t(1))− 2x(2)x(1)

)
. (1.129)

Od tu pa že zopet lahko povzamemo, da je

p(2) =
∂S
∂x(2)

= mẋ(2), (1.130)

in analogno za p(1). Za Hamiltonian je zadeva nekoliko bolj nepregledna. Z neposrednim odva-
janjem recimo prei meji (2) dobimo

−H =
∂S
∂t(2)

= − 1
2mω

2
(
(x(2)2 + x(1)2) + x(2)2+x(1)2 cos (ω(t(2)−t(1))−2x(2)x(1)

sin (ω(t(2)−t(1))2 cos (ω(t(2)− t(1))
)
.

(1.131)
To lahko zapǐsemo tudi na sledeč način

−H = − 1
2mω

2
(
x(2)2 + (−x(1)+x(2) cos (ω(t(2)−t(1)))2

sin (ω(t(2)−t(1))2

)
, (1.132)

kar pa zopet ni nič drugega kot

−H = − 1
2m
(
ẋ2(2) + ω2x(2)2

)
, (1.133)

Kar smo tudi morali dokazati, namreč izraz na desni strani ni nič drugega kot kot Hamiltonian
na zgornji meji, ki je enak Hamiltonianu pri vsaki vrednosti vmesnega časa, saj je konstanta
gibanja.
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1.0.22 Liouvillov teorem

Vemo že, da za sistem delcev veljajo Hamiltonove enačbe v obliki

ṙi =
∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂ri

, (1.134)

kjer je Hamiltonijan oblike

H = H(pi, ri) =
1

2m

∑
i

p2
i +

1
2

∑
i,j

V (|ri − rj |). (1.135)

Vso množico koordinat v faznem prostoru zapǐsemo s koordinatnim vektorjem

(ri,pi) → R(t), i = 1...N

in vektorje odvoda po času s hitrostnim vektorjem

(ṙi, ṗi) → Ṙ(t) = V(t) i = 1...N

Vektorja imata (vsak po) 6N dimenzij. Zanima nas, kakšne so lastnosti gibanja delcev v faznem
prostoru. V ta namen izračunajmo divergenco vektorja hitrosti v faznem prostoru za en delec:

div6V(t) =
∂

∂r
Vr +

∂

∂p
Vp,

kjer je Vr množica tistih koordinat hitrostnega vektorja, ki vsebujejo odvode po koordinati, Vp

pa tista, ki vsebujejo odvode po gibalni količini. Zgornji izraz torej ni nič drugega kot

div6V =
∑
i

∂

∂ri
ṙi +

∂

∂pi
ṗi.

Upoštevamo Hamiltonovi enačbi En. ?? pa dobimo

div6V =
∑
i

∂

∂ri

∂H
∂pi

−
∑
i

∂

∂pi

∂H
∂ri

= 0.

Vidimo, da je divergenca vektorja hitrosti v faznem prostoru vedno enaka nič. To dejstvo je
znano kot Liouvillov izrek.

1.0.23 Liouvillova enačba

Namesto, da bi se ukvarjali s trajektorijo vsakega delca posebej, se raje posvetimo verjetnosti
oz verjetnostni gostoti ρ(ri,pi, t) , da določen delec v v casu t sedi v delu faznega prostora z
volumnom d3rid3pi, ki je centriran pri (ri,pi). Po definiciji mora seveda veljati∫

ρ(ri,pi, t)d3rid3pi = N. (1.136)
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Poglejmo si, kako se verjetnostan gostota spreminja s časom.

dρ(ri,pi, t)
dt

=
∂ρ(ri,pi, t)

∂t
+
∑
i

∂ρ(ri,pi, t)
∂ri

ṙi +
∑
i

∂ρ(ri,pi, t)
∂pi

ṗi =

=
∂ρ(ri,pi, t)

∂t
+∇6 (ρ(ri,pi, t)V(t))− ρ(ri,pi, t)div6V(t). (1.137)

Glede na tyo, da smo prej pokazali, da je divrgenca hitrosti v 6N dimenzionalnem faznem
prostoru enaka nič, torej velja

dρ(ri,pi, t)
dt

=
∂ρ(ri,pi, t)

∂t
+∇6 (ρ(ri,pi, t)V(t)) , (1.138)

kar pa ni nič drugega kot kontinuitetna enačba v faznem prostoru. Zgornji odvod mora seveda
biti enako nič, ker se celotno število delcev ohranja!

Enačbo za časovno spreminjenje verjetnostne gostote v faznem prostoru pa lahko zapǐsemo
še drugače. Velja kot že vemo

dρ(ri,pi, t)
dt

=
∂ρ(ri,pi, t)

∂t
+
∑
i

∂ρ(ri,pi, t)
∂ri

ṙi +
∑
i

∂ρ(ri,pi, t)
∂pi

ṗi, (1.139)

oziroma
dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+
∑
i

∂ρ

∂ri

dri
dt

+
∑
i

∂ρ

∂pi

dpi
dt

.

Z upoštevanjem Hamiltonovih enačb En. ??) dobimo zvezo

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+
∑
i

∂ρ

∂ri

∂H
∂pi

−
∑
i

∂ρ

∂pi

∂H
∂ri

,

kar lahko zapǐsemo kot
dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ {ρ,H} ,

kjer smo Poissonov oklepaj vpeljali že prej pri Hamiltonovih enačbah.

1.0.24 Sistem sklopljenih harmonskih oscilatorjev - model trdne snovi

S pomočjo sklopljenih harmonskih oscilatorjev bomo postavili preprost model trdne snovi. Začeli
bomo z enodimenzionalnim primerom. Razdalja med sosednjima oscilatorjema naj bo a. Pred-
postavimo tudi, da so sklopljeni le sosednji oscilatorji. Lagrangeovo funkcijo nato zapǐsemo v
obliki:

L(ui, u̇i) =
1
2
m

a

∑
i

au̇2
i −

1
2
ka
∑
i

a(
ui+1 − ui

a
)2. (1.140)

V primeru longitudinalniih odmikov Ui je potencialna energija posledica raztezanja, v primeru
transverzalnih odmikov pa elastičnosti. Zgornjo enačbo zapǐsimo nekoliko drugače in sicer kot

L(ui, u̇i) =
1
2

∑
i,j

Gij u̇iu̇j −
1
2

∑
i,j

Vijuiuj . (1.141)
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Od obeh na novo vpeljanih matrik je Gij očitno diagonalna, medtem ko je Vij matrika z dia-
gonalnimi elementi in elementi, ki ležijo na vsaki strani glavne diagonale. Euler - Lagrangeova
enačba za zgornjo Lagrangeovo funkcijo ima obliko

müi + k(ui−1 − 2ui + ui+1) = 0. (1.142)

Sedaj vpeljemo nastavek za harmonsko odvisnost rešitev od časa v obliki

ui(t) = Aie
−iωt. (1.143)

Če vstavimo t anastavek v Euler - Lagrangeovo enačbo, dobimo(
mω2δij − kij

)
Aj = 0. (1.144)

Od tod že sledi, da morajo biti frekvence ω ravno lastne vrednosti matrike mω2δij − kij . Ta
matrika ima po diagonali 2k −mω2, levo in desno od diagonale pa −k. V tej matriki opazimo,
da vsako naslednjo vrstico dobimo tako, da preǰsnjo premaknemo za eno mesto v desno. Torej
je vsak ui na enak način odvisen od ui−1, razen seveda na robovih, ko je i = 0, N + 1. Smiselen
je torej nastavek

un+1 = eiφun, (1.145)

kar nas po indukciji vodi do
un = einφu0. (1.146)

Če ta nastavek sedaj vstavimo v En. 1.142, dobimo tole

−ke−iφ + (2k −mω2)− keiφ = 0, (1.147)

oziroma
ω2 =

2k
m

(1− cosφ). (1.148)

Lastne frekvence so torej odvisne od faznega zaostanka v nihanju sosednjih atomov φ, le-ta pa
je seveda odvisen od tega, kaj se dogaja na robovih. Poglejmo si natančneje primer periodičnih
robnih pogojev, tu imamo

u0 = uN in u1 = uN+1. (1.149)

Periodičnim robnim pogojem je zadoščeno, če je le

eiNφ = 1 oziroma φ =
2πm
N

. (1.150)

Lastne frekvence so takrat

ω2 =
2k
m

(1− cos
2πm
N

) =
4k
m

sin
πm

N

2
m = 1, 2, ...N − 1. (1.151)

Očitno mora celoten sistem vsebovati celoštevilčni mnogokratnik oscilacij. Če sedaj upoštevamo
vse zapisano bomo dobili

un(t) = ei(
2πm

N n−ωt)A0. (1.152)

Zgornji izraz opisuje natanko potujoči val v verigi atomov.Vlogo koordinate seveda igra indekx
odmika n. Da bi dobili zgornji rezultat v nekoliko bolj običajni obliki, bomo upoštevali, da je
koordinata vzdolž verige atomov z = na. Potemtakem se rešitev glasi

u(z, t) = ei(kzz−ωt)A0, kjer je kz =
2πm
Na

. (1.153)
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Iz izraza za lastno frekvenco valovanja lahko izluščimo tudi njegovo fazno hitrost, saj velja

vF =
ω

kz
= 2a

√
k

m

sin kza
kza

. (1.154)

Za majhne vrednosti m od tod dobimo vF ≈
√

k
m . Pomembneǰsa od fazne je grupna histrost, ki

nam pove, kako hitro po verigi potuje energija. Velja

vG =
∂ω

∂kz
= 2a

√
k

m
cos

πm

N
= 2a

√
k

m
cos

kza

2
. (1.155)

Grupna hitrost postane očitno nič, če je kza = π, oziroma če je m = N/2. Pri tem pogoju je
frekvenca valovanja najve
v cja. m seveda lahko postane tudi večji od N/2, vendar pa v tem primeru ne dobimo novih
rečitev, pač pa zgolj ponovimo že obstoječe. Zato zadošča, če pri analizi verižnih nihanj gledamo
le m < N/2. Temu območju m pravimo tudi prva Brillouinova zona.

1.0.25 Gibanje v vrtečem koordinatnem sistemu

Vzemimo najprej točko, ki kroži okrog neke točke v prostoru. Po definiciji je kroženje gibanje,
ki ohranja razdaljo do osi

r2(t) = const. (1.156)

Normaliziramo vektor r(t) tako, da bo n(t) = r(t)
r(t) . Dobimo torej

n(t) · n(t) = 1. (1.157)

Ena od rešitev te enačbe, ki ustreza kroženju je pravgotovo

ṅ = ω × n, (1.158)

saj velja
d

dt
n(t) · n(t) = n.ṅ = n.(ω × n) = 0, (1.159)

glede na lastnosti vektorskega produkta, saj je izraz v oklepaju očitno pravokoten na vektor r.
Zapǐsimo sedaj poljuben vektor A(t) v krožečem koordinatnem sistemu

A = (A · n)n = Ann, (1.160)

kjer so sedaj An = A ·n projekcije vektorja A na vektor n. Kako se ta vektor spreminja v času?
Dobimo tole

d

dt
A = Ȧnn +Anṅ = Ȧnn +An(ω × n). (1.161)

Prvi člen pove, kako se spreminjajo s časom komponente A v vrtečem se koordinatnem sistemu,
in drugi kako se spreminjajo smerni vektorji tega koordinatnega sistema samega. Prvega bi torej
lahko preprosto pisali kar kot Ȧ in je potemtakem

d

dt
A = Ȧ + (ω ×A). (1.162)
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Sedaj vzamemo za A koordinate gibajoče se točke r(t) v vrtečem se koordinatnem sistemu.
Zapomnimo si le, da pika pomeni odvod v vrtečem se koordinatnem sistemu. Lagrangeovo
funkcijo lahko torej zapǐsemo kot

L =
1
2
mv2 − V (r)

=
1
2
m (ṙ + (ω × r))2 − V (r). (1.163)

Euler - Lagrangeova enačba dobi v tem primeru obliko

d

dt

∂L
∂ṙ

− ∂L
∂r

= m
d

dt
(ṙ + (ω × r)) +

∂V

∂r
= 0. (1.164)

Glede na En. 1.162 pa od tod sledi, da je

m (r̈ + (ω̇ × r) + (ω × ṙ)) +mω × (ṙ + (ω × r)) = −∂V
∂r

= F. (1.165)

Oziroma
m (r̈ + (ω̇ × r) + 2(ω × ṙ) + ω × (ω × r)) = F. (1.166)

To lahko zapǐsemo tudi kot v obliki modificiranega Newtonovega zakona v vrtečem se koordina-
tnem zakonu. Če bi torej merili pospešek v vrtečem se koordinatnem sistemu, bi poleg običajne
zunanje sile F namerili še tri t.i. sistemske sile

mr̈ = F−m(ω̇ × r)− 2m(ω × ṙ)−mω × (ω × r). (1.167)

po vrsti so to: azimutalna sila, Coriolisova sila in centrifugalna sila. Imenujemo jih tudi sistemske
sile in k njim se bomo povrnili pri splošni teoriji relativnosti.

1.0.26 Kroženje točkastega telesa okrog stalne točke

Prepostavimo, da telo kroži na konstantni razdalji od neke točke v prostoru. Zaradi konstantnosti
te razdalje, je v koordinatnem sistemu, ki jw fiksiran na telo

ṙ = 0

, oziroma
d

dt
r = (ω × r). (1.168)

Prej izpeljane enačbe se torej v tem primeru poenostavijo kot

L =
1
2
mv2 − V (r)

=
1
2
m(ω × r)2 − V (r). (1.169)

Po drugi strani pa vemo, če se le omejimo na konstanmtne sile in navore, da mora veljati

V (r) = −
∫

F.dr = −
∫

F.(ω × r)dt = −
∫

(r× F).ωdt = −
∫

M.dφ. (1.170)

kjer smo uvedli najprej vektor zasuka φ za katerega seveda velja

φ̇ = ω, (1.171)
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in nato še navor kot
M = r× F. (1.172)

V nadaljevanju predpostavimo,, da je navor konstanta in torej neodvisen od zasuka φ. V tem
primeru lahko integral po zasuku izračunamo eksplicitno. Zato lahko sedaj Lagrangeovo funkcijo
pri vrtenju točkastega telesa zapǐsemo kot

L(φ, φ̇, t) =
1
2
m(φ̇× r)2 + M.φ. (1.173)

S tem izrazaom se lahko poigramo še nekoliko naprej in ga v skladu z lastnostmi kvadrata
vektorskega produkta

(φ̇× r)2 + (φ̇.r)2 = φ̇2r2, (1.174)

preoblikujemo v tale izraz zapisan po komponentah

L(φ, φ̇, t) =
1
2
m
(
r2φ̇

2
− (r.φ̇)2

)
+ M.φ, (1.175)

kjer smo še dodatno upoštevali definicijo En. 1.171.
Lagrangeova funkcija je torej očitno funkcija zasuka in njegovega časovnega odvoda. Euler

- Lagrangeova enačba za zgornjo Lagrangeovo funkcijo pa se glasi

d

dt

∂L
∂φ̇

− ∂L
∂φ

= 0. (1.176)

Lahko jo zapǐsemo tudi v obliki

d

dt
m
(
r2φ̇− (φ̇ · r)r

)
= M. (1.177)

Če sedaj vpeljemo vektor vrtilen količine kot

Γ = m
(
r2φ̇− (φ̇ · r)r

)
, (1.178)

potem se osnovni dinamični zakon za vrtenje točkastega telesa torej glasi

d

dt
Γ = M. (1.179)

Zgornjo enačbo bi lahko poimenovali Newtonov tretji zakon za vrtenje. V vrtilni kolǐsini vidimo,
da ni nujno v smeri kotne hitrosti. Smer Γ in ω sovpadata le, če se telo vrti okrog ene same osi.
Takrat sta namreč vektorja ω̇ in r pravokotna, in je drugi člen v En. 1.241 enak nič.

1.0.27 Togo telo

Kar smo naredili za točkasto telo, lahko naredimo sedaj tudi za sistem točkastih teles. V primeru,
da so v tem sistemu točkastih teles relativne razdalje med njimi konstantne, govorimo o togem
telesu

|ri(t)− rk(t)| = 0, (1.180)

kjer indeksa i in k stojita za dve točki v togem telesu. Namesto posameznih točk v togem telesu
bi lahko takoj uvedli kar zvezno porazdelitev snovi, ki naj jo popisuje njena gostota

ρ(r) = lim
∆V−→0

∆m
∆V

. (1.181)

39
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Masa togega telesa bo potemtakem kar

m =
∫
V

ρ(r)d3r. (1.182)

Za togo telo bomo definirali tudi gostoto sile f s pomočjo katere bomo celotno silo zapisali kot

F =
∫
V

f(r)d3r. (1.183)

Ustrezen navor pa bo potemtakem

M =
∫
V

(r× f(r))d3r. (1.184)

Togo telo je torej takšno, da je njegova masa in vse njegove lastnosti, ki so posledica mase, zvezno
porazdeljena po celem telesu. Če izvzamemo gibanje telesa kot celote, torej gibanje njegovega
težǐsča, nam ostane le še vrtenje togega telesa.

1.0.28 Kinematika togega telesa

Sedaj je vprašanje kako opisati gibanje togega telesa. Z gibanjem težǐsča se ne bomo večukvarjali,
ostane nam torej le še vrtenje. Imejmo dva kooordinatna sistema. Prvi naj bo fiksiran nekje v
prostoru, drugi pa naj bo fiksiran na togo telo. Koordinate v prvem sistemu označimo z x, tiste
v drugem pa z x̄. Koordinate v obeh sistemih so povezane z linearno transformacijo

xi = STij x̄j + ai. (1.185)

Ker se z gibanjem težǐsča ne bomo ukvarjali, lahko vzamemo ai = 0. Glede na to, da mora biti
velikost x̄ konstantna, saj je x̄ definiran v koordinatnem sistemu telesa, mora veljati

x̄2 = x̄j x̄j = STjkx̄kS
T
jlx̄l, (1.186)

od koder seveda lahko zaklučimo, da mora veljati

STjkS
T
jl = SkjS

T
jl = δkl, (1.187)

kar bi v matričnem zapisu lahko zapisali kot SST = I. Iz tega sledi, da je transformacijska
matrika S ortogonalna. V treh dimenzijah ima S 9 elementov, zgornja enačba pa predstavlja
6 dodatnih pogojev (identiteta je namreč simetrična matrika). Potemtakem ima S lahko le tri
neodvisne elemente.

Vsaka realna ortogonalna matrika, ki ima tri vrstice in tri stolpce, mora imeti eno lastno
vrednost enako 1. To sledi iz dejstva, da je enačba lastnih vrednosti kubična, z realnimi koeficienti
in da ortogonlna matrika ne more spremeniti dolžine vektorja, zato mora biti ena od njenih lastnih
vrednosti ±1. Od obeh možnosti vzamemo +1, tako da desnosučni koordinatni sistem ostane
desnosučni in levo- levosučni. Transormacijo, ki jo opisuj S z eno lastno vrednostjo enako +1
imenujemo tudi rotacija. Lastni vektor rotacije pa je os rotacije.

Matrika S torej predstavlja rotacijo s tremi neodvisnimi elementi. Te tri neodvisne elemente
imenujemo tudi Eulerjevi koti. Poglejmo si, kako jih vpeljemo.
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1.0.29 Eulerjevi koti

Imejmo koordinaten sistem (x, y, z) in ga zavrtimo okrog osi z za kot φ. Nove koordinate
(x′, y′, z′) se povezujejo s starimi kot

x′i = Sikxk, (1.188)

kjer S predstavlja matriko rotacije okrog z osi in ima obliko

S =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 . (1.189)

Ker ima celotna rotacijska matrika za togo telo tri neodvisne elemente, jo je Euler zapisal kot
kompozit treh rotacij, kote teh rotacij pa imenujemo Eulerjevi koti ter jih označujemo z ψ, θ, φ.

Sestavimo sedaj matriko S. Celotno rotacijo torej sestavimo iz treh zasukov za kote ψ, θ, φ

S = SφSθSφ. (1.190)

Pri tem so matrike parcialnih rotacij definirane takole. Najprej zavrtimo koordinaten sistem
okrog osi z za kot φ. Ustrezna rotacija se opǐse kot

Sφ =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 . (1.191)

Nato zavrtimo koordinatni sistem za kot θ okrog nove osi x, ki smo jo dobili po rotaciji za φ
okrog stare osi z. Za to rotacijo mora veljati

Sθ =

 1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 . (1.192)

In nazadnje zavrtimo koordinatni sistem še za kot ψ okrog nove osi z, ki smo jo dobili s preǰsnjima
dvema rotacijama, torej

Sψ =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (1.193)

Celotno matriko rotacije sedaj lahko dobimo kot kompozit treh parcialnih roatcij, tako da
zmnožimo zgornje tri rotacijske matrike. Rezultat je

S =

 cosψ cosφ− sinψ cos θ sinφ cosψ sinφ+ sinψ cos θ cosφ sinψ sin θ
− sinψ cosφ− cosψ cos θ sinφ − sinψ sinφ+ cosψ cos θ cosφ cosψ sin θ

sin θ sinφ − sin θ cosφ cos θ

 . (1.194)

Os celotne rotacije S seveda dobimo tako, da poǐsčemo lastne vrednosti zgornje matrike. Če sedaj
lastni vektor uvedemo kot koordinatno os, potem lahko celotno rotacijo okrog te osi zapǐsemo z
eno od parcialnih matrik S, zasuk pri rotaciji pa dobimo iz

TrS = 1 + 2 cosχ, (1.195)

oziroma
cosχ =

1
2
(TrS − 1). (1.196)

Ker je sled ena od invariant matrike, je torej celotni kot rotacije invarianten glede na to, akako
zapǐsemo matrike parcialnih rotacij. Naslednje kar nas zanima je, kakšna je kotna hitrost vrtenja.
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1.0.30 Kotna hitrost vrtenja

Ker se koordinate telesa v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo x′i = Sijxj ne spreminjajo,
je njihov odvod po času seveda enako nič, zato

ẋ′i = 0 = Ṡijxj + Sij ẋj , (1.197)

od koder že sledi
ẋi = −STijṠjkxk = −Ωikxk, (1.198)

kjer smo uvedli novo transformacijsko matriko

Ωij = STikṠkj , (1.199)

oziroma simbolično: Ω = ST Ṡ. Glede na to, da transformacijska matrika S opisuje vrtenje in je
torej ortogonalna, že vemo, da mora veljati STS = 1. Če to relacijo odvajamo potem v simbolični
obliki dobimo

ST Ṡ = −ṠTS = −(ST Ṡ)T , (1.200)

po pravilu za transponirano vrednost produkta mnatrik. V komponentnem zapisu lahko zgornjo
enačbo zapǐsemo kot

Ωij = −Ωji, (1.201)

matrika Ω je torej antisimetrična. Vsako antisimetrično matriko pa lahko povežemo z nekim
aksialnim vektorjem (vektorjem, ki opisuje vrtenje okrog osi) ω = (ω1, ω2, ω3). Zato jo lahko
zapǐsemo na sledeč način

Ωij =

 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

 . (1.202)

Uvedimo sedaj tale popolnoma antisimetričen tenzor tretjega reda εijk pa lahko Ω z aksialnim
vektorjem ω, zapǐsemo na sledeč način Ωij = εijkωk. Od tod tudi hitro uvidimo, da mora veljati
Ωijωj = 0. Sedaj lahko bolj preprosto zapǐsemo tudi odvod ẋi. Velja namreč

ẋi = −Ωijxj = −εijkωkxj . (1.203)

Z razpisom te enačbe po komponentah se lahko hitro prepričamo, da imamo na desni strani
komponente vektorskega produkta ω × x, zato lahko En. 1.203 zapǐsemo kot

ẋ′ = (ω × x′). (1.204)

Iz zgornje enačbe povzamemo, da torej komponente vektorja ω niso nič drugega kot komponente
kotne hitrosti v koordinatnem sistemu fiksiranem v prostoru. Vse to seveda že vemo, amapk smo
izpeljali še enkrat neposredno skozi Eulerjeve kote.

Kotno hitrost vrtenja dobimo, če izpeljemo produkt dveh matrik Ωij = STikṠkj v En. 1.199,
in potem upoštevamo povezavo med Ω in prirejenim aksialnim vektrojem ω. Raje pa postopamo
bolj intuitivno, a ničmanj pravilno.

Iz slike, ki prikazuje Eulerjeve rotacije, takoj opazimo, da mora imeti kotna hitrost kompo-
nento φ̇ okrog stare osi z, komponento θ̇ okrog nove osi x in komponento ψ̇ okrog nove osi z,
oziroma

ω = φ̇ẑ + θ̇x̂′ + ψ̇ẑ′, (1.205)
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kjer smo s .̂ označili smerne vektorje. Iz slike tudi zlahka razberemo, da je povezava med staro
z osjo in novima osema z, y ravno

ẑ = cos θẑ′ + sin θŷ′. (1.206)

Tako na koncu dobimo za kotno hitrost v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo

ω = θ̇x̂′ + φ̇ sin θŷ′ + (ψ̇ + φ̇ cos θ)ẑ′. (1.207)

Sedaj imamo povezavo med mirujočim koordinatnim sistemom in tistim, pripetim na telo, in
hkrati njegovo kotno hitrost v novem koordinatnem sistemu. Pripravljeni smo, da analiziramo
njegovo gibanje v celoti.

1.0.31 Gibalne enačbe za togo telo

Lagrangeova funkcija za togo telo se očitno izraža z volumskiim integralom in sicer oblike

L(φ, φ̇, t) =
1
2

∫
V

ρ(r)
(
r2φ̇

2
− (r.φ̇)2

)
d3r +

∫
V

(r× f) φ d3r, (1.208)

kjer je f sila na enoto volumna. Sedaj najprej definirajmo tenzor vztrajnostnega momenta za
togo telo kot

Jik =
∫
V

ρ(r)
(
r2δik − rirk

)
d3r. (1.209)

Tenzor vztrajnostnega momenta je očitno simetrični tenzor

Jik = Jki.

Če sedaj definiramo še potencialno energijo navora kot

V (φi) =
∫ φi

0

Mi(φ′i)dφ
′
i, (1.210)

kar velja tudi če navor ni konstanta, potem lahko mehansko nujo za togo telo pod vplivom
zunanjih navorov zapǐsemo kot

S =
∫
L(φ, φ̇, t)dt =

∫ (
1
2
Jikφ̇iφ̇k − V (φi)

)
dt. (1.211)

Hkrati s tem veljemo zopet izraz za ustrezno vrtilno količino v komponentnem zapisu kot

Γi = Jikφ̇k, (1.212)

kjer je φ̇ = ω, oziroma v vektorskem zapisu

Γ =
∫
V

ρ(r)
(
r2ω − (r.ω)r

)
d3r. (1.213)

Za Euler - Lagrangeovo enačbo od tod že dobimo
d

dt

∂L
∂φ̇

− ∂L
∂φ

= 0, (1.214)

oziroma
d

dt
Γ = M. (1.215)

Težava s to enačbo je, da je časovno odvisna ne le kotna hitrost gibanja, pač pa tudi vztrajnosti
moment, saj se enačba predvsem pa časovni odvod vrtilne količine nanaša na zananji mirujoči
koordinatni sistem Da bi jo lahko rešili, jo moramo najprej pretransformirati v koordinatni sistem
fiksiran na telo.
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1.0.32 Vztrajnostni moment

Vztrajnostni moment Jik smo definirali kot tenzor drugega reda. Za telo s konstantno gostoto ρ
je oblike

Jik = ρ

∫
V

(
r2δik − rirk

)
d3r. (1.216)

Za nekatere preproste oblike teles so ustrezni vztrajnostni momenti okrog različnih osi podani v
spodnji tabeli.

Telo Os skozi težǐsče Vztrajnostni moment

Polica dolžine ` Pravokotna na palico 1
12M`2

Pravokotna plošča, stranici a in b Vzporedna stranici b 1
12Ma2

ditto Pravokotna na ploščo 1
12M(a2 + b2)

Kocka, stranica a Pravokotna na stransko ploskev 1
6Ma2

Obroč, radij a Pravokotna na ravnino obroča Ma2

Disk, radij a Pravokotna na ravnino diska 1
2Ma2

ditto Vzporedna z ravnino diska 1
4Ma2

Cilinder, dolžine ` in radija a Vzporedna osi cilindra 1
2Ma2

ditto Pravokotna na os cilindra 1
12M(3a2 + `2)

Krogelna lupina, radija a Poljubna 2
3Ma2

Krogla, radija a Poljubna 3
5Ma2

Elipsoid, z osmi a, b in c Vzporedna osi a 1
5M(b2 + c2)

1.0.33 Eulerjeva enačba - prva izpeljava

Pretransformirajmo torej enačbo gibanja v koordinaten sistem fiksiran na vrteče se telo. Po
definiciji transformacije med obema koordinatnima sistemoma mora biti tenzor vztrajnostnega
momenta v koordinatnem sistemu fiksiranme na telo podan z

J ′ij = SikJklS
T
lj . (1.217)

Ker je v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo tenzor vztrajnostnega momenta konstanta,
mora veljati

J̇ ′ij = ṠikJklS
T
lj + SikJ̇klS

T
lj + SikJklṠ

T
lj = 0, (1.218)

oziroma
J̇ij = −STikṠklJlj − JikṠ

T
klSlj = −ΩikJkj + JikΩkj , (1.219)

glede na definiciji Ωij . Poglejmo si sedaj v kaj se spremeni gibalan enačba En. 1.215, če gremno
v koordinatni sistem fiksiran na telo. Velja

Γ̇i = Jikω̇k + J̇ikωk =
= Jikω̇k + (JikΩkj − ΩikJkj)ωj . (1.220)

Ker pa že vemo, da velja tudi En. ??, dobimo končno

Γ̇i = Jikω̇k − ΩikJkjωj . (1.221)

V vektorskem zapisu se ta enačba glasi

dΓ
dt

= M = Jω̇ + ω × (Jω). (1.222)
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Ne pozabimo: zgornja enačba je še vedno v zunanjem koordinatnem sistemu in ne v tistem fiksi-
ranem na telo. Vse kar nam sedaj preostane je, da transformiramo zgornjo enačbo v koordinatni
sistem fiksiran na telo.

Delujmo nanjo z leve z S in upoštevajmo očitno identiteto, da je ω̇ = ω̇′ in da velja ω′ =
Sω, Ω′ = SΩST in J ′ = SJST in STS = 1, pa dobimo

M ′
i = J ′ikω̇

′
k − SikΩkjJklωl = J ′ikω̇

′
k − Ω′

ikJ
′
klω

′
l, (1.223)

oziroma v vektorskem zapisu

M′ =
dΓ′

dt
= J ′ω̇′ + ω′ × (J ′ω′). (1.224)

To pa ni nič drugega kot znamenita Eulerjeva enačba za vrtenje togega telesa izrazžena v
koordinatnem sistemu fiksiranem na telo.

1.0.34 Eulerjeva enačba - druga izpeljava

Sedaj jo izpeljimo še na bolj preprost način. Vemo, da se časovni odvod poljubnega vektorja A
v zunanjem mirujočem koordinatnem sistemu glasi, En. 1.162

d

dt
A = Ȧ + (ω ×A). (1.225)

Ta enačba pravgotovo velja tudi za vektor vrtlne količine, torej

d

dt
Γ = Γ̇ + ω × Γ = M. (1.226)

Ponovimo, prvi člen se nanaša na spremembe vrtilne količine v koordinatnem sistemu, ki se vrti
s telesom, drugi člen pa je posledica časovnega spreminjanja enotskih vektorjev koordinatnega
sistema. Zgornjo enačbo zapǐsimo še v komponentni obliki

d

dt
Γi = Γ̇i + εijkωjΓk = Mi, (1.227)

kjer smo upoštevali definicijo vektorskega produkta s pomočjo popolnoma antisimetričnega ten-
zorja tretjega reda εijk, oziroma alternatorja. Definiran je kot εijk = 1, če je ijk soda permutacija
123, εijk = −1, če je ijk liha permutacija 123 in εijk = 0 sicer.

Ker smo vrtilno količina zapǐsali kot

Γ̄i = Jikωk, (1.228)

lahko zgornjo enačbo prez težav končno dobimo v tejle komponentni obliki

Jikω̇k + εijk ωjJklωl = Mi. (1.229)

To je zopet Eulerjeva enačba za vrtenje togega telesa pod vplivom zunanjih navorov. Navori so
seveda enaki v kateremkoli koordinatnem sistemu saj ustrezajo zunanjim silam in se ne morejo
spremeniti s koodinatnimi transformacijami.
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Če nimamo zunanjih navorov in če koordinatni sistem fiskiran na telo definiramo tako, da
njegove osi sovpadajo z lastnimi osmi tenzorja vztrajnostenga momenta, torej če je

Jik =

 J1 0 0
0 J2 0
0 0 J3

 . (1.230)

se le-ta spremeni v

J1ω̇1 + (J2 − J3)ω2ω3 = 0
J2ω̇2 − (J1 − J3)ω1ω3 = 0
J3ω̇3 + (J1 − J2)ω1ω2 = 0. (1.231)

Eulerjeva enačba je nelinearna diferencialna enačba prvega reda in je v splošnem težko rešljiva.
Kljub vsemu je analitično rešljiva in ima zelo zanimive rešitve. Pogledali si bomo pobližje nekaj
teh rešitev.

1.0.35 Proso vrtenje togega telesa

Poglejmo si na začetku zelo preprost primer, ko nimamo zunanjega navora in se telo torej prosto
vrti. Denimo, da imamo telo, ki ima J1 > J2 > J3. Definirajmo pozitivne skalarje

r1 =
J2 − J3

J1
> 0,

r2 =
J1 − J3

J2
> 0,

r3 =
J1 − J2

J3
> 0.

Raziskali bomo stabilnost vrtenja okoli lastnih osi. S pomočjo zgornjih koeficientov prepǐsimo
Eulerjeve enačbe za vrtenje:

ω̇1 + r1ω2ω3 = 0,
ω̇2 − r2ω1ω3 = 0,
ω̇3 + r3ω1ω2 = 0.

Zavrtimo torej naše telo okrog osi, ki smo jo označili z J2. Vztrajnostni moment okrog nje ni
niti največji niti najmanǰsi. Zanimamo se za razmere na začetku, to se pravi, takoj potem ko
smo zavrteli. Takrat je ω2 � ω1, ω3 in iz zgornjih enačb sledi, da je potemtakem ω̇2

∼= 0, kar
pomeni, da je ω2

∼= konst. Enačbi za ω1 in ω3 pa sta v tem primeru takšni:

ω̇1 + (r1ω2)ω3 = 0,
ω̇3 + (r3ω2)ω1 = 0.

Sistem enačb rešujemo z nastavkom ω1,3 = A1,3e
iλt. To vstavimo v zgornji dve enačbi in dobimo:

iλA1 + r1ω2A3 = 0,

iλA3 + r3ω2A1 = 0.
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Sistem je rešljiv če velja:

det

((
iλ r1ω1

r3ω2 iλ

))
= −λ2 − r1r2ω

2
2 = 0. (1.232)

Torej λ1,2 = ±i√r1r3ω2. Rešitev je torej oblike:

ω1(t) = α1e
ω2
√
r1r3t + α2e

−ω2
√
r1r3t,

ω3(t) = β1e
ω2
√
r1r3t + β2e

−ω2
√
r1r3t.

Vidimo, da (že ob najmanǰsi motnji) ω1 in ω3 v prvem trenutku divje naraščata, energija se torej
začne prelivati v vrtenje okoli drugih dveh lastnih osi. Takšno vrtenje je izrazito nestabilno.

Poglejmo si še vrtenje okoli prve lastne osi, torej tiste z največjim vztrajnostnim momentom.
Če je ω1 � ω2, ω3, je tudi ω1

∼= const. V tem primeru se enačbi za ω2 in ω3 glasita:

ω̇2 − (r2ω1)ω3 = 0,
ω̇3 + (r3ω1)ω2 = 0.

Po podobnem računu kot prej dobimo rešitvi:

ω2(t) = α1 cos(ω1
√
r2r3t) + α2 sin(ω1

√
r2r3t),

ω3(t) = β1 cos(ω1
√
r2r3t) + β2 sin(ω1

√
r1r3t).

Ti sta omejeni za vsak čas, kar pomeni, da je vrtenje okoli prve osi stabilno. Kotni hitrosti ω2

in ω3 ostajata na nivoju začetnih motenj.
Podoben je račun za tretjo os. Vrtenje okrog nje je ravno tako stabilno. Primer vsakdanjega

telesa z navedenimi lastnostmi je tenǐski lopar.

1.0.36 Težka simetrična vrtavka

Poglejmo si primer simetričnega togega telesa, torej

Jx = Jy = J in Jz = J3. (1.233)

Takšno telo imenujemo tudi simetrična vrtavka. Predpostavljamo, da ima to simetrično telo
maso M , in da je oddaljenost med podstavno točko in težǐsčem `. V tem primeru deluje na telo
sila teže v težǐsču. Simetrična vrtavka pa postane težka simetrična vrtavka.

Ugotovimo najprej, kakšen je potencial, ki ustreza navor teže na to vrtavko. Velja seveda

V (θ) = −Mg`

∫ θ

0

sin θ′dθ′ = Mg` cos θ. (1.234)

To je potencial, ki bo nastopal v Lagrangeovi funkciji vrtavke. Za nujo težke simetrične vrtavke
tako dobimo

S =
∫
L(φ, φ̇, t)dt =

∫ (
1
2
Jikφ̇iφ̇k − V (φi)

)
dt, (1.235)

oziroma od tod za Lagrangeovo funkcijo

L(φ, φ̇, t) =
1
2
J(θ̇2 + φ̇2 sin θ2) +

1
2
J3(ψ̇ + φ̇ cos θ)2 −Mg` cos θ. (1.236)
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Eulerjeve enačbe za vrtenje težke simetrične vrtavke od tod sledijo kot Euler - Lagrangeove
enačbe za zgornjo Lagrangeovo funkcijo. Le-te so oblike

d

dt

(
∂L(φ, φ̇, t)

∂φ̇

)
− ∂L(φ, φ̇, t)

∂φ
= 0

d

dt

(
∂L(φ, φ̇, t)

∂ψ̇

)
− ∂L(φ, φ̇, t)

∂ψ
= 0

d

dt

(
∂L(φ, φ̇, t)

∂θ̇

)
− ∂L(φ, φ̇, t)

∂θ
= 0. (1.237)

Glede na to, da Lagrangeova funkcija ni eksplicitno odvisna od Eulerjevega kota φ, dobimo po
Nötherjevi ohranitev impulza

∂L(φ, φ̇, t)
∂φ̇

= Jφ̇ sin θ2 + J3(ψ̇ + φ̇ cos θ) cos θ = const. (1.238)

in pa impulza
∂L(φ, φ̇, t)

∂ψ̇
= J3(ψ̇ + φ̇ cos θ) = const. (1.239)

Iz zadnje enačbe nemudoma ugotovimo, da se ohranja komponenta kotne hitrosti okrog osi z.
Edina Euler - Lagrangeova enačba, ki nam daje dinamiko je potemtakem zadnja, ki se eksplicitno
glasi

Jθ̈ =
(
Mg`+ Jφ̇2 cos θ − J3(ψ̇ + φ̇ cos θ)φ̇

)
sin θ. (1.240)

Imamo torej tri nelinearne enačbe, od katerih dve ustrezata ohranitvenima zakonoma. Njihova
rešitev je v splošnem zelo zapletena, vendar se da najti splošno analitično rešitev zgornjega
problema. Ogledali si bomo le določene limitne oblike gibanja vrtavke.

1.0.37 Rešitev Eulerjevih enačb za težko simetrično vrtavko

Najprej postavimo tile dve definiciji gibanja vrtavke: gibanju, ki ustreza časovnemu spreminjanju
EUlerjevega kota φ pravimo precesija in gibanju, ki ustreza časovnemu spreminjanju Eulerjevega
kota θ pravimo nutacija.

Poglejmo si najprej pogoje, pod katerimi je gibanje vrtavke čista precesija. V tem primeru
mora veljati θ = const.. V tem primeru se tretja Euler - Lagrangeova enačba reducira na(

Mg`+ Jφ̇2 cos θ − J3(ψ̇ + φ̇ cos θ)φ̇
)

sin θ = 0. (1.241)

Glede na drugi ohranitveni zakon velja

J3(ψ̇ + φ̇ cos θ) = J3ω3 = const. (1.242)

kjer je ω3 kot že vemo konstantna kotna hitrost vrtenja okrog osi z. Od tod pa lahko iz En.
1.241 izpeljmo za φ̇ kvadratno enačbo, ki ima dve rešitvi

φ̇ =
J3ω3

2J cos θ

(
1±

√
1− 4JMg` cos θ

J2
3ω

2
3

)
. (1.243)
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Da sta obe rešitvi realni mora seveda biti izpolnjen pogoj

ω3 ≥

√
4JMg` cos θ

J2
3

. (1.244)

cos θ lahko seveda pri tem zavzame le pozitivne vrednosti (zakaj?). Vrtavka mora torej imeti
najmanj takšno kotno hitrost okrog svoje dolge osi, da je čista precesija mogoča. Za ω3, ki
je veliko večaj od te spodnje mejne vrednosti, dobimo dve vrednosti kotne hitrosti precesije.
Razvijmo namreč koren v En. 1.243 do najnižjega reda po inverznem kvadratu ω3. Dobimo
počasno precesijo

φ̇ =
Mg`

J3ω3
, (1.245)

ina pa hitro precesijo

φ̇ =
J3ω3

J cos θ
. (1.246)

V primeru počasne precesije je vektor kotne hitrosti En. ?? skoraj v celoti v smeri z osi

ω =
(
θ̇, φ̇ sin θ, (ψ̇ + φ̇ cos θ)

)
≈ (0, 0, ω3) , (1.247)

torej v smeri simetrijske osi vrtavke. V primeru hitre precesije je kotna hitrost precesije okrog
navpičnice očitno neodvisna od teže vrtavke. V tem primeru jo lahko zapǐsemo tudi v obliki

ω =
(
θ̇, φ̇ sin θ, (ψ̇ + φ̇ cos θ)

)
≈ 1
J cos θ

(0, J3ω3 sin θ, Jω3 cos θ) . (1.248)

Ker smo smer zf določili z enačbo ẑf = sin θŷ + cos θẑ, potemtakem sledi, da je v primeru hitre
precesije celotna kotna hitrost skoraj v celoti v smeri zf osi. Vsi ti zaključki so intuitivno zelo
lahko razumljivi.

Za hitro se vrteče vrtavke dostikrat opazimo, da kažejo počasno precesijo in majhno nutacijo.
V tem primeru lahko predpostavimo, da sta v gibalnih enačbah φ̇ in θ̇ majhna. V tem primeru
lahko izpustimo vse kvadratne člene in enačbi En. 1.240, kar nam daje

Jθ̈ =
(
Mg`− J3ω3φ̇

)
sin θ. (1.249)

Hkrati pa odvajajmo enačbo En. 1.238 dvakrat po času in se zopet znebimo vseh nelinearnih
členov v kotnih hitrostih. Dobimo

J
d2

dt2
φ̇ sin θ = J3ω3θ̈. (1.250)

Vstavimo sedaj θ̈ v to enačbo, pa dobimo končno

J
d2

dt2
φ̇ = J3ω3

(
Mg`− J3ω3φ̇

)
. (1.251)

Vpeljimo sedaj dve novi kotni hitrosti kot

ωL =
J3ω3

J
ωp =

Mg`

J3ω3
, (1.252)

pa dobimo končno enačbo za časovno spreminjanje φ̇ kot

d2

dt2
φ̇+ ω2

Lφ̇ = ω2
Lωp. (1.253)
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Rešitev zgornje enačbe je
φ̇(t) = ωp −A cos (ωLt+B). (1.254)

Konstante v zgornji rešitvi so seveda odvisne od robnih pogojev. Privzemimo, da je začetna
precesijska hitrost

φ̇(t = 0) = ω0,

in da na začetku nimamo nobene nutacije, torej da je

θ̇(t = 0) = 0, θ(t = 0) = θ0.

Potemtakem najdemo iz En. 1.250, da je tudi

φ̈(t = 0) = 0.

Od tod že sledi, da mora biti

φ̇(t) = ωp − (ωp − ω0) cos (ωLt). (1.255)

Še ena integracija zgornje enačbe nam končno daje

φ(t) = ωpt−
(
ωp − ω0

ωL

)
sin (ωLt). (1.256)

Ustrezno linearizirano rešitev za θ(t) dobimo do najnižjega reda v obliki

θ(t) = θ0 +
(
ωp − ω0

ωL

)
sin θ0(1− cos (ωLt)). (1.257)

Zgornji dve enačbi predstavljata formalno rešitev problema počasne precesije in nutacije. Zadnja
enačba nam govori, da mora biti kot θ med mejama θ0 in θ0 + 2

(
ωp−ω0
ωL

)
sin θ0. Predznak ω0

pove, katera od teh dveh limit zgornja in spodnja meja spremeinjanja θ.
V limitnem primeru, koje ω0 = ωp imamo zgolj enakomerno precesijo. Ko se veča kotna

hitrost vrtavke ω3, se veča tudi njena nutacijska frekvenca ωL, medtem ko se precesijska kotna
hitrost ωp zmanǰsuje. Poleg tega je nutacijska amplituda obratno sorazmerna z ωL. Nutacijo
hitre vrtavke zato težko opazimo, lahko pa jo dobro slǐsimo, če se vrtavka vrti na rezonančni
podlagi! Nutacijsko gibanje vrha vrtavke za različne vrednosti ω0 prikazuje slika.
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Poglavje 2

Elastomehanika

2.1 Kinematika deformacije

Pri deformaciji se izbran del telesa, torej skupek njegovih atomov oziroma molekul, premakne iz
izhodǐsčne v neko drugo lego: če smo pred deformacijo njegovo lego opisali skrajevnim vektorjem
r, oziroma v komponentah xi, jo po deformaciji opǐsemo s krajevnim vektorjem R(r).

Zavedati se moramo, da lahko lego skupka atomov oz. molekul, torej bodisi r ali pa R(r)
definiramo le v snoveh, kjer imajo atomi (oziroma molekule) položajski red dolgega dosega. Vsak
atom oz. molekulo torej lahko označimo tako, da navedemo koordinate točke v prostoru, kjer se
nahaja. Za tekočine (pa tudi večino tekočih kristalov) to ni mogoče, saj se atomi oz. molekule
popolnoma neurejeno gibljejo po prostoru in jih ne moremo povezati z dolčenimi točkami v
prostoru.

Ločimo dva opisa deformacije:

• pri enem preberemo dejanske koordinate nekega izbranega delca v telesu v starem, nedefor-
miranem, koordinatnem sistemu r. To je Lagrangeov opis, ki ga je vpeljal L. de Lagrange
v svojem delu Mecanique analytique, Vol II, (1788), stran 268 . Uporabljamo ga pri teoriji
elastičnosti, kjer nas vedno zanimajo dejanske koordinate delcev snovi pri deformaciji.

• Pri drugem pa preberemo koordinate istega dela telesa v novem - deformiranem koordina-
tnem sistemu R. Tu koordinate niso več vezane na delce snovi, pač pa na element volumna
snovi. To pa je Eulerjev opis, ki ga je Leonhard Euler vpeljal v delu Principes generaux
du mouvement des fluides, Mémoires de l’Academie de Berlin, (1755), stran 274.. Upora-
bljamo ga pri hidromehaniki. Mi se bomo zaenkrat ukvarjali s teorijo elastičnosti in bomo
uporabljali Lagrangeov opis.

Privzeli bomo princip lokalne akcije: deformacije v telesu so posledice lokalnih sil. Učinke
dolgega dosega zanemarimo.

Zakonom, ki povezujejo zunanje učinke z notranjimi odgovori različnih vrst snovi, pravimo
konstitutivni zakoni. Taka sta npr. zakona D = εε0E v elektrodinamiki in F = κ∆l/l pri
deformaciji vzmeti. Da bi izpeljali splošne konstitutivne zakone v elastomehaniki, pa moramo
najprej znati opisati deformaicjo elastičnega tlesa.
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2.1.1 Tenzor deformacije

Posvetimo se najprej kinematiki oz. opisu deformacije v zveznem mediju. Oglejmo si transfor-
macijo r 7−→ R(r); zapisano po komponentah je to:

xi 7−→ Ri(xk) = xi + ui(xk), (2.1)

kjer smo vpeljali vektor deformacije ui(xk), ki pove, za koliko se pri deformaciji premakne
točka, ki je bila pred deformacijo v xk. Komponenten zapis ui(xk) je popolnoma enakovreden
vektorskemu zapisu u(r). Latinski indeksi seveda tečejo od 1 − 3 in predstavljajo komponente
x, y, z.

Razdalja med dvema sosednjima točkama na poljubni mnogoterosti se zapǐse kot

dl20 = g
(0)
ik dxidxk, (2.2)

kjer je g
(0)
ik metrični tenzor pred deformacijo. dr je seveda vektorska razlika položajev dveh

infinitezimalno sosednjih vektorjev.
Pri deformiranem telesu gledamo ustrezno razliko med vektorjema R(r) in R(r + dr). Tu

vpeljemo element razdalje med istima točkama po deformaciji z zvezo

dl2 = gikdxidxk. (2.3)

Deformacijo potemtakem očitno lahko opǐsemo kar z metričnim tenzorjem, Lagrangeove koordi-
nate pa ostanejo iste. Razdalja med dvema bližnjima točkama v telesu pred in po deformacijio
zapǐsemo po definiciji kot

dl2 − dl20 = (gik − g
(0)
ik )dxidxk =: 2uikdxidxk, (2.4)

kjer je uik (Greenov) tenzor deformacije, ki smo ga vpeljali kot

uik =
1
2
(gik − g

(0)
ik ). (2.5)

Tenzor deformacije je očitno tenzor, saj je enak razliki dveh drugih tenzorjev, je pa tudi sime-
tričen, uik = uki, pač glede na lastnosti metričnega tenzorja.

Poskusimo ga izraziti z vektorjem odmika ui(xk)! Začnimo s kartezično 3D mrežo na ne-
deformiranem telesu. Metrični tenzor je kar identitetna matrika, kar pomeni, da od produkta
preživijo le diagonalni elementi, torej elementi z enakim indeksom:

dl20 = dxidxi = dx2
i . (2.6)

Sedaj telo infinitezimalno deformiramo. Vsaka točka xk se preslika v Ri(xk), zato je razdalja
med dvema infinitezimalno bližnjima točkama po deformaciji1:

dl2 = dRidRi = dR2
i . (2.7)

Tu smo prepostavili, da sta si točki, ki sta si blizu pred deformacijo, blizu tudi po njej. Običajno
je to res, razen v primerih, ko se telo pretrga, s katerimi pa se tu ne bomo ukvarjali. Ker je po
definiciji vektorja deformacije R(r) = r + u(r), sledi

dRi = dxi +
∂ui
∂xk

dxk. (2.8)

1infinitezimalna razlika med dvema točkama je še vedno evklidska
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Od tod sledi:

dl2 = dRidRi =
(
dxi +

∂ui
∂xk

dxk

)
·
(
dxi +

∂ui
∂xp

dxp

)
. (2.9)

Zmnožimo in imamo

dxidxi+
∂ui
∂xk

dxidxk+
∂ui
∂xp

dxidxp+
∂ui
∂xk

∂ui
∂xp

dxkdxp = = dl0
2+
(
∂up
∂xk

+
∂uk
∂xp

+
∂ui
∂xk

∂ui
∂xp

)
dxpdxk.

Pri linearnih členih smo indeks i v drugem členu spremenili v p, v tretjem pa v k – to lahko
naredimo, saj so i, p in k nemi indeksi. Po definiciji je kot vemo

dl2 − dl0
2 = 2upkdxpdxk (2.10)

in po primerjavi z preǰsnjo enačbo ugotovimo, da je Greenov tenzor

uik =
1
2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

+
∂ul
∂xi

∂ul
∂xk

)
. (2.11)

Člen ∂ui

∂xk
+ ∂uk

∂xi
imenujemo linearna komponenta tenzorja uik, člen ∂ul

∂xi

∂ul

∂xk
pa nelinearna (kva-

dratna) komponenta tenzorja uik. Mi se bomo ukvarjali z linearno teorijo elastičnosti, zato bomo
nelinearni del zanemarili. To pomeni, da se bomo v nadaljevanju omejili na majhne deformacije.
V linearnem opisu deformacije je uik ravno simetriziran gradient deformacijskega vektorja ui:

uik =
1
2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
. (2.12)

S pomočjo deformaciojskega tenzorja lahko zelo elegantno ugotovimo, kako se v splošnem prema-
knejo deli deformabilnega telesa. Če je v toški r0 vektor deformacije u(r0), potem je v sosednji
točki, oddaljeni za dr od r0, vektor deformacije

ui(r0 + dr) = ui(r0) +
∂ui(r0)
∂xk

dxk +O(dxk). (2.13)

To lahko zapǐsemo tudi takole

ui(r0 + dr) = ui(r0) + 1
2

(
∂ui(r0)
∂xk

+ ∂uk(r0)
∂xi

)
dxk + 1

2

(
∂ui(r0)
∂xk

− ∂uk(r0)
∂xi

)
dxk, (2.14)

oziroma kot

ui(r0 + dr) = ui(r0) + uik(r0)dxk + Ωik(r0)dxk. (2.15)

Prvi del predstavlja torej deformacijo, drugi pa vsebuje nek antisimetrični tenzor Ωik. Ker je
vsak antisimetričen tenzor ekvivalenten nekemu aksialnemu vektorju, ta člen predstavlja rotacijo.
Premiki snovi v deformabilnem telesu so torej sestavljeni iz deformacije in rotacije.

Cauchy je bil prvi, ki se je zavedel, da deformacija snovi nujno implicira tudi lokalno vrtenje
snovi. V svojem najbolj znanem delu Sur les dilatations, les condensations et les rotations
produites pa un changement de forme dans un système de points matériels objavlkjenem leta
1822 je obdelal kinematiko deformacije in pokazal , da nujno vsebuje tudi lokalne rotacije.
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2.1.2 Fizikalen pomen komponent tenzorja deformacije

Zanima nas še pomen komponent tenzorja deformacije. Najprej si oglejmo, kako se transformira
majhen vektor. ki kaže pred deformacijo recimo v x smeri, (dx1, 0, 0). Dolžina tega vektorja je
po deformaciji

dl2 = dx1
2 + 2uikdxidxk = dx2

1 + 2u11dx1
2 = dx2

1(1 + u11). (2.16)

Oziroma od tod ko korenimo in razvijemo po u11 do najnižjega reda

dl = dx1(1 + u11). (2.17)

Od tu dobimo za relativni raztezek vektroja dx1 pred in podeformacijo

u11 =
dl − dx1

dx1
. (2.18)

Enako bi lahko dobili za vse diagonalne komponente tenzorja deformacije. Zaključimo, da dia-
gonalne komponente tenzorja deformacije predstavljajo relativne raztezke v posameznih smereh.

Zanima nas še pomen nediagonalnih elementov v tenzorju. Zato si oglejmo, kako se transfor-
mirajo koti med smermi pred in po deformacijo. Vzemimo ortogonalna vektorja v dveh smereh,
recimo, (dx1, 0, 0) in (0, dx2, 0). Prvi vektor naj se transformira v dR(1) = (dR(1)

1 , dR
(1)
2 , dR

(1)
3 ),

drugi pa v dR(2) = (dR(2)
1 , dR

(2)
2 , dR

(2)
3 ). Pri tem za komponente prvega vektorja po definiciji

zapǐsemo:

dR
(1)
1 = dx1 +

∂u1

∂x1
dx1 =

(
1 +

∂u1

∂x1

)
dx1, (2.19)

kjer je

dR
(1)
2 =

∂u2

∂x1
dx1,

dR
(1)
3 =

∂u3

∂x1
dx1, (2.20)

in za drugi vektor

dR
(2)
1 =

∂u1

∂x2
dx2,

dR
(2)
2 = dx2 +

∂u2

∂x2
dx2 =

(
1 +

∂u2

∂x2

)
dx2,

dR
(2)
3 =

∂u3

∂x2
dx2. (2.21)

Sedaj izračunamo skalarni produkt dR(1) · dR(2) = |dR(1)||dR(2)| cos θ12 in ohranimo le linearne
člene

dR(1) · dR(2) ≈ ∂u1

∂x2
dx1dx2 +

∂u2

∂x1
dx1dx2 = 2u12dx1dx2. (2.22)

Ker je |dx1| · |dx2| do lieanrnega reda enako |dR(1)||dR(2)| (relativni raztezki so namreč po
predpostavki majhni), je

dR(1) · dR(2) = |dR(1)||dR(2)| cos θ12 ≈ 2u12dx
(1)dx(2). (2.23)
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Od tod pa sledi
2u12 = cos θ12. (2.24)

Enak rezultat bi dobili za ostale nediagonalne elemente. Torej je npr. nediagonalni element
u12 polovični kosinus kota med novima smerema prve in druge koordinatne osi, ki sta bili pred
deformacijo pravokotni med seboj.

Kaj pa se zgodi z volumnom telesa po defromaciji? Pred deformacijo je volumski element v
telesu po definiciji

dV0 = dx1dx2dx3, (2.25)

po deformaciji pa
dV = dR1dR2dR3. (2.26)

Iz vektorske analize vemo, da lahko diferencial volumna zapǐsemo z Jacobijevo determinanto J(r)
takole:

dV =
[
det

∂Ri(r)
∂xk

]
dV0 = J(r)dV0. (2.27)

Ker je Ri(xl) = xi + ui(xl) lahko v linearnem redu izpeljemo

J(r) = det
(
∂xi + ui(xl)

∂xk

)
= det

(
δik +

∂ui(xl)
∂xk

)
= (1 + Tr uik) +O(uik), (2.28)

ali drugače
dV − dV0

dV0
= Tr uik. (2.29)

Sled tenzorja deformacije je torej enaka relativni spremembi volumna pri deformaciji. Bilo bi
neprijetno, če bi bila ta relativna sprememba volumna odvisna od izbire koordinatnega izhodǐsča.
Na srečo temu ni tako.

Ponovimo: diagonalni elementi tenzorja napetosti predstavljajo relativne spremembe dožine
vektorjev, nediagonalni spremembe pravih kotov in sled relativno spremembo elementa volumna.

2.1.3 Invariante tenzorja deformacije

Sled Tr uik je invarianta tenzorja in ni vezana na določen koordinatni sistem. To vemo iz li-
nearne algebre. Pri iskanju lastnih vrednosti linearnega operatorja uik so namreč koeficienti
karakterističnega polinoma invariante operatorja:

det(uik − tδik) = −t3 + I1t
2 − I2t+ I3 = 0. (2.30)

Invariante I1,I2,I3 so definirane kot

I1 = 1
2εmnpεinpuim = Tr uik

I2 = 1
2εmnpεmjkunjupk = 1

2

[
(Tr uik)2 − Tr uik

2
]

= 1
2 (ujjukk − ukjujk)

I3 = 1
6εmnpεijkuimujnukp = detuik. (2.31)

V definicijah skalarnih invariant tenzorja smo vpeljali εijk, Levi-Civitajev absolutno antisime-
trični tenzor 3. reda, katerega elementi so:

εijk =

 1 ; (ijk) je soda permutacija
−1 ; (ijk) je liha permutacija
0 ; sicer

(2.32)

Pomagal nam bo pri bolj simetričnem zapisu različnih enačb tudi kasneje. Zati si ga zapomnimo.
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2.2 Lagrangeova funkcija deformiranega telesa in enačba
gibanja

Sedaj imamo opis deformacije telesa in postavi se seveda vprašanje, kakšne so ustrezne gibalne
enačbe. Postopali bomo podobno kot v mehaniki točkastih teles in najprej zapisali ustrezno
Lagrangeovo funkcijo in od tod izpeljali enačbe gibanja.

V klasični (analitični) mehaniki točkasteih delcev lahko izpeljemo osnovno enačbo gibanja
tudi s pomočjo Hamiltonovega načela, tako da poǐsčemo ekstrem klasične akcije

S =
∫
L(r(t), ṙ(t))dt, (2.33)

ki vodi do Euler - Lagrangeove enačbe v obliki

d

dt

(
∂L
∂ṙ(t)

)
−
(

∂L
∂r(t)

)
= 0. (2.34)

Le-ta ni nič drugega kot nekoliko drugačen zapis Newtonovega zakona gibanja. Pri tem je
Lagrangeova funkcija ravno razlika med kinetično in potencialno energijo delca L = Wk −Wp.

Tudi v elastomehaniki lahko postopamo podobno, le da moramo ves čas upoštevati zvezno
naravo snovi, ki jih obravnavamo. Posledica tega dejstva je, da se mora Lagrangeova funkcija
zapisati kot volumski integral po telesu. Kinetična energija zveznega deformabilnega telesa,
katerega lokalne odmike od ravnovesja opisuje deformacijski vektor u(r) se da zapisati kot

Wk =
1
2

∫
V

ρ u̇2(r, t)d3r. (2.35)

Zgornja enačba skorajda ne potrebuje komentarja. nekoliko manj trivialne so zadeve pri po-
tencialni energiji. Najprej bomo predpostavili, da so interakcije med posameznimi deli telesa
kratkega dosega. To pomeni, da so med seboj sklopljeni le najbližji deli okolice neke točke
v elastičnem telesu. Če so atomi ali molekule telesa v ravnovesju na mrežni razdalji a, potem
imamo po predpostavki samo sklopitve med u(r) in u(r + a). Ker pa je

ui(r + a)− ui(r) ∼
∂ui(r)
∂xk

ak +O(a2)

to pomeni, da mora biti potencialna energija zgolj funkcija gradientov vektorja deformacije.

Pomembni predpostavki tu sta dve: da imamo v telesu pozicijski red, ki definira najbližje
sosede in da med seboj interagirajo zopet le najbližji sosedje.

Če nadaljujemo v tej smeri, moramo ugotoviti še, da se gradient vektorja deformacije deli
na simetrični del, ki ustreza pravim deformacijam, in antisimetrični del, ki ustreza lokalnemu
vrtenju. To slednje seveda ne more prispevati k potencialni energiji telesa v ravnovseju. Ostane
nam torej trditev: potencialna energija deformaicje mora biti odvisna od Greenovega tenzorja
deformacije. Potemtakem se mora dati zapisati kot

Wp =
∫
V

f(uik(r, t))d3r−
∫
V

ρ fz · u(r, t)d3r. (2.36)

Drugi del predstavlja zgolj deformacijsko delo zunanjih sil.
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V primeru zveznega telesa torej zapǐsemo nujo v obliki

S =
∫
L
(
ui(r, t), u̇i(r, t),

∂ui(r, t)
∂xk

)
d3rdt (2.37)

kjer je L tokrat gostota Lagrangeove funckije podana z

L
(
ui(r, t), u̇i(r, t),

∂ui(r, t)
∂xk

)
=

1
2
ρu̇2(r, t)− f(uik(r, t)) + ρfz · u(r, t). (2.38)

Glede na to, da je nuja sedaj funkcional štirih parametrov: časa t in treh komponent vektorja r,
lahko ustrezno Euler - Lagrangeovo enačbo zapǐsemo v obliki

∂

∂t

(
∂L
∂u̇i

)
+

∂

∂xk

(
∂L
∂ ∂ui

∂xk

)
−
(
∂L
∂ui

)
= 0. (2.39)

Ker je uik ravno simetriziran gradient vektorja deformacije velja(
∂L
∂ ∂ui

∂xk

)
=
(
∂L
∂uik

)
.

Euler-Lagrangeova enačba En. 2.39 pa se torej končno glasi

ρüi = − ∂

∂xk

(
∂L
∂uik

)
+ ρfzi , (2.40)

oziroma, če upoštevamo, da je v Lagrangeovi funkciji le f(uik(r, t)) odvisna od tenzorja defor-
macije

ρüi =
∂

∂xk

(
∂f(uik(r, t))

∂uik

)
+ ρ fzi . (2.41)

To enačbo ponavadi zapǐsemo še nekoliko drugače. Najprej uvedemo napetostni tenzor kot

pik =
∂f(uik(r, t))

∂uik
, (2.42)

s pomočjo katerega se Euler - Lagrangeova enačba zapǐse kot

ρüi =
∂pik
∂xk

+ ρ fzi . (2.43)

Zgornjo enačbo imenujemo ponavadi tudi bf Cauchyjeva enačba. za zvezno telo in nadomešča
v tem primeru drugi Newtonov zakon. Potencialna energija deformacije pri konstantni tenm-
peraturi ni nič drugega kot prosta energija deformacije. Zgornja definicija tenzorja napetosti
torej pravi, da je le ta enak odvodu proste energije deformacije po tenzorju deformacije. Kot
tak predstavlja posplošitev pojma sile na zvezne medije. A ne pozabimo: pozicijski red in sile
kratkega dosega.

Da bi rešili zgornjo enačbo nam manjka še konstitutivna relacija pik = pik(ui) = pik(uik). V
najbolj preprosti obliki se ta konstitutivna relacija imenuje Hookeov 2 zakon in ga bomo izpeljeli
nekoliko pozneje.

2R. Hooke, 1678
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2.3 Napetostni tenzor

2.3.1 Geometrija sil

Euler-Lagrangeovo enačbo gibanja lahko interpretiramo tudi takole

ρüi =
∂pik
∂xk

+ ρ fzi = ρ fi, (2.44)

kjer je fi celtona sila na enoto mase, ki deluje na telo. Sestavljena je torej iz zunanjih sil in
napetosti v telesu. Celotno silo na telo sedaj dobimo tako, da zgornjo enačbo integriramo po
volumnu telesa V takole

Fi =
∫
V

ρ fid
3r =

∫
V

ρ fei d
3r +

∫
V

∂pik
∂xk

d3r. (2.45)

Prvi integral predstavlja interakcijo z zunanjimi polji kot npr. težnostjo, drugi pa interakcije med
deli telesa. Po analogiji z Gaussovim teoremom, po katerem je integral vektorja a po površini
enak integralu divergence tega vektorja po volumnu∮

akdSk =
∫

∂ak
∂xk

dV

uvidimo da lahko zapǐsemo podobno relacijo tudi za tenzor pik in sicer kot∮
pikdSk =

∫
∂pik
∂xk

dV

. To se da pokazati za vsako komponento i posebej, saj imamo opraviti z Gaussovim izrekom za
vsako komponento i.

Celotno silo, ki deluje na zvezno deformabilno telo lahko potenmtakem zapǐsemo kot

Fi =
∮
∂V

pikdSk +
∫
V

ρ fei (r)d
3r, (2.46)

kjer gre površinski integral ravno po meji volumna telesa ∂V . V primeru, ko nimamo zunanjih
sil, drugi člen seveda odpade. Za nek neskončno majhen del površine je potem pik ravno sila na
enoto površine, ki deluje v smeri i, če normala elementa površine kaže v smeri k. Namesto dSk
pǐsimo produkt enotskega vektorja normale na površino ter elementa ploščine:

Fi =
∮
∂V

piknkdS. (2.47)

Produkt piknk smemo tako interpretirati kot gostoto sile na enoto površine v smeri i. Za-
enkrat še ne vemo nič o simetrijskih lastnostih tenzorja napetosti. Ob te bomo trčli šele pri
ohranjevanju vrtilne količine deformirane snovi.

Obstoj tenzorja napetosti je posledica dejstva, daje potencilna energhija deformacije funkcija
uik, kar pa je zopet posledica dejstva, da so interakcije med deli telesa kratkega dosega in da v
ravnovesju vlkada v telesu pozicijski red dolgega dosega.
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2.3.2 Mohrov krog

2.4 Ekstremalni problem v elastomehaniki

Zgoraj smo torej ugotovili, kako iz Lagrangeove funkcije elastičnega telesa kot funkcije deforma-
cijskega tenzorja pridelamo napetostni tenzor. Ponovimo: če imamo gostoto proste energije v
oblikif = f(uik) potem lahko tenzor napetosti izpeljemo iz En. ??.

Namesto tega, bi lahko sedaj definirali nov termodinamski potencial oblike

e(pik) = f(uik)− uikpik, (2.48)

pri čemer je seveda

pik =
∂f(uik(r, t))

∂uik
. (2.49)

To ni nič drugega kot Legendrova transformacija elastične proste energije. Očitno smo prešli
iz neodvisne spremenljivke uik na neodvisno spremenljivko pik! Torej je e = e(pik). Postopek
je popolnoma analogen prehodu iz neodvisne spremenljivke V v prosti energiji A na neodvisno
spremenljivko p v prosti entalpiji G:

G = A− pV. (2.50)

Sedaj postopajmo analogno kot v termodinamiki. Ravnovesno stanje pri ustreza minimumu
proste entalpije, oziroma (

∂G

∂V

)
= 0 −→ p =

(
∂A

∂V

)
. (2.51)

Podoben razmislek velja tudi za elastični termodinamski potencial En. 2.48(
∂e

∂uik

)
= 0 −→ pik =

(
∂f

∂uik

)
. (2.52)

Ravnovesno stanje v elastomehaniki lahko torej dobimo tudi tako, da poǐsčemo minimum ela-
stičnega potenciala e glede na tenzor elastične deformacije.

S tem smo problem elastičnega ravnovesja prevedli na ekstremalni problem: poǐsčemo f(uik),
izpeljemo prispevek zunanjih napetosti k prosti energiji −uikpik in vsoto obeh minimiziramo po
deformaciji! Velikokrat namesto e uporabimo kar isto črko f .

2.5 Hookeov zakon

Imejmo izotropno in homogeno snov (npr. polikristalitna snov) in skušajmo izračunati gostoto
proste energije za to snov v okviru linearne elastične teorije. Ker je prosta energija od koordina-
tnega sistema neodvisen skalar je lahko zgolj funkcija skalarnih invariant tenzorja deformacije.
Omejimo se le na skalarne invariante do drugega reda glede na deformacijo, kar je v skladu z
linearizacijo tenzorja deformacije.

Kot že vemo, so skalarne invariante koeficienti sekularne enačbe lastnih vrednosti tenzorja
deformacije, in smo jih že zapisali v poglavju o kinematiki deformacije. Zapǐsimo z njimi gostoto
proste energije kot linearno kombinacijo skalarnih invariant do drugega reda:

f(uik) = f0 +A1I1 +A2I
2
1 +A3I2 +A4I3, (2.53)
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oziroma

f(uik) = f0 +A1Tr uik +A2Tr 2uik +
1
2
A3(Tr 2uik − Tr u2

ik) +A4 detuik. (2.54)

Faktor 1
2 pri koeficientu A3 je pisan iz zgodovinskih razlogov in nima globljega pomena. Koefici-

ent A1 mora biti nič, saj sicer napetostni tenzor nikoli ne bi mogel biti ničeln in bi potemtakem
vedno obstajala neka napetost v telesu, četudi to ne bi bilo deformirano. Člen s koeficientom A4

je tretjega reda in ga zato zanemarimo. Razvoj proste energije do kvadratnega reda po tenzorju
deformacije je potemtakem

f(uik) = f0 +
1
2
λ(Tr uik)2 + µTr u2

ik, (2.55)

kjer sta λ in µ Laméjeva elastična modula in sta odvisna od snovnih lastnosti snovi. Izračunajmo
zdaj pik na naçin, ki smo ga izpeljali v preǰsnjem poglavju.

pik =
∂

∂uik

(
f0 +

λ

2
(Tr uik)2 + µu2

ik

)
. (2.56)

Odvod člena f0 je 0, druge pa odvajamo, kot smo vajeni:

∂f

∂uik
= λ(Tr ulj)δik + 2µuik (2.57)

in tako dobimo
pik = λTr uljδik + 2µuik. (2.58)

To je ravno Hookeov zakon, ki pove, kako so napetosti v telesu odvisne od deformacij. Hooke
ga je formuliral kot Ut tensio, sic vis. Za homogeno izotropno telo sta torej dovolj dve
snovni konstanti (v Laméjevem naboru sta to µ in λ), da popǐsemo zvezo med napetostmi in
deformacijami.

Delujmo na Navie rovo enačbo s sledjo. Dobimo

Tr pik = (3λ+ 2µ)Tr uik. (2.59)

Ob vstavitvi te enačbe v izraz za pik in razreševanjem za uik dobimo:

uik =
1
2µ

(
pik −

λ

2µ+ 3λ
δikTr pik

)
. (2.60)

Izpeljali smo torej odvisnost tenzorja napetosti od deformacije in odvisnost deformacije od ten-
zorja napetosti.

Glede na to, da je gostota proste energije kvadratna funkcija uik in glede na to, da je pik
enak odvodu gostote proste energije po uik mora seveda veljati

f = f0 +
1
2
pikuik. (2.61)

To zvezo bomo kasneje večkrat potrebovali in si jo torej dobro zapomnimo. V primeru izotropnega
elastičneg medija imamo torej dvbe elastični (Laméjevi) konstanti. Za anizotropen kristal imamo
v splošnem lahko do 21 elastičnih konstanat.
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2.5.1 Izotropno telo pod izotropno obremenitvijo

Zgornje enačbe nam povedo, kako se obnaša izotropno telo pod vplivom (v splošnem) neizotropnih
napetosti. Če bi bile tudi napetosti izotropne, tedaj je namreč deformacijski tenzor pik = −pδik,
kjer je p ravno tlak, bi se morala naša teorija reducirati na termodinamsko zvezo med izotropno
deformacijo, torej spremembo volumna, in tlakom. Poglejmo, če to drži.

Iz Hookeovega zakona lahko za izotropno obremenitev izpeljemo

Tr pik = −3p = 2µTr uik + 3λTr uik = (2µ+ 3λ)Tr uik. (2.62)

Spomnimo se enakosti Tr uik = dV
V , kjer smo privzeli, da je pritisnjeni tlak majhen in je zato

tudi sprememba volumna (diferencialno) majhna. To nesemo v preǰsnji rezultat

−3p = (2µ+ 3λ)
dV

V
. (2.63)

Če to obrnemo, dobimo enačbo

3
2µ+ 3λ

= − 1
V

(
∂V

∂P

)
T

(2.64)

(predpostavili smo, da je temperatura ves čas konstantna). Po drugi strani je to znan izraz iz
termodinamike:

− 1
V

(
∂V

∂P

)
T

= χT −→ χT =
3

2µ+ 3λ
. (2.65)

Naša teorija je torej v dani limiti popolnoma konsistentna s termodinamiko! Različni deli fizike
so sicer neodvisni, vendar pa vedno med seboj konsistentni.

2.5.2 Hookeov zakon in simetrija elastičnih teles

Različna elastična telesa so invariantna na različne simetrijske operacije, ki jih napravimo nad
njimi. Recimo, izotropno telo je invariantno na vse rotacije in zrcaljenja. Enoosno telo je
invariantno na rotacije okrog glavne osi itd.

Manǰsa je simetrija, torej na manj simetrijskih operacij je telo invariantno, težje je dobiti
prosto energijo. Vseeno pa lahko, če se omejimo na linearno teorijo elastičnosti, zapǐsemo nekaj
splošnih principov, ki veljajo ne glede na simetrijo.

Glede na to, da sta tenzorja napetosti in deformacije oba tenzorja drugega redu, nam (line-
arno) zvezo med njima v splošnem posreduje tenzor četrtega reda (tenzor elastičnega modula):

pik = Kiklmulm.

Glede na to, da sta tako tenzor napetosti, kot tenzor deformacije simetrična tenzorja, mora
veljati

Kiklm = Kkilm = Kikml = Klmik.

Zaradi tega od prvotnih 81 komponent tenzorja elastičnega modula ostane le 21 neodvisnih!

Poiskati jih moram za vsako vrsto simetrije posebej. Kot primer bomo obravnavali le še telo
z enoosno simetrijo.
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2.5.3 Young-Poissonovi snovni konstanti

V tem poglavju se bomo omejili na homogene deformacije, kot je npr. razteg ali skrčitev teles
vzdolž njihovih osi. Imejmo palico, ki jo usmerimo v smeri osi z; Ob raztegu ali skrčevanju
vzdolž te osi so sile na robni ploskvi enakomerne, zato jih bomo opisovali s tlakom p. Ker je
deformacija homogena, je deformacijski vektor uik konstanten po celem telesu, ravno tako tudi
napetostni tenzor pik, ki ga lahko zapǐsemo brez večjih težav ob analizi robnih pogojev. Zunanjih
sil na plašč ni in je zato piknk = 0; na površini je od 0 različna le komponenta pzz = p. Zaradi
homogenosti deformacije privzamemo, da to velja tudi v notranjosti palice.

Zapǐsimo Hookov zakon za diagonalne elemente deformacijskega tenzorja:

uxx = uyy = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
p,

uzz =
µ+ λ

µ(3λ+ 2µ)
p. (2.66)

Komponenta uzz nam meri vzdolžno deformacijo palice; za lažji zapis vpeljimo novo količino:

E =
p

uzz
,

ki ji pravimo Youngov modul. Komponenti uxx in uyy podajata prečno deformacijo palice;
tokrat vpeljemo:

σ = −uxx
uzz

= −uyy
uzz

, (2.67)

ki ji pravimo Poissonovo število. Ti dve količini nadomestita Laméjevi konstanti µ in λ;
zapǐsimo transformacijske enačbe, ki prevedejo Youngov modul in Poissonovo število v stari
nabor:

λ =
Eσ

(1− 2σ)(1 + σ)
, µ =

E

2(1 + σ)
. (2.68)

V obratni smeri:

E =
(3λ+ 2µ)µ
µ+ λ

, σ =
λ

2(µ+ λ)
. (2.69)

Vidimo, da je E pozitivno definiten, σ pa omejen na [−1, 1/2]. To ugotovimo na sledeč način:
če izrazimo σ s pomočjo sisljivosti κ in µ, dobimo

σ =
3κ− 2µ

2(3κ+ 2µ)
, (2.70)

µ pa se seveda lahko spreminja na območju [0,∞)!

Za Poissonovo razmerje ni nobene univerzalne vrednosti, čeprav je Poisson sam, na osnovi
teorije mikroskopskih sil trdil, da mora biti σ = 1

4 . Za železo ponavadi jemljemo σ = 0.3.

Prepǐsimo tudi enačbo Hookovega zakona v obliko, ki vsebuje E in σ:

pik =
E

1 + σ

(
uik +

σ

1− 2σ
ullδik

)
,

kjer je ull sled deformacijskega tenzorja, Tr uik. To enačbo lahko tudi obrnemo; izvedemo Tr na
njej, da ugotovimo zvezo med Tr uik in Tr pik:
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Slika 2.1: Youngov modul za različne snovi kot funkcija njihove gostote

Tr pik =
E

1 + σ

(
Tr uik +

3σ
1− 2σ

Tr uik

)

(faktor 3 v drugem členu na desni pride od Tr I). Torej:

Tr pik =
E

1− 2σ
Tr uik ⇒ Tr uik = ull =

1− 2σ
E

pll.

To nesemo v Hookovo enačbo:

pik =
E

1 + σ

(
uik +

σ

1− 2σ
1− 2σ
E

pllδik

)
in dobimo na koncu

⇒ uik =
1 + σ

E

(
pik −

σ

1 + σ
pllδik

)
.

Različne nabore elastičnih konstant lahko strnemo v takšno tabelo

izražen(a) z λ µ E σ

λ , µ µ(3λ+2µ)
λ+µ

λ
2(λ+µ)

λ, σ λ(1−2σ)
2σ

λ(1+σ)(1−2σ)
σ

E, σ σE
(1+σ)(1−2σ)

E
2(1+σ)

Tabela 2.1: Zveze med različnimi nabori elastičnih konstant.

Iz zgodovisnkih razlogov bomo v nadaljnjih formulacija izmenično uporabljali tako Laméjev
kot Young - Poissonov nabor elastičnih konstant. Različne vrednosti Youngovega modula za
različne snovi prikazuje slika Sl. 2.5.3.
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2.6. NAVIEROVA ENAČBA POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

2.6 Navierova enačba

L. Navier je se je ukvarjal z elastičnostjo še preden je formuliral svoje znamenite enačbe hidrodi-
namike. Svoje delo Lois de’l équilibre et du mouvement des corps solides élastiques je prebral 14
maja leta 1821 pred Aca’ emie des Sciences v Parizu, kar je nekako leto preden je objavil svoje
delo o hidrodinamiki. Njegovo izhodǐsč e v obeh primerih je bila molekularna hipoteza. Predpo-
stavil je, da med molekulami telesa delujejo določne sile kratkega dosega. Če telo deformiramo,
se zaradi spremenjenih razdalj med molekulami pojavjo notranje napetosti v telesu, ki morajo
biti nasprotno enake zunanjim napetostim. na ta način je Navieru uspelo izpeljati zvezo med kot
bi danes rekli elastičnim modulom in odvisnostjo molekularnih sil od razdalje med molekulami.
Njegova izpeljava daje izraz

µ, λ ∼ 4π
30

∫ ∞

0

drr4f(r), (2.71)

kjer je f(r) molekularna sila. Njegovo delo je močno kritiziral Poisson, vendar ga ni uspel bistveno
popraviti, razen v etem, da je za f(r) vzel nek približen analitičen izraz tipa f(r) ∼ exp−rm.
Lamé je po drugi strani videl protislovje med zveznostjo snovi na eni strani in molekularni
hipotezo na drugi strani. Oba, Lamé in Cauchy sta se trudila formulirati teorijo elastičnosti na
tak način, da nikjer ne bi eksplicitno vsebovala molekularne hipoteze. To jima je tudi uspelo
in danes teorijo elstičnosti kakor tudi hidrodinamiko vpeljemo na Laméjev način ne da bi se pri
tem sklicevali na kakršnokoli molekularno hipotezo v smislu Naviera.

Zdajle smo pripravljeni na reševanje Caucjyjeve enačbe gibanja3 saj poznamo tudi zvezo
med napetostnim tenzorjem in tenzorjem deformacije. Začnimo torej z

ρüi = ρfzi +
∂pik
∂xk

. (2.72)

Tenzor napetosti je za izotropno telo podan s Hookeovim zakonom in zato lahko brez težav
izračunamo njegovo divergenco ∂pik/∂xk:

∂pik
∂xk

=
E

1 + σ

(
∂uik
∂xk

+
σ

1− 2σ
∂ull
∂xk

δik

)
. (2.73)

Vemo, da je

uik =
1
2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
(2.74)

in od tod sledi, da je

∂uik
∂xk

=
1
2

(
∂2ui
∂x2

k

+
∂

∂xk

∂uk
∂xi

)
=

1
2

(
∂2ui
∂x2

k

+
∂

∂xi

∂uk
∂xk

)
,

∂ull
∂xk

=
1
2

(
2
∂

∂xk

∂ul
∂xl

)
. (2.75)

Spoznamo, da so ∂2ui/∂
2xk kompomente Laplaceovega operatorja (∇2u), ∂ul/∂xl komponente

divergence (∇ · u) in ∂/∂xk komponente gradienta (∇u). Upoštevamo še, da sta l in k nema
indeksa in sestavimo oba člena za divergenco. Dobimo:

∂pik
∂xk

=
E

2(1 + σ)

[
∂2ui
∂x2

k

+
1

1− 2σ

(
∂

∂xi

∂uk
∂xk

)]
. (2.76)

3omejili se bomo na izotropno trdno snov.
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Če dobljeno enačbo razpǐsemo v vektorsko obliko, dobimo Navierovo enačbo:

ρü = ρfz +
E

2(1 + σ)

[
∇2u +

1
1− 2σ

∇(∇ · u)
]
. (2.77)

V arvnovesju je lokalni pospešek delov telesa enak nič. Če delujemo na Navierovo enačbo v
statičnem ravnovesju z divergenco, potem dobimo

0 = ρ∇ · fz +
E(1− σ)

(1 + σ)(1− 2σ)
∇2(∇ · u). (2.78)

Relativne spremembe lokalnega volumna telesa v statičnem ravnovesju so torej povezane z di-
vergenco zunanjih sil.

Navierova enačba jer parcialna diferencialna enačba za vektor deformacije. Da bi jo rešili
sevad potrebujemo še robne in začetne pogoje. Robni pogoji so lahko formulirani za vektor
deformacije ali pa za komponente tenzorja napetosti an robu.

2.6.1 Lastnosti rešitev Navierove enačbe

Navierovo enačbo se splača kdaj zapisati še nekoliko drugače, če upoštevamo vektorsko identiteto

∇∇ · u = ∇2u +∇×∇× u; (2.79)

dobimo

ρü = ρfz +
E

(1 + σ)(1− 2σ)

[
(1− σ)∇2u +

1
2

(∇×∇× u)
]
. (2.80)

V ravnovesju in če ne delujejo nobene zunanje sile sta leva stran in prvi člen na desni enaka 0.
Ostane nam

0 = (1− σ)∇2u +
1
2
(∇×∇× u). (2.81)

Poglejmo si lastnosti funkcije u, ki zadošča zgornji enačbi! Analizo začnimo z izvajanjem ∇· na
zgornji enačbi

∇ · ∇2u ≡ ∇2∇ · u. (2.82)

Hkrati pa velja
∇ · ∇ ×∇× u ≡ 0,

in potemtakem sledi
∇2∇ · u = 0. (2.83)

Vidimo, da je ∇·u harmonična funkcija; ker Tr uik = ∇·u opisuje relativno spremembo volumna,
se torej volumen spreminja harmonično! Za funkcijo u izvemo še več, ko na Navierovo enačbo
delujemo z ∇2 in upoštevamo ravno dokazano harmoničnost ∇ · u. Dobimo

∇2∇2u = 0. (2.84)

Torej je funkcija u biharmonična. Navierova enačba, ki je osnovna enačba elastomehanike, in
povezuje vektor deformacije z zunanjimi silami, je linearna parcialna vektorska enačba 2. reda.
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2.6.2 Navierova enačba za nestisljivo elastično telo

V mnogih primerih lahko stisljivost elastičnih teles zanemarimo, oziroma raziskujemo limito
Navierove enačbe v primeru zelo majhne stisljivosti. Tipičen primer bi bil študij deformacije
našega planeta pod vplivom različnih zunanjih in notranjih sil.

Hookov zakon za homogeno, izotropno telo se kot vemo glasi

pik = λuiiδik + 2µuik. (2.85)

Vemo, da sled tenzorja deformacije opisuje stisljivost telesa. Za slabo stisljivo telo je potemtakem
elastični modul λ zelo velik, medtem ko gre uii −→ 0. Predpostavimo, da je v limiti njun produkt
končen λuii −→ −p in da lahko zapǐsemo Hookova zakon za nestisljivo telo kot

pik = −pδik + 2µuik. (2.86)

Statiňa Navierova enačba se v tem rpimeru glasi

0 = ρfz + µ∇2u−∇p. (2.87)

K tej enačbi moramo seveda dodati še pogoj za nestisljivost

∇ · u = 0. (2.88)

Iz tega pogoja dobimo, da mor ana robu nestisljivega telesa veljati

0 =
∫
V

∇ · u d3r =
∮
∂V

(u · n) dS. (2.89)

Zgornji dve enačbi nam omogočata, da zapǐsemo posebej še enačbo za p sam. Delujmo na zgornjo
enab̌o En. 2.90 z divergenco in upoštevajmo En. 2.88. Dobimo

0 = ρ∇ · fz −∇2p. (2.90)

Če so zunanje sile konzervativne in se dajo izraziti s harmoničnim potencialom, torej

fz = ∇V in ∇2V = 0,

potem seveda velja
0 = ρ∇V + µ∇2u−∇p in pa 0 = ∇2p. (2.91)

Torej je tudi p harmonična funkcija. Poglejmo še, kako se v primeru nestisljivega elastičnega
telesa glasi robni pogoj na površini telesa ∂V z normalo nk = xk

r . Po definiciji napetostnega
tenzorja v tem primeru imamo

Ti = piknk = −pni + µ

(
∂ui
∂xk

nk +
∂uk
∂xi

nk

)
. (2.92)

Če sedaj definiramo tole količino
ζ = xiui, (2.93)

potem lahko robni pogoj prepǐsemo v obliki

Ti = piknk = −pni + µ
∂ui
∂xk

nk +
µ

r

(
∂ζ

∂xi
− ui

)
. (2.94)
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Kot primer si poglejmo porazdelitev tlaka v nestisljivi krogli pod vplivom njene lastne gravitacije.
V tem primeru ne moremo imeti nobene deformacije, saj je volumska sila izotropna telo pa je
nestisljivo. Imamo pa seveda še vedno lahko porazdelitev tlaka v telesu, saj mora biti njegova
površina neobremenjena. Gravitacija je konzervativna sila in jo lahko zapǐsemo s potencialom

fz = ∇V = ∇
(
− 1

2gr
2
)
. (2.95)

V tem primeru je rešitev za p v obliki

p(r) = 1
2
ρg
a

(
a2 − r2

)
, (2.96)

kjer smo upoštevali, da mora biti površina krogle neobremenjena in mora torej tam biti p = 0.
p ni torej ničdrugega kot tlak v nestisljivem telesu. Sila na površini krogle r = a je

Tk = −p(r = a)nk = 0. (2.97)

V primeru, da površina telesa ni krogla, pač pa telo, ki ga opisuje površinska deformacija ui,
potem je gravitacijska sila na tej površini

Ti = −p(xi = a+ ui(a))nk = −p(r = a)nk +
∂p

∂xk
(r = a)ui + · · · = ∂p

∂r
(r = a)nk

ζ

a
= −ρg

a
ζ.

(2.98)
Če torej površina ni krogla potem nanjo deluje v vsaki točki neka gravitacijska sila enaka teži
stolpca snovi, katerega vǐsina je določena z deformacijo krogle. Ta rezultat bomo uporabili
nekoliko kasneje.

2.7 Izbrane rešitve Navierove enačbe

2.7.1 Gravitacijsko-rotacijski potencial vrteče se krogle

Razǐsčimo potencial sile, ki ustreza skupnemu delovanju sile gravitacije in centrifugalne sile. Na
vsako vrteče se telo, deluje pravokotno na os centrifugalna sila, velikosti ω2R na enoto mase,
kjer je ω kotna hitrost vrtenja in R oddaljenost od osi vrtenja. Smer sile je radialno navzven.
Takšno silo lahko predstavimo tudi s centrifugalnim potencialom oblike

VC(r) = 1
2ω

2R2 = 1
2ω

2r2 sinφ2, (2.99)

kjer je sedaj r oddaljenost od sredǐsča krogle, φ pa je polarni kot. Zapis
¯
imo nekoliko drugače

sedaj centrifugalni potencial in sicer takole

VC(r) = 1
2ω

2r2 sinφ2 = 1
3ω

2r2 − 1
3ω

2r2P2(cosφ), (2.100)

kjer je P2(ζ) = 3
2ζ

2 − 1
2 drugi Legendrov polinom. Za gravitacijski potencial pa že vemo, da je

VG(r) = − 1
2gr

2. (2.101)

Celoten potencial volumsko porazdeljenih zunanjih sil je potentakem

V (r) = VG(r) + VC(r) = − 1
2g(1−

2ω2

3g )r2 − 1
3ω

2r2P2(cosφ). (2.102)

Prvi del tega potenciala, ki je sferično simetričen zaradi nestisljivosti krogle ne povzroča nobene
deformacije. Le-ta je povezana le z drugim členom potenciala, ki ima polarno simetrijo. Poglejmo
si, kako bi izračunali to deformacijo.
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2.8 Rotacijska deformacija planeta

Kot primer reševanja Navierove enačbe si poglejmo deformacijo vrteče se homogene krogle v
primeru, da je nestisljiva. S tem problemom se je v zvezi z obliko našega planeta ukvarjal
Kelvin. Poglejmo si, kako rešimo ta problem. Navierova enačba se v Laméjevem naboru elastičnih
konstant glasi

−∇p+ µ∇2u + ρ∇V = 0. (2.103)

Predpostavimo, da ima zunanji potencial razvoj

∇V =
∑
n

Vn, (2.104)

kjer so Vn polarne krogelne funkcije regularne v izhodǐsču in imajo torej obliko rnPn(cosφ), kjer
je φ azimutni kot. Del tlaka, ki je posledica gravitacijske sile, oziroma člena VG(r) v celotnem
potencialu, in torej nima oblike Vn nastopa aditivno v celotnem tlkau, saj je Navierova enačba
linearna in torej velja princip superpozicije.

Rešitev Navierove enačbe sedaj zapǐsemo s takimle nastavkom: najprej za tlak

p = ρ
∑
n

Vn +
∑
n

pn, (2.105)

kjer so pn zopet neke harmonične funkcije in torej zadoščajo Laplaceovi enačbi. Za deformacijski
vektor pa vzamemo nastavek

u =
∑
n

Anr
2∇pn +

∑
n

Bnrpn +
∑
n

φn, (2.106)

kjer je φn zopet neka harmonična funkcija, ki zadošča Laplaceovi enačbi. V nadaljevanju se
bomo sklicevali na tele lastnosti harmoničnih funkcij, in sicer, če je Vn harmonična, potem mora
veljati

∇2(rVn) = 2∇Vn (r ·∇)Vn = nVn. (2.107)

Nastavka za tlak in deformacijski vektor sedaj vstavimo v Navierovo enačbo in upoštevamo še
pogoj za nestisljivost. Dobimo

1 = 2µ ((2n− 1)An +Bn)
0 = 2nAn +Bn(n+ 3). (2.108)

Konstante An, Bn in pa povezavo med funkcijama pn, φn in Vn bomo dobili iz robnega pogoja.
Pri tem bomo morali upoštevati, da v celotnem tlaku nastopa tako del, ki je posledica potenciala
Vn kot tudi del, ki je posledica gravitacisjkega potenciala VG(r).

Robni pogoj kot že vemo E, 2.94, se glasi

Ti = −pni + µ
∂ui
∂xk

nk +
µ

r

(
∂ζ

∂xi
− ui

)
. (2.109)

Upoštevamo, da ima tlak sedaj dva dela. Del, ki prihaja iz sferičnoi simetričnega gravitacijskega
potenciala in del, ki je posledica potenciala Vn. Zgornja enačba je očitno linearna v odmiku
površine u(∂V ). Če bi vzeli graviotacijski tlak kar na krogelni, torej nedeformirani površini, bi
bil njegov prispevek v zgornji enačbi nič. Vendar, če hočemo biti konsistentni, moramo njegov
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prispevek izračunati na deformirani površini, saj bo le-ta prvega reda v deformciji, tako kot ostali
členi enačbe En. 2.109. Le-ta ima kot vemo obliko En. 2.98 −ρg

a ζ. Tako dobimo za zgornji robni
pogoj

−ρg
a
ζ = −pni + µ

∂ui
∂xk

nk +
µ

r

(
∂ζ

∂xi
− ui

)
, (2.110)

kjer smo upoštevali, da mora biti v ravnovesju celotna sila na površino deformirane krogle enaka
nič, torej Ti = 0. Pri nadaljnjem razvoju zgornje enačbe upoštevamo, da je

ζ =
∑
n

Anr
2npn +

∑
n

Bnr
2pn +

∑
n

nφn, (2.111)

kjer smo upoštevali identitete En. 2.107. S tenmi izrazi lahko robni pogoj izpeljemo v obliki, ki
vsebuje dva dela: eden je sorazmeren lokalni normali ni na mejno površino, ki je v najnižjem
redu kar normala krogle pri r = a, drugi del pa je sorazmeren gradientom funkcij pn, φn. Oba
posebej morata v sploňem biti enaka nič. Od tod dobimo sedaj dve enačbi

−ρg
a

(
Ana

2npn +Bna
2pn + nφn

)
= ρVn − pn + µ (Annpn +Bn(n+ 2)pn) (2.112)

in pa

0 = 2Annpn −Bnpn +
2n
a2
φn. (2.113)

Rešitve teh enačb sta funkciji pn = pn(An, Bn, Vn) in φn = φn(An, Bn, Vn). medtem ko An, Bn
dobimo iz enačb En. 2.108.

Glede na to, da ima rotacijski potencial obliko V2 se v nadaljnjem omejimo na ta primer.
Dobimo

A2 =
5

22µ
B2 = − 4

22µ
. (2.114)

V istem primeru dobimo iz robnega pogoja še

p2 =
ρV2

10
22 −

4
22

(
1 + 3ρga

µ

)
φ2 = − 24ρa2V2

88µ
(

10
22 −

4
22

(
1 + 3ρga

µ

)) . (2.115)

Ta rešitev pa vodi do tele oblike deformacije na robu

ζ = a

(
2φ2 +

6a2

22µ
p2

)
= −

6
22
ρa2V2
µ

10
22 −

4
22

(
1 + 3ρga

µ

) =
2
22
ρa4ω2

µ

10
22 −

4
22

(
1 + 3ρga

µ

)P2(cosφ). (2.116)

Ta izraz predstavlja tudi končno rečitev našega problema. Prvi ga je zapisal Kelvin.

2.8.1 Galerkinov nastavek

V primeru elastičnega ravnovesja smo Navierovo enačbo izpeljali v obliki

∇2u +
1

1− 2σ
∇∇ · u = −2ρ(1 + σ)f

E
. (2.117)
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Ker je ta enačba vektorska, jo ne moremo brez razmisleka rešiti tako elegantno, kot skalarne
enačbe iste vrste. Galerkin je predlagal sledečo pot: najprej uvedemo Galerkinov vektor g, ki
naj bo takole povezan z vektorjem odmika

u = a∇2g − b∇(∇ · g), (2.118)

kjer sta a in b zaenkrat še poljubni konstanti.
Nastavek sedaj nesemo v Navierovo enačbo in dobimo:

a∇2∇2g − b∇2∇∇ · g +
1

1− 2σ
∇∇ · (a∇2g − b∇∇ · g) = −2ρ(1 + σ)f

E
(2.119)

oziroma

a∇2∇2g − b∇2∇∇ · g +
1

1− 2σ
(a∇2∇∇ · g − b∇∇ · ∇∇ · g) = −2ρ(1 + σ)f

E
(2.120)

in še

a∇2∇2g +
(
−b+

a− b

1− 2σ

)
∇2∇∇ · g = −2ρ(1 + σ)f

E
. (2.121)

Parametra a in b sta poljubna parametra nastavka in se ju splača umeriti tako, da člen z ∇2∇∇·g
odpade:

a− b

1− 2σ
− b = 0 ⇒ b =

a

2(1− σ)
.

Torej je nastavek Galerkina za a ≡ 1 tak:

u = ∇2g − 1
2(1− σ)

∇∇ · g. (2.122)

Z njim smo Navierovo enačbo preoblikovali v

∇2∇2g = −2ρ(1 + σ)f
E

, (2.123)

ki jo lažje rešujemo. Ko enkrat dobimo g, u sledi po Galerkinu.

2.8.2 Kelvinov problem

Rešimo zdaj Navierovo enačbo z Galerkinovim nastavkom za konkreten problem in poglejmo, če
lahko kaj povemo tudi o splošni rešitvi! Naj bo sila f diskretna zunanja sila skoncentrirana v
točki r0, ki jo opǐsemo z Diracovo δ funkcijo:

f = fδ3(r− r0).

Takšnemu problemu v elastomehaniki pravimo tudi Kelvinov problem. Za rešitev Kelvinovega
problema potrebujemo najprej fundamentalno rěistev biharmonične enačbe

∇2∇2u(r) = δ3(r− r0) (2.124)

v neskončnem prostoru. Da bi dobili to rešitev si bomo pomagali z rešitvijo Laplaceove enačbe

∇2w(r) = δ3(r− r0) (2.125)
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ki je

w(r) = − 1
4π|r− r0|

. (2.126)

Torej mora veljati

∇2u(r) = − 1
4π|r− r0|

. (2.127)

Rešitev te enačbe lahko brž zapǐsemo kot

u(r) = −|r− r0|
8π

+ const. (2.128)

Preverimo, da je to res rešitev En. 2.127. Velja

∇2u(r) = ∇·(∇u(r)) = −∇·
(

r− r0

8π|r− r0|

)
= − 3

8π|r− r0|
+

1
8π|r− r0|

= − 1
4π|r− r0|

, (2.129)

kar je bilo treba dokazati. Torej sedaj vemo, da je rešitev biharmonične enačbe En. 2.124 ravno
En. 2.128. Sedaj pa že lahko rešitev za Galerkinovo funkcijo pri Kelvinovem problemu zapǐsemo
kot

g(r) =
2ρ(1 + σ)

8πE
|r− r0|f . (2.130)

Izračunajmo še u. Za to potrebujemo najprej

∇2g → ∂2

∂x2
k

gi =
ρ(1 + σ)

4πE
∂2

∂x2
k

(
fi

(r− r0)k
|r− r0|

)
=
ρ(1 + σ)fi

2πE
1

|r− r0|
, (2.131)

in nato še

∇∇ · g → ∂

∂xi

(
∂gk
∂xk

)
=
ρ(1 + σ)fi

4πE
1

|r− r0|
− ρ(1 + σ)fk

4πE
(r− r0)k
|r− r0|

(r− r0)i
|r− r0|

. (2.132)

Če sedaj postavimo vse skupaj nazaj v Galerkinov nastavek, tako končno dobimo

u(r) =
ρ(1 + σ)

2(1− σ)4πE

(
(3− 4σ)

f
|r− r0|

+
(f · (r− r0)) (r− r0)

|r− r0|3

)
. (2.133)

To je rešitev znamenitega Kelvinovega problema. Vekotr deformaicje pri Kelvinovem problemu
lahko primerjamo z vektorjem elektrostatskega polja pri dipolu, kjer je

E(r) = − p
4πε0|r− r0|3

+
3(p · (r− r0))(r− r0)

4πε0|r− r0|5
. (2.134)

Podobnost je očitna, le da pri Kelvinovem problemu vektor deformacije pada z vǐsjo potenco. Di-
polni moment pa je analogen zunanji gostoti sile. Zapǐsimo zgornjo rešitev Kelvinovega problema
še lahko še nekoliko drugače

ui(r) = Gik(r− r0)fk, (2.135)

kjer je Gik(r− r0) fundamentalna rešitev oziroma Greenov tenzor Kelvinovega problema 4:

Gik(r− r0) =
ρ(1 + σ)

8πE(1− σ)

[
(3− 4σ)

δik
|r− r0|

+
(r− r0)i(r− r0)k

|r− r0|3

]
. (2.136)

4Ne mešati fundamentalne rešitve vektorske diferencialne enačbe, ki jo tudi imenujemo Greenov tenzor, s
tenzorjem deformacije
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2.9. ELASTIČNO VALOVANJE POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

Prvi člen v oklepaju opisuje odziv v smeri sile, drugi člen pa spominja na dipol; tako sklepamo
na obliko odziva. Glede na konstrukcijo Gik(r− r0) mora zadoščati sledeči diferencialni enačbi

∇2Gik(r− r0) +
1

1− 2σ
∇ (∇kGik) (r− r0) = −2ρ(1 + σ)

E
δikδ

3(r− r0). (2.137)

Preveri zgornjo enačbo! Če sila ni točkasta, temveč zvezno porazdeljena, lahko ustrezno rešitev
zlahka zapǐsemo v obliki (pokaži, da spodnji nastavek zares reši Navierovo enačbo) konvolucije:

ui(r) =
∫
V

Gik(r− r′)fk(r′)d3r′. (2.138)

S Kelvinovo rešitvijo torej lahko sestavimo poljuben elastični odmik v sredstvu, v katerem je
podana prostorsko odvisna zunanja sila.

2.9 Elastično valovanje

Poglejmo si elastično snov oblike kvadra s stranicami a, b in c, na katero ne delujejo nobene
zunanje sile. Nevierova enačba ima seveda obliko

ρü = µ∇2u + (λ+ µ)∇(∇ · u). (2.139)

Sedaj uporabimo Helmholmtzov teorem. Le ta pravi, da se da vsak vektor u(r), odvisen od
prostorske koordinate, razstaviti na longitudinalno in transverzalno komponento:

u(r, t) = ul(r, t) + ut(r, t), (2.140)

tako da velja:
∇× ul(r, t) = 0, ∇ · ut(r, t) = 0. (2.141)

To pomeni, da morata biti ul(r, t) in ut(r, t) med sabo pravokotni. To se najbolje vidi, če
zapǐsemo obe komponenti v Fourierovem prostoru, kjer mora veljati

k× ul(k, t) = 0, k · ut(k, t) = 0.

To hkrati že tudi pomeni, da sta longitudinalna in transverzalna komponenta med seboj pravo-
kotni (zakaj?):

ul · ut = 0.

Nastavek za rešitev Navierove enačbe sedaj zapǐsemo v obliki Fourierove transformacije tako
v prostorskem kot v časovnem delu harmonskih valov. To pomeni, da rešitev razstavimo na vsoto
potujočih harmonskih valov.

u(r, t) =
∑
k,ω

A(k, ω)ei(k·r−ωt). (2.142)

S tem nastavkom lahko Navierovo enačbo prepǐsemo v obliki∑
k,ω

ei(k·r−ωt)
(
(ρω2 − µk2)A(k, ω)− (λ+ µ)k(k ·A(k, ω))

)
= 0. (2.143)
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Ta enačba je seveda rešljiva le, če je determinanta tele matrike enaka nič:

det
(
(ρω2 − µk2)δij − (λ+ µ)kikj

)
= 0, (2.144)

oziroma
(ρω2 − µk2)3 − (ρω2 − µk2)2(λ+ µ)k2 = 0. (2.145)

Od tod pa dobimo za ω tri rešitve:

ω2
1,2 =

µ

ρ
k2

ω2
3 =

λ+ 2µ
ρ

k2. (2.146)

Hitro se da ugotoviti (na Navierovo enačbo enkrat delujemo z ∇· in drugič z ∇×), da lastne
frekvence ω1,2 opisujejo transverzalan valovanja (z dvema možnima polarizacijama) in lastna
frekvenca ω3 longitudinalna valovanja. Longitudinalna valovanja ustrezajo spreminjanju lokalne
gostote snovi in imajo zato večjo elastično konstanto (λ+2µ proti λ za transverzalan valovanja).

2.9.1 Valovanja kot harmonski oscilatorji

2.10 Debyejev model trdnega telesa

Zgornja spoznanja bomo uporabili pri izračunu termičnih lastnosti trdne elastične snovi. Debye
5 je predpostavil, da poarzdelitev nihanj elastičnega telesa opisuje kvantna statistična mehanika,
kjer se notranj energija oscilatorja s frekvenco ν izraža kot

U1(ν) =
hν

e
hν
kT − 1

. (2.147)

Če vsa nihanja elastičnega telesa predstavljajo kvantne harmonske oscilatorje, potem je njegova
celotna notranja energija enaka

U =
∫
U1(ν)dN = 4πV h

(
2
c3l

+
1
c3t

)∫ νmax

0

ν3

e
hν
kT − 1

dν, (2.148)

kjer je po Debyeju νmax neka največja možna frekvenca nihanja, ki jo izračunamo tako, da
izenačimo celotnoi število vibracijskih stanj s celotnim številom prostostnih stopenj telesa.

Poglejmo si zato najprej celotno število stanj telesa, v katerem imamo elastično valovanje z
valovnim vektorjem k. Predstavljajmo si, da je naš elastičen medij kocka s stranico L, na robu
katere mora biti vrednost vektorja elastičnega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kakšen drug robni
pogoj, a končen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj
diskretne vrednosti podane z

k =
2π
L

n, (2.149)

5P. Debye, Ann. Physik 39 (1912) 789. Peter Debij (Debye) je bil nizozemski fizik, ki je izračunal lastna
nihanja elastične krogle s prosto površino in na osnovi teh rešitev in takratne kvantne mehanike postavil model
trdnega telesa.
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kjer je n = (n1, n2, n3, . . . ) in so ni cela števila. Ker je potemtakem dk = 2π
L dn, lahko za element

volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapǐsemo

d3k =
2π
L

∆nx
2π
L

∆ny
2π
L

∆nz · · · =
(2π)3

V
d3n, (2.150)

kjer smo z V označili volumen kocke. Za diferencial celotnega števila valovnih stanj v telesu tako
lahko zapǐsemo

d3n =
V

(2π)3
d3k. (2.151)

Sedaj upoštevamo, da imamo za vsak k lahko eno longitudinalno valovanje s hitrostjo širjenja
cl = ω3

k in dve transverzalni valovanji s hitrostjo širjenja cl = ω1,2
k . Tako dobimo, če upoštevamo

še ω = 2πν, za celotno število vseh vibracijskih stanj

N =
∫
d3nt +

∫
d3nl =

V

(2π)3

(
2.4πk3

t

3
+

4πk3
l

3

)
=

4π
3
V

(
2
c3l

+
1
c3t

)
ν3. (2.152)

Dvoijka v prvem členu zgornjega oklepaja je posledica dejstva, da imajo transverzalna valovanja
lahko v splošnem dve medsebojno neodvisni smeri polarizacije, obe pravokotni na smer širjenja
valovanja. Longitudinalna valovanja polarizacije nimajo. Celotno število stanj med frekvencama
ν in ν + dν je potemtakem

dN = 4πV
(

2
c3l

+
1
c3t

)
ν2dν. (2.153)

Če je elastično telo sestavljeno iz N preprostih atomov (nimamo torej recimo rotacijskih prosto-
stnih stopenj), potem ima 3N prostostnih stopenj. Debye predlaga torej, da mora veljati

N =
4π
3
V

(
2
c3l

+
1
c3t

)
ν3
max = 3N. (2.154)

Če sedaj definiramo še Debyejevo temperaturo kot Θ = hνmax

k potem lahko celotno notranjo
energijo elastičnega telesa zapǐsemo kot

U = 9N(hνmax)
(
T

Θ

)4 ∫ Θ
T

0

y3dy

ey − 1
. (2.155)

Za trdne materiale kot je diamant je Debyejeva temperatura ≈ 100K, za mehke materiale pa je
lahko le nekaj stopinj.

Pri zadosti visokih temperaturah je zgornja meja integracije Θ/T � 1 in integrand lahko
razvijemo. Dobimo

U(T −→∞) ∼ 9N(hνmax)
(
T

Θ

)4 ∫ Θ
T

0

y2(1− y

2
+

. . .)dy = 3N(hνmax)
(
T

Θ

)
= 3RT, (2.156)

kjer je R univerzalna plinska konstanta. To pa ni nič drugega kot Dulong-Petitov zakon, ki pravi,
da ima specifična toplota preproste trdne snovi univerzalno vrednost

cT =
dU

dT
= 3R. (2.157)

Za nizke temperature Θ/T � 1, kar je fizikalno zanimiveǰsi primer, pa dobimo

U(T −→∞) ∼ 9N(hνmax)
(
T

Θ

)4 ∫ ∞

0

ν3

e
hν
kT − 1

dν =
3π4

5
RT 4

Θ3
, (2.158)
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kjer smo upoštevali, da je
∫∞
0

y3

ey−1dy = 6π4

90 . V tem ptrimeru pa specifično toploto izpeljemo kot

cT =
dU

dT
=

12π4

5
R

(
T

Θ

)3

. (2.159)

Enačba En. 9.131 je popolnoma analogna Stefan - Boltzmannovemu zakonu sevanja črnega
telesa, saj za EM valovanje velja eksaktno, da ima neskončno prostostnih stopenj in je zato zanj
νmax = ∞. Vse na kar moramo paziti pri prehodu iz Debyejeve enačbe do Stefan-Boltzmannove
enačbe je, da EM valovanje nima longitudinalnie komponente in imamo zato eno samo hitrost
širjenja valovanja z dvema polarizacijama.

2.11 Landau – Peierlsov teorem

Vektor deformacije po definiciji opisuje povprečne elastične odmike v telesu. Zaradi termičnih
fluktuacij (Brownovega gibanja) posamezni deli telesa fluktuirajo okrog teh povprečij. Zvezen
opis medija je smiselen le, če so te fluktuacije majhne v primerjavi s povprečjem. Ugotovimo, če
to drži.

Začnimo z zapisom gostote proste energije v Young - Poissonovem naboru konstant

f = f0 +
E

2(1 + σ)
(u2
ik +

σ

1− 2σ
Tr 2uik),

potemtakem je prosta energija sama

F = F0 +
E

2(1 + σ)

∫
(u2
ik +

σ

1− 2σ
Tr 2uik)dV.

To je v bistvu elastični Hamiltonian telesa saj predstavlja vso energijo, ki ustreza makro-
skopskim prostostnim stopnjam, ki jih opisuje vektor oziroma tenzor deformacije. Po ekviparti-
cijskemm teoremu pa vemo, da vsaka prostostna stopnja, ki v Hamiltonijanu nastopa kvadratno,
prispeva kBT k povprečni energiji. Ta razmislek nam bo pomagal izračunati velikost termičnih
fluktuacij vektorja deformacije v elastičnem mediju.

Ker predpostavimo, da imamo opravko z neskončnim elastičnim medijem (termodinamska
limita) nastavimo najprej deformacijski vektor v obliki superpozicije ravnih valov, torej v obliki
Fourierovega integrala ali vrste (razlika ni pomembna, zato bomo pisali simbolično

∑
k, ki naj

pomeni bodisi seštevanje po diskretnih valovnih vektorjih ali pa integriranje po zveznem valovnem
vektorju)

ui(r) =
∑
k

ui(k)eik·x.

Od tod hitro lahko dobimo tudi deformacijski tenzor v Fourierovi reprezentaciji

ulj =
1
2

(
∂ul
∂xj

+
∂uj
∂xl

)
=
∑
k

1
2
(ulkj + ujkl)ieik·x.

Izraz znotraj vsote je ravno Fourierova transformiranka ulj(k):

ulj(k) =
i

2
(kjul + kluj).
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Fourierovo transformiranko sledi deformacijskega tenzorja lahko potemtakem zapǐsemo kot

Tr uij(k) = ikjuj = ik · u.

Sedaj lahko vse to vstavimo v izraz za prosto energijo in dobimo:

F = F0 +
E

4(1 + σ)

∑
k

(
k2|u(k)|2 +

1
1− 2σ

|k · u(k|2
)
.

Tu naj opozorim, le še na splošno definicijo kvadrata absolutne vrednosti kompleksne količine:

|t(k)|2 = t(k)t∗(k) = t(k)t(−k) (2.160)

kjer sem upošteval, da je t(r) realen in mora potemtakem veljati t∗(k) = t(−k). Domnevam, da
vam je to znano iz Analize II.

Preoblikujmo izraz za elastično prosto energijo v obliko, kjer bodo nastopali le kvadrati
posameznih vektorjev, torej se hočemo znebiti skalarnega produkta, ki nastopa v zadnjem členu
in zato sklaplja med sabo različne komponente vektorja u. Šele tedaj bomo, namreč, lahko
uporabili ekviparticijski izrek.

Sedaj upoštevamo že znani Hlemholtzev teorem in nadomestimo vektor deformacije z vsoto
njegove longitudinalne in transverzalne komponente . Tako dobimo v enačbi za prosto energijo:

F = F0 +
E

4(1 + σ)

∑
k

(
k2(ul

2 + ut
2
)

+
1

1− 2σ
k2ul

2), (2.161)

oziroma

F = F0 +
E

4(1 + σ)

∑
k

(
2(1− σ)
1− 2σ

k2ul
2 + k2ut

2

)
. (2.162)

S tem smo diagonalizirali prosto energijo: v izrazu nastopajo le kvadrati, ni nobenih mešanih
členov.

Zdaj pa uporabimo ekviparticijski teorem: če imamo v Hamiltonianu člene, ki so popolni
kvadrati (npr. 1

2kx
2, 1

2mv
2
x, . . . ), potem vsak člen (vsaka prostostna stopnja) prinese 1

2kBT
energije. Elastično prosto energijo v tem primeru obravnavamo kot elastični Hamiltonijan. To
je dopustno, saj opisuje vse relevatne makroskopske prostostne stopnje.

V našem primeru s takim razmislekom dobimo

E(1− σ)
2(1 + σ)(1− 2σ)

k2 < ul
2 >=

D

2
kBT,

E

4(1 + σ)
k2 < ul

2 >=
D

2
kBT.

V zgornjih izrazih sem predpostavil, da sta oba vektorja ul in ut D dimenzionalna. O tem
več malo kasneje. Povprečni vrednosti kvadrata longitudinalne in transverzalne komponente sta
torej:

< ul
2(k) >=

D

2
kBT

2(1 + σ)(1− 2σ)
(1− σ)Ek2

, < ut
2(k) >=

D

2
kBT

4(1 + σ)
Ek2

,
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oziroma

< u2(k) >=< ul
2(k) > + < ut

2(k) >= DkBT
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
1
k2
.

Za povprečno vrednost kvadrata neke količine pravimo tudi, da opisuje fluktuacije te količine
okrog povprečja. Elastične fluktuacije se torej spreminjajo kot 1/k2: večji kot je k, manǰsa
je fluktuacija. Ker je velikost valovnega vektorja k = 2π

λ , kjer je λ valovna dolžina, pomeni
odvsinost fluktuacij kot k−2 to, da so največje fluktuacije tiste z veliko valovno dolžino. Torej
tiste, ki se v prostoru le počasi spreminjajo!

To kar nas zanima pa niso toliko lokalne fluktuacije, ampak mera fluktuacij v celotnem
mediju. To lahko definiramo kot

< u2 >=
1
V D

∫
< u2(r) > dDr =

1
V

∑
k

< u2(k) >=
1
V

∑
k

DkBT
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
1
k2
,

pri čemer smo uporabili Parsevalov teorem. Če se ga ne spomnite, potem ga zapǐsimo
eksplicitno ∫

|u(r)|2dDr =
∑
k

|u(k)|2. (2.163)

Velja v poljubno dimenzionalnem prostoru, v katerem je volumski element dDr.
Sedaj se moramo končno posvetiti temu, kaj pravzaprav pomeni

∑
k. Predstavljajmo si,

da je naš elastičen medij kocka v D dimenzionalnem prostoru, s stranico L, na robu katere
mora biti vrednost vektorja elastičnega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kakšen drug robni pogoj, a
končen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj diskretne
vrednosti podane z

k =
2π
L

n, (2.164)

kjer je n = (n1, n2, n3, . . . ) in so ni cela števila.
∑

k torej pomeni seštevanje po vseh diskretnih
vrednostih k podanih z zgornjo enačbo. Ko večamo volumen telesa (termodinamska limita:
L −→ ∞) ta vsota zvezno prehaja v integral, saj so sosednje vrednosti k čedalje bolj skupaj
(zakaj?). Torej lahko v termodinamski limiti vsoto po k razpǐsemo kot∑

k

f(k) =
∑

nx,ny,nz...

f(nx, ny, nz, . . . ) =
∑
{n}

∆nx∆ny∆nz . . . f(n)

−−−−−→
L→∞

∫
dnxdnydnz . . . f(n) =

∫
dDnf(n). (2.165)

V tem izrazu smo upoštevali, da se sosednja stanja razlikujejo za ∆nx = ∆ny = ∆nz = · · · =
1. Preostane nam le še tale razmislek: ker je dk = 2π

L dn, lahko za element volumna v D
dimenzionalnem Fourierovem prostoru zapǐsemo

dDk =
2π
L

∆nx
2π
L

∆ny
2π
L

∆nz · · · =
(2π)D

V D
dDn, (2.166)

kjer smo z V D označili volumen kocke v D dimenzionalnem prostoru. Potemtakem lahko zapǐsemo∑
k

f(k) = V D
∫

dDk
(2π)D

f(k). (2.167)
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Sedaj smo pripravljeni, da velikost elastičnih fluktuacij ocenimo v poljubnem D dimenzionalnem
prostoru. Omejili se bomo le na D = 1, 2, 3. Izpeljali smo namreč, da velja

< u2 >=
∫

dDk
(2π)D

< u2(k) >= DkBT

∫
dDk

(2π)D
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
1
k2
. (2.168)

Poglejmo, kaj dobimo od tu za različne vrednosti demenzije D telesa. Oglejmo si rezultate za
D = 3, 2 in 1, ki bodo opisovali elastične fluktuacije v trodimezionalnem telesu, površini in
enodimenzionalnem telesu.

3D telo: integracijsko območje velikosti valovnega vektorja k je na zgornji meji omejeno z
razdaljo med dvema atomoma a (ne moremo imeti valovanja, ki ima valovno dolžino manǰso kot
je razdalja med dvemna atomoma, kajti kaj le bi v takem primeru valovalo?), ter na spodnji z
velikostjo telesa , L (tudi tu je precej očitno, da valovanja v telesu, ki ima večjo valovno dolžino
kot je telo samo, ne more biti). To lahko zapǐsemo kot

kmin =
2π
L
, kmax =

2π
a
.

Integral, ki je relevanten za izračun velikosti fluktuacij je v tem primeru

∫ 2π/a

2π/L

4πk2

(2π)3k2
dk =

1
2π2

∫ 2π/a

2π/L

dk =
1

2π2

(
2π
a
− 2π

L

)
.

V termodinamski limiti L→∞ torej velja

lim
L→∞

< u2 >= 3kBT
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
2π
a
.

Fluktuacije torej niso nič odvisne od volumna telesa in so tudi v termodinamski limiti končne.
3 dimenzionalna snov lahko torej obstaja v trdni obliki in jo lahko opǐsemo z makroskopsko
(kontinuumsko) teorijo elastičnosti. Primer so kristalne mreže (NaCl).

2D telo: Spodnja in zgornja meja integrala sta enaki kot v 3D primeru. Integral pa je tokrat

∫ π/L

π/a

2πkdk
(2π)2k2

=
1
2π

log
L

a
.

Tako dobimo za velikost elastičnih fluktuacij

lim
L→∞

< u2 >= 2kBT
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
1
2π

lim
L→∞

log
L

a
.

V limiti L → ∞ vrednost elastičnih fluktuacij logaritemsko divergira. Taki snovi pravimo
kvazitrdna snov. Čeprav v termodinamski limiti elastične fluktuacije formalno divergirajo, pa
je ta divergenca šibka (logaritemska). Zato je tudi za takšne snovi elastični opis v glavnem
ustrezen. Primer so nekatere vrste tekočih kristalov npr. kolumnarni tekoči kristal.
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1D telo: Tudi tokrat sta spodnja in zgornja meja enaki kot v preǰsnjih primerih. Integral daje

∫ π/L

π/a

dk

2πk2
=

1
4π2

(L− a),

od koder sledi velikost elastičnih fluktuacij

lim
L→∞

< u2 >= kBT
(1 + σ)(3− 4σ)

E(1− σ)
1

4π2
lim
L→∞

(L− a).

Tokrat je v limiti L → ∞ divergenca linearna, elastične fluktuacije močno divergirajo, in
naš opis nikakor ni več dober. Enodimenzionalne trdne snovi torej ne morejo obstajati, saj bi
velikanske elastične fluktuacije porušile vsak kristalni red.

Spoznanju, da ne moremo imeti reda dolgega dosega v enodimenzionalnih snoveh pravimo
tudi Landau - Peierlsov teorem.
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Poglavje 3

Hidrodinamika

Do sedaj smo obravnavali trdne snovi, ki se upirajo strižnim silam. Naše sedanje obravnavano
sredstvo pa so tekočine, pri katerih v mirovanju po definiciji ni strižnih sil. Le-te se pojavijo šele
pri gibanju tekočine in so posledica viskoznosti tekočine. Viskoznost pomeni, da skozi tekočino
pri gibanju lahko teče tok gibalne količine tudi pravokotno na smer gibanja!

3.1 Hidrostatika

3.1.1 Osnovne enačbe hidrostatike

V mirovanju torej, kjer ni strižnih sil, lahko zapǐsemo napetostni tenzor kot

pik = −pδik, (3.1)

kjer je p hidrostatski tlak. Zgornjo identiteto imenujemo tudi Pascalov zakon. Če gremo s tem
nastavkom v Cauchyjevo enačbo bomo dobili

ρv̇(r, t) = ρfz(r, t)−∇p(r, t), (3.2)

kjer smo lokalni pospešek označili z odvodom hitrosti, sama hitrost pa je odvod položaja delca
tekočine po času, oziroma v(r, t) = u̇(r, t). V primeru stacionarnega ravnovesja, kjer ni več
odvidnosti od časa, od tu dobimo

ρfz = ∇p(r) = ρ∇U(r), (3.3)

kjer smo privzeli tudi obstoj potenciala zunanje sile. Zgornja enačba je osnovna enačba hidro-
statike. Poleg te enačbe imamo seveda še termodinamsko funkcijo stanja, ki daje zvezo p = p(ρ).
V primeru, da je edina zunanja sila težnost, ki deluje v smeri osi z dobimo

∂p

∂z
= −ρgz = ρ

∂U

∂z
,

kjer smo definirali gravitacijski potencial na enoto mase U(z) = −gzz. Zgornjo enačbo lahko
rešimo v obliki ∫ p2

p1

dp

ρ(p)
= U(z2)− U(z1). (3.4)
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Če poznamo enačbo stanja lahko sedaj dobimo eksplicitno rešitev za p = p(z) oziroma ρ = ρ(z).
Poskušajte sami najti rešitev za idealni plin!

Potreben pogoj za obstoj stacionarne rešitve je torej obstoj potenciala zunanje sile. Ni pa
tudi zadosten. Zadosten pogoj je, da je ta potencial enoznačna funkcija koordinat saj mora tudi
porazdelitev tlaka, če naj opisuje stacionarno ravnovesje, biti enoznačna funckija koordinat.

3.1.2 Teorija plimovanja

Kot primer hidrostatike si poglejmo primer bibavice. Zemljo obravnavamo kot tekočo kroglo z
radijem RE . Imamo maso tekočine dm na površini te krogle, na katero delujeta sili težnosti
Zemlje z maso ME in telesa z maso M (Lune). Označimo z r1 radijvektor mase dm, z r2

radijvektor zemeljskega sredǐsča in z r3 radijvektor Lune. Newtonova enačab za gibanje mase
dm se glasi

dmr̈1 = −GdmME
r
r3
−GdmM

d
d3
, (3.5)

kjer smo z d = r1 − r3 označili radijvektor mase dm v koordinatnem sistemu Zemlje. Enačba
gibanja mase M same v gravitacijskem polju Zemlje pa se glasi

ME r̈2 = −GdmME
R
R3

, (3.6)

kjer je R = r2−r3. Če sedaj prvo enačbo delimo z dm, drugo z ME in ju odštejemo ter označimo
relativno razdaljo r = r1 − r2, dobimo

r̈ = −GME
r
r3
−GM

(
d
d3
− R
R3

)
. (3.7)

Sedaj predpostavimo, da je razdalja med ME in M veliko večja kot razdalja med dm in sredǐsčem
ME , R� r. Ob upoštevanju tega približka dobimo (izpelji!)

d
d3
− R
R3

=
1
R3

(
r− 3

(R · r)
R2

R
)

+O(
r

R
). (3.8)

Enačbo gibanja za element mase dm v koordinatnem sistemu ME torej lahko zapǐsemo kot

r̈ = −GME
r
r3
−GM

1
R3

(
r− 3

(R · r)
R2

R
)

= fz = −∇U(r), (3.9)

kjer je očitno fz sila na enoto mase (dm), U(r) pa je seveda gravitacisjki potencial, ki ga iz En.
3.8 dobimo v obliki (preveri in zipelji!)

U(r) = −GME

r
− GM

R3

(
3
2

(R · r)2

R2
− 1

2
r2
)
. (3.10)

Osnovna enačba hidrostatike se torej v tem primeru glasi

−ρ∇U(r) = ∇p(r). (3.11)

Od tod pa seveda za nestisljivo tekočino že sledi rešitev za odvisnost tlaka tekočine od r

p(r) = ρ
GME

r
+ ρ

GM

R3

(
3
2

(R · r)2

R2
− 1

2
r2
)

+ const. (3.12)
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Za vrednost konstante vzamemo ker vrednost tlaka na površini Zemlje, torej const. = −ρGMRE
,

če je masa M neskončno oddaljena. Od tod pa, če privzamemo, da je r ∼ RE in da je tlak na
površini zemlje p = 0 ter se omejimo zgolj na popravke najnižjega reda, že sledi za bibavično
amplitudo

r −RE ≈
M

ME

R4
E

R3

(
3
2

(R · r)2

(rR)2
− 1

2

)
. (3.13)

Prvotno kroglasta povržina Zemlje se torej deformira v podolgovat elipsoid, ki ima dalǰso os
usmerjeno proti masi M . Ta rezultat je izpeljal že Newton leta 1687. Iz zgornjega računa sledi,

Slika 3.1: Oblika deformacije zemeljske površine zaradi gravitacijske sile Lune. Skala je seveda
nerealna.

da je največja plima pri (R · r) = ±rR in najmanǰsa oseka, kadar je ta skalaren produkt nič. Če
plimovanje povzročata dve nekolinearni telesi, kot npr. Luna in Sonce, potem je rezultirajoča
oblika površine troosni elipsoid. Kadar sta Sonce in Luna poravnana (polna Luna ali ščip)
je plima še posebno velika, kadar pa sta Sonce in Luna pod pravim kotom se njun vpliv na
plimovanje deloma izniči.

Ker se Zemlja vrti okrog svoje osi, bosta bibavična maksimuma šla preko vsake točke na
zemeljski površini približno dvakrat na dan. Bolj natančno: ker se Luna zavrti okrog Zemlje
v 27 1

3 dnevih, bosta bibavična maksimuma šla preko vsake točke na zemeljski površini vsakih
24 + 24

27 1
3

ur. Visoka plima se torej zgodi vsakih 12h 26.5 min in je vsak dan 53 min kasneǰsa.
Obe visoki plimi tudi nista enako visoki zaradi nagnjenosti Zemeljske osi, efekt ki ga potencira
še lokalna topografija morske obale.

Zaradi bibavičnega pretakanja oceanov se disipira približno 5 tW moči, kar zaustavlja vrtnje
Zemelje okoli osi s hitrostjo 28 s na stoletje. Deformacija zemeljske mase (pretežno oceanov)
namrečne sledi veznico med Zemljo in Mesecem, pač pa nekoliko zaostaja. Zaradi tega deluje na
Zemljo navor v smeri, ki zaustavlja njeno vrtenje. Pred 400 miljoni let je bil zaradi tega dan na
našem planeti precej kraǰsi. Trajal je le 22 ur in leto je imelo 395 dni.

3.1.3 Potreben pogoj obstoja statične rešitve

Omenili smo, da je potreben pogoj za obstoj stacionarne rešitve osnovnih enačb hidrostatike
enoznačnost potenciala zunanje sile. Poglejmo si to bolj podrobno na primeru.

Imejmo cilindričen prevoden rezervoar z radijem R napolnjen do vǐsine h s prevodno tekočino
(recimo raztopino soli). Skozi os valja napeljimo žico, ki je preko izvora povezana s prevodnim
plaščem valja. Od žice naj proti plašču valja teče tok I. Ustrezna gostota toka r 1 v tekočini
kaže seveda v radialni smeri in ima po definiciji velikost

|j| = I

2πrh
. (3.14)

Obstoj gostote teko seveda pomeni, da se nosilci naboja v tekočini gibljejo v radialni smeri.
Celoten valj sedaj postavimo v magnetno polje z gostoto B, ki naj kaže v smeri osi valja. Zaradi
tega na gibajoče se nosilve naboja deluje gostota Lorentzove sile

f = j×B, (3.15)

1Glej predavanja iz Elektromagnetnega polja
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ki ima čitno le tangencialno komponento fφ. Njena velikost je

fφ = |f | = I.B

2πhr
. (3.16)

Ta gostota sile ima potemtakem potencial

U(φ) = − I.B
2πh

φ. (3.17)

Za ta potencial je zgolj tangencialne komponente sile različna od nič in enaka

fφ = −∂U(φ)
r∂φ

, (3.18)

kar pa že vemo! Problem s tem potencialom pa je, da ni enoznačna funzkcija φ. Ko na-
mreǒbkrožimo os cilindra se potencial ne vrne na izhodǐsčno vrednost ampak se spremeni za
2π I.B2πh .

Ker pa mora biti hidrostatski tlak enožnačna funkcija koordinat zgornja ugotovitev pomeni,
da takšnega stacionarnega tlaka, ki bi uravnotežil silo f v tem primeru ni. Obstoja zgolj nesta-
cionarna rešitev, ki pomeni, da se začen tekočina gobati v smeri zunanje sile. Dobimo cilindrični
vrtinec, katerega tangencialna hitrost ima vrednost

vφ = |v| = I.B

2πrh
t

ρ
, (3.19)

kjer je t čas trajanja magnetnega polja (izpelji to zvezo!). Če ne bi imeli trenja, bi seveda hitrost
stalno naraščala.

Enoznačen potencial zunanje sile pa lahko dobimo, če v valj vstavimo pregrado, ki sega
od osi do oboda. Če izhodǐsče kota φ sedaj postavimo na mestio pregrade potencial sile ni več
mnogoznačna funkcija kota, saj kotov večjih od 2π sedaj sploh ne moremo imeti. Tekočine se
hoče v tem primeru zavrteti, zato se njen nivo ob pregradi začne dvigovati in sicer toliko časa,
dokler težnost dvignjenega dela ne uravnoteži zunanje Lorentzove sile. V tem primeru dobimo
stacionarno rešitev za tlak, ki opisuje na eni strani pregrade dvignjen in na drugi spuščen nivo
gladine tekočine.

3.2 Kinematika gibanja tekočin

3.2.1 Eulerjeve koordinate

Na pospešek tekočine lahko gledamo na dva možna načina. Lahko se vprašamo: kako se spreminja
hitrost v določeni točki tekočine? ali pa: kako se spreminja hitrost določenega delčka tekočine?
V prvem primeru govorimo o Eulerjevem opisu in v drugem o Lagrangeovem opisu, ki ga
seveda že poznamo iz elastomehanike.

V Lagrangeovem 2 opisu se da položaj vsakega delčka tekočine zapisati kot

r(t) = F (r0, t),

2Nomenklatura je tu precej nezvesta zgodovini. Lagrangeovo metodo je odkril Euler, spoznal njene težave in
jo zavrgel. Lagrange jo je kasneje le uspel s pridom uporabiti na nekaterih primerih. Dovolj, da je dobila ime po
njem. Sicer pa je vseeno, tako eden in drugi bi si ime zaslužila!
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kjer nam vektor r0 predstavlja neko parametrizacijo delčkov tekočine v začetnem času t0. Ob
začetnem času na vsak delček tekočine obesimo zastavico r0 in gledamo, skozi funkcijo F , kako
se giblje. Hitrost nekega delčka tekočine z zastavico r0 je potemtakem kar v(t) =

(
∂r
∂t

)
r0

oziroma
njegov pospešek lahko zapǐsmo kot

v̇(t) =
(
∂v
∂t

)
r0

. (3.20)

Torej preprosto in nazorno, kot pri elastomehaniki. Indeks r0 pomeni, da moramo pri odvajanju
gledati določen delček in njegove “zastavice” ne smemo menjati! Lagrangeova metoda zgleda
precej preprosta, ampak je v večini primerov preveč zapletena, da bi jo uporabili.

Zato Eulerja niso toliko zanimali položaji delcev tekočine, pač pa le njeno hitrostno polje v
odvisnosti od koordinate v tekočini in časa v(r, t). Od tu dobimo trajektorije delčkov tekočine
iz enačbe dr

dt = v(r, t), kar je precej zapleten sistem enačb. Da bi sedaj izpeljali pospešek v
Eulerjevem opisu si oglejmo, za koliko se spremeni hitrost delčka tekočine v tem opisu.

Ta sprememba hitrosti je sestavljena iz dveh delov. Hitrost se spremeni najprej zato, ker je
hitrostno polje časovno odvisno in se zato hitrost delčka tekočine spreminja s časom. Spreminja
pa se tudi zato, ker se delček tekočine v času dt prestavi s položaja r v položaj dr = v(r, t)dt
(do najnižjega reda). Zato lahko zapǐsemo

Dv = v(r + v(r, t)dt, t+ dt)− v(r, t). (3.21)

Diferencial hitrosti smo tu označili z D, da ga ločimo od Lagrangeovega. Za majhne čase od tod
dobimo

Dv(r, t)
Dt

=
∂v(r, t)
∂t

+ (v(r, t) ·∇)v(r, t), (3.22)

in temu odvodu ponavadi pravimo tudi snovni ali substancialni odvod. Drugemu členu v
zgornji enačbi pravimo tudi konvekcijski člen.

3.2.2 Eulerjeva identiteta

Sedaj, ko znamo ločevati med r0 = (x0, y0, z0) in r(t) = (x, y, z) koordinatami si poglejmo, kaj
se dogaja z Jacobijevo determinanto za prehod iz enih koordinat v druge. Ta nam bo namreč
povedala, kaj se dogaja z volumnom tekočine pri gibanju. Velja

J = det
∂xi
∂x0i

= J(r0, t) = det


∂x
∂x0

∂y
∂x0

∂z
∂x0

∂x
∂y0

∂y
∂y0

∂z
∂y0

∂x
∂z0

∂y
∂z0

∂z
∂z0

 . (3.23)

Poglejmo si, kaj dobimo za ∂J
∂t . Determinanto lahko najprej zapǐsemo kot

1
6εmnpεijk

∂xi
∂x0m

∂xj
∂x0n

∂xk
∂x0p

.

Če sedaj to odvajamo po času, dobimo vsoto treh členov. V vsakem od njih nastopa odvod tipa

∂

∂t

∂xl
∂x0r

=
∂ẋl
∂x0r

=
(

∂r
∂x0r

·∇
)
ẋl. (3.24)
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Če sedaj zapǐsem odvod Jacobiana eksplicitno dobim determinanto tele vrste

∂J

∂t
= det


∂vx

∂x
∂x
∂x0

+ ∂vx

∂y
∂y
∂x0

+ ∂vx

∂z
∂z
∂x0

∂y
∂x0

∂z
∂x0

∂vx

∂x
∂x
∂x0

+ ∂vx

∂y
∂y
∂x0

+ ∂vx

∂z
∂z
∂x0

∂y
∂y0

∂z
∂y0

∂vx

∂x
∂x
∂x0

+ ∂vx

∂y
∂y
∂x0

+ ∂vx

∂z
∂z
∂x0

∂y
∂z0

∂z
∂z0

+ det (. . .) + det (. . .) . (3.25)

V drugem členu nastopa podobna determinanta kot v prvem, le da razpǐsemo srednji stolpec za
komponento hitrosti vy in v zadnjem členu isto, le da razpǐsemo tretji stolpec za komponento
hitrosti vz. Determinanta prvega člena se sedaj razcepi na vsoto treh determinant. Prva daje
∂vx

∂x J , drugi dve pa sta nič saj vsebujeta po dva identična stolpca. Tako na koncu dobim Eulerjevo
identiteto

∂J

∂t
= J (∇ · v), (3.26)

ki jo bomo s pridom uporabili pri nadaljnjih izpeljavah.

3.2.3 Kontinuitetna enača za maso tekočine

Poznamo tudi dejstvo, da se masa tekočine, ki jo spremljamo pri gibanju ohranja. Maso nekega
dela tekočine V (t) zapǐsemo kot M =

∫
V (t)

ρdV . Ker se potujoča masa ne sme spreminjati mora
veljati

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dV = 0.

Upoštevali smo substancialni odvod, saj zasledujemo maso v danem volumni med gibanjem.
Pri tem se oblika volumna lahko spreminja in je odvisna od časa. Zgornji odvod bo najlažje
izračunati, če ga pretransformiramo s pomočjo Jacobiana v začetni volumen V0:

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dV =
D

Dt

∫
V0

ρ(r0, t)J(r0, t)dV0 =
∫
V0

(
∂ρ

∂t
J + ρ

∂J

∂t

)
dV0. (3.27)

Sedaj pretransformiram ta integral nazaj v Eulerjeve koordinate, upoštevam Eulerjevo identiteto
in dobim ∫

V (t)

(
D

Dt
ρ+ ρ(∇ · v)

)
dV = 0. (3.28)

Sedaj ražpǐsem še substancialni odvod gostote in dobim

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (3.29)

kar je ravno kontinuitetna enačba za gostoto. Pravi, da se gostota lokalno lahko spreminja le, če
v tisti del prostora teče ali iz njega izteka masni to j = ρv! V primeru, da je tekočina nestisljiva:
∂ρ
∂t = 0, mora biti tok tekočine brez izvorov

∇ · v = 0.
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3.2.4 Reynoldsov transportni teorem

Pri izpeljavah si bomo veliko pomagali z neko posplošitvijo kontinuitetne enačbe, ki j oimenujemo
Reynoldsov transportni teorem. Zanima nas, kaj je D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)F (r, t)dV , kjer je F (r, t) neka
poljubna funkcija gibanja tekočine. Postopamo podobno kot pri izpeljavi kontinuitetne enačbe
za gostoto, torej gremo iz Eulerjevih koordinat v začetne koordinate, odvajamo tam, in gremo
nato nazaj v Eulerjeve koordinate. Takole:

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)F (r, t)dV =
∫
V0

(
∂ρ

∂t
FJ + ρ

∂F

∂t
J + ρF

∂J

∂t

)
dV0 =

=
∫
V (t)

(
ρ
DF

Dt
+ F

D

Dt
ρ+ Fρ(∇ · v)

)
dV. (3.30)

Upoštevamo kontinuitetno enačbo za gostoto pa dobimo Reynoldsov teorem v obliki

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)F (r, t)dV =
∫
V0

ρ(r, t)
DF (r, t)
Dt

dV. (3.31)

3.2.5 Tokovnice in vrtinčnice

Tokovnica je vsaka časovno odvisna krivulja v naravni parametrizaciji, za katero velja, da njena
smer sovpada s smerjo hitrosti v dani točki

ṙ(l, t) =
dr(l, t)
dl

=
v(r, t)
v(r, t)

, v = |v(r, t)|.

Veljajo torej enačbe

ẋ =
dx

dl
=
vx
v

ẏ =
dy

dl
=
vy
v

ż =
dz

dl
=
vz
v
,

oziroma v pregledneǰsi obliki
dx

vx
=
dy

vy
=
dz

vz
. (3.32)

Če je tok stacionaren, torej če hitrost ni funkcija časa v(r, t) = v(r), potem dobimo za tokovnice
enačbo

ṙ(l) =
v(r)
v(r)

. (3.33)

V tem primeru očitno poti delcev, ki jih dobimo iz hitrostnega polja s pomočjo enacbe

dr
dt

= v(r)

sovpadajo s tokovnicami r(l), saj je naravni parameter sorazmeren kar času! Takšnemu toku
pravimo tudi laminaren tok.

Za vrtinčnico pa velja, da njena smer sovpada s smerjo rotorja hitrosti v dani točki

ṙ(l, t) =
dr(l, t)
dl

=
∇× v(r, t)
|∇× v(r, t)|

.
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3.2.6 Kontinuitetne enačbe za idealne tekočine

Videli smo, da se v primeru neidealne, torej viskozne tekočine, njena energija ne ohranja. Zaradi
te disipacije energije ne moremo zapisati kontinuitetne enačbe niti za energijo niti za gibalno
količino. Zadeve so seveda drugačne v idealni tekočini. Poglejmo si kako.

Kontinuitetna enačba za energijo

Privzemimo, da opazujemo nestisljivo idealno tekočino, katere temperatura se sčasoma ne spre-
minja. Pa množimo Eulerjevo enačbo,

ρ

(
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)

= −∇p+ ρf (3.34)

skalarno z v ter upoštevajmo zvezo, ki jo najdemo v zbirki uporabnih formul

1
2
∇ · v2 = (v · ∇)v + v × (∇× v) (3.35)

Dobimo naslednjo zvezo

ρv
∂v
∂t

= −v ·∇p− ρv ·
(

1
2
∇v2 − v × (∇× v)

)
+ ρf · v (3.36)

Skalarni produkt v · (v × (∇× v)) je enak nič, saj množimo medsebojno pravokotna vektorja.
V primeru, ko je polje zunanjih sil konzervativno, ko je torej f = −∇φ sledi zveza

∇ · (ψv) = (∇ψ) · v + ψ · (∇ · v) (3.37)

ne smemo pa pozabiti na naš privzetek; tekočina je nestisljiva, zato je ∇ · v = 0! Ko vpeljemo
novi oznaki za gostoto kinetične energije

ε =
1
2
ρv2 (3.38)

in gostoto energijskega toka

jε = ρv
(
p

ρ
+

1
2
v2 + φ

)
(3.39)

lahko našo pravkar dobljeno zvezo zapǐsemo v obliki kontinuitetne enačbe

∂ε

∂t
+ ∇ · jε = 0 (3.40)

Če je tok stacionaren, tedaj v ni eksplicitno odvisen od časa, lahko kontinuitetno enačbo za
dani volumen (ki se ne giblje s tekočino) preoblikujemo v∫

V

∇ · jεdV =
∮
ρv
(
p

ρ
+

1
2
v2 + φ

)
· dS = 0. (3.41)

Poleg tega seveda velja tudi kontinuitetna enačba za gostoto, v tem primeru v obliki
∮
ρv·dS = 0.

Za integracijsko površino si sedaj izberemo infinitezimalno cev, ki oklepa tokovnico, definirano
kot ṙ(l) = v

v . Integral po plašču cevaste površine okrog tokovnice je enak nič, saj je normala
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plašča venomer pravokotna na tokovnico. Tako od ploskovnega integrala ostane le integracija pa
začetni S1 in končni S2 površini pravokotni na tokovnico. Torej dobimo∫
S1

ρvn

(
p

ρ
+

1
2
v2 + φ

)
· dS =

∫
S2

ρvn

(
p

ρ
+

1
2
v2 + φ

)
· dS

∫
S1

ρvndS =
∫
S2

ρvndS. (3.42)

To spoznanje lahko zapǐsemo v obliki Bernoullijeve enačbe za tokovnico,

p1

ρ1
+

1
2
v2
1 + φ1 =

p2

ρ2
+

1
2
v2
2 + φ2. (3.43)

Z drugimi besedami p
ρ + 1

2v
2 + φ = const., kjer je konstanta v splošnem drugačna za vsako

tokovnico.

Kontinuitetna enačba za gibalno količino

Predpostavimo, da je opazovana tekočina idealna in se osredotočimo na nek stacionaren volumen
V v tej tekočini, ponavadi ga imenujemo tudi kontrolni volumen. Zapǐsimo gibalno količino
in njeno spreminjanje s časom.

G =
∫
V

ρvdV

dGi
dt

=
∫
V

(
∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi
∂t

)
dV, (3.44)

kjer smo upoštevali, da je volumen stacionaren in zato odvod po času ni substancialen. Ko
upoštevamo Eulerjevo in kontinuitetno enačbo, ki se glasita

ρ

(
∂vi
∂t

+
(
vk

∂

∂xk

)
vi

)
= − ∂p

∂xi
∂ρ

∂t
+

∂

∂xk
(ρvk) = 0 (3.45)

dobimo
dGi
dt

=
∫
V

(
−vi

∂

∂xk
(ρvk)−

(
ρvk

∂

∂xk

)
vi −

∂p

∂xi

)
dV (3.46)

to pa razvijemo še naprej v

d

dt

∫
V

ρvidV =
∫
V

∂

∂t
ρvidV =

∫ (
−∂ρvkvi

∂xk
− ∂p

∂xi

)
dV (3.47)

če sedaj uvedemo tenzor toka gibalne količine

πik = pδik + ρvivk (3.48)

dobimo končno kontinuitetno enačbo za gibalno količino v obliki

∂ρvi
∂t

+
∂πik
∂xk

= 0. (3.49)

Gostota gibalne količine se torej lahko spreminja le, če v volumen doteka ali iz njega izteka tok
gibalne količine.
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3.3 Hidrodinamika idealnih tekočin

3.3.1 Eulerjeva enačba

Oglejmo si najprej obnašanje idealne, neviskozne tekočine. Iz Navier-Stokesove enačbe ob priso-
tnostiu zunanjih sil neposredno sledi, če postavimo ζ = 0 in η = 0

ρ

(
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)

= −∇p+ ρf . (3.50)

Gornja enačba nosi ime po Leonhardu Eulerju. Euler jo je v njeni statični limiti najporej izpeljal
v delu Principes généraux de l’etat déquilibre des fluides leta 1775. Izpeljal je torej identiteto

∇p = ρf . (3.51)

Podobno je že pred njim razmǐsljal Clairaut, katerega delo je Euler posplošil. V popolni obliki,
ki torej velja tudi v primeru nestatičnega ravnovesja, je Euler izpeljal svojo enačbo v delu . Nad
svojim odkritjem osnoven enačbe, oziroma Newtonovega zakona, za gibanje idealnih tekočin, je
bil zelo navdušen. Takole ga je opisal

Če nam ne bo uspelo popolnoma razumeti gibanje tekočin to nr smemo pripisati
mehaniki in neustreznemu razumevanju njenih načel, pač pa dejstvu, da nas je pustila
na cedilu analiza sama...3

Euler je slutil, da zgolj z analitičnimi prijemi ne bo mogoče rešiti njegove nelinearne enačbe gi-
banja idealnih tekočin. Usklajen analitično-eksperimentalni pristop je vse od postavitve osnovne
enačbe gibaja idealnih tekočin omogočal napredek v razumevanju hidrodinamike. Ni torej prese-
netljivo, da se je Euler tudi intenzivno ukvarjal z vodno tehniko, predvsem s konstrukcijo turbin,
in na ta način sam pri sebi do največje mere prakticiral analitično-eksperimentalni pristop.

3.3.2 Kelvinov teorem o ohranjevanju cirkulacije

Naj bo naša tekočina idealna. Definirajmo cirkulacijo takole:

Γ =
∮
C(t)

v · dr, (3.52)

kjer je C(t) poljubna zanka, ki se giblje skupaj s tekočino. Poskusimo odgovoriti, kako se obnaša
časovni odvod cirkulacije! Zanko C(t) parametriziramo z naravnim parametrom takole:

C(t) : r(s, t), s ∈ [0, 1], r(0, t) = r(1, t). (3.53)

Torej je substancialni odvod cirkulacije:

DΓ
Dt

=
D

Dt

∫ 1

0

v · ∂r
∂s
ds =

∫ 1

0

(
Dv
Dt

∂r
∂s
ds+ v

D

Dt

(
∂r
∂s

)
ds

)
. (3.54)

3Continuation des recherches sur la théorie du mouvement des fluides, Mémoires de l’Académie de Berlin, 1755
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To prevedemo nazaj na krivuljni integral:

DΓ
Dt

=
∮
C(t)

Dv
Dt

dr +
∫ 1

0

v
∂

∂s

(
Dr
Dt

)
ds =

∮
C(t)

Dv
Dt

dr +
∫ 1

0

v
∂v
∂s
ds

=
∮
C(t)

Dv
Dt

dr +
1
2

∫ 1

0

∂

∂s
v2ds. (3.55)

Integral na desni je enak 0, saj je s = 0 in s = 1 ista točka. Ostane nam:

DΓ
Dt

=
∮
C(t)

Dv
Dt

dr = −
∮
C(t)

∇p
ρ

dr. (3.56)

Zapǐsimo sedaj diferencial specifične entalpije, to je entalpije na enoto mase,

dh = Tds+
dp

ρ
. (3.57)

Kadar je tok izentropen (adiabaten), je ds = 0. Tedaj je dh = 1
ρdp, od koder sledi odvisnost

med gradientom tlaka in gradientom specifične entalpije,

∇h =
1
ρ
∇p (3.58)

Potemtakem dobimo

Γ(t) =
∮
C(t)

v · dl =
∫

(∇× v) · dS = konst. (3.59)

to pomeni, da se v irotacionalni tekočini, ki v začetku ni imela vrtinčnosti ∇×v(r, t = 0) = 0 ta
lastnost ohrani tudi za vse kasneǰse čase. Takšnemu toku pravimo tudi potencialni tok, saj zanj
velja v = ∇φ, kjer je φ hitrostni potencial. Če je tekočina brezvrtinčna, bo taka ostala za vedno,
če pa vsebuje vrtince, se bodo ohranili. Kelvinov teorem je torej teorem o ohranjevanju
vrtinčnosti.

Eno od zanimivih posledic tega teorema dobimo, česi pogledamo vrtinčno nit. Zanjo velja po
Stokesu

∫
ωdS = Γ = const. Če je tekočina nestisljiva, mora veljati tudi

∫
dSdz = V = const..

Od tod pa dobimo

|ω| ∼ Γ
V

∫
dz, (3.60)

čim dalǰsi je vrtinec, tem večja je njegova vrtinčnost! Če torej začnemo z vrtincem z neko
vrtinčnostjo in ta vrtinec raztegnemo, se mu vrtinčnost poveča! S tem lahko pojasnimo opažanja
v zvezi s tornadi, ki so tem močneǰsi čim dalǰsa je tromba. Dolga tromba tornada ponavadi
nastane, kadar je horizontalen veter v zgornjih slojih ozračja močneǰsi kot v spodnjih.

3.3.3 Dinamika vrtinčnosti

Predpostavimo, da ni zunanjih sil, kar je dokaj standardna zahteva. Eulerjeva enačba se potem
glasi:

ρ

(
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)

= −∇p. (3.61)
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Delujmo na enačbo 3.61 z rotorjem in označimo vrtinčnost z ω = ∇× v. Upoštevajmo še, da
je rotor gradienta nič in na koncu dobimo

ρ

(
∂ω

∂t
−∇× (v × ω)

)
= 0, (3.62)

kjer smo upoštevali še tole identiteto (preveri predznake!)

1
2
∇v2 = v × (∇× v) + (v ·∇)v.

Sedaj upoštevajmo še tole precej neprijetno vektorsko identiteto

∇× (F×G) = (G ·∇)F− (F ·∇)G + F(∇ ·G)−G(∇ · F).

Z upoštevanjem te identitete, s pomočjo katere lahko razpǐsemo člen ∇× (v × ω), končno osta-
nemo z

ρ

(
∂ω

∂t
+ (v ·∇)ω

)
= ρ(ω ·∇)v − ρω(∇ · v). (3.63)

Ta enačba je v splošnem še vedno prezapletena, da bi nas razsvetlila. Poglejmo si raje kakšen
zelo pomenljiv limitni primer. Za začetek se omejimo na nestisljive tekočine: ∇ · v = 0. Hkrati
si predstavljajo, da tekočina teče v zelo tanki plasti, tako da lahko njen tok obravnavamo kot
dvodimenzionalen (o tem še več kasneje). Ob teh predpostavkah (pokaži!) lahko izpeljemo bolj
pohlevno verzijo zgornje enačbe

ρ
Dω

Dt
= ρ

(
∂ω

∂t
+ (v ·∇)ω

)
= 0, (3.64)

ki se dogaja v dvodimenzionalnem prostoru! Interpretacija te enačbe je precej nazorna. Podobna
je namreč difuzijski enačbi, razen da ima namesto parcialnega odvoda po času substancialen
odvod. To pomeni, da vrtinčnost, ko se giblje skupaj s tekočino (substancialni odvod!) difundira
v tekočino.

3.3.4 Helmholtzov teorem o vrtinčnosti

V primeru nestisljive, idealne tekočine lahko enačbo za vrtinčnost En. 3.63 zapǐsemo tudi kot

ρ

(
∂ω

∂t
+ (v ·∇)ω

)
= ρ(ω ·∇)v, (3.65)

oziroma
Dω

Dt
= (ω ·∇)v. (3.66)

kar imenujemo tudi Helmholtzova enačba. Hemlholtzov teorem, ki bo slonel na zgornji enačbi
je manj splošen od Kelvinovega, ker dodatno predpostavlja nestisljivost.

Vzemimo sedaj neko vrtinčnico, za katero vemo, da velja po definiciji ṙ(l, t) = dr(l,t)
dl = ω

|ω| .
Vzamemo dve bližnji točki na tej vrtinčnici r2−r1 = R, za kateri mora seveda veljati po definiciji

R = Cω, (3.67)
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kjer je C neka skalarna funkcija, odvisna od tega, kako si izberemo točki. V času dt se točki
premakneta v r2 + v2dt in r1 + v1dt. Substancialni odvod razlike med tema dvema vektorjem
lahko zapǐsemo kot 4

D

Dt
R = (R ·∇)v = C (ω ·∇)v, (3.68)

od koder pa že sledi
D

Dt
R = C D

Dt
ω. (3.69)

Od tu pa lahko zaklučimo: časovno (substancialno) spreminjanje vektorja razlike med dvema
bližnjima točkama vzdolž vrtinčnice je sorazmerno časovnemu (substancialnemu) spreminjanju
∇ × v. Če je torej en del tekočine ob nekem času na vrtinčnici, potem tam ostane za vse čase.
Bolj preprosta interpretacija te ugotovitve je, da se vrtinci gibljejo skupaj s tekočino in so ves
čas sestavljeni iz istih elementov tekočine. To je bistvo Helmholtzovega teorema.

Poglejmo si nekaj zanimivih posledic. Recimo, da je vrtinčnost zgolj v smeri z, torej ω =
(0, 0, ω). Potemtakem dobimo iz Helmholtzove enačbe

Dω

Dt
= ω

∂vz
∂z

. (3.70)

Če torej hitrost narašča z z, oziroma če je ∂vz

∂z > 0, se vrtinčnost veča. Ta pojav zopet lahko
opazujemo pri atmosferskih vrtincih. Dviganje toplega zraka povzroči večanje vrtinčnosti. To se
dobro vidi pri puščavskih vrtincih (“dust devils”).

Iz Helmholtzove enačbe tudi hitro sledi, da se vrtinčnost za dvodimenzionalen tok ohtanja
(Dokaži!)

Dω

Dt
= 0. (3.71)

Najbolj slikovita ilustracija Helmholtzovega teorema pa so dimni obročki. Oba, Kelvin
in Helmholtz, sta se z njimi zelo rada igrala. Helmholtz je pri opazil skakajoče obročke: dva
obročka, ki se gibljeta v isti smeri na isti osi, se privlačita. Ko se dovolj približata se zadnji oži
sprednji pa širi. Nato zadnji skoči skozi sprednjega in se napihne. V idealni tekočini bi se to
skakanje ponavljalo neskončnokrat.

Če pošljemo dva obročka enega proti drugemu pravokotno na njunu osi (eden naj bo rdeč
drugi pa črn), se najprej združita in nato razcepita v smeri pravokotno na prvotno smer pri-
bliževanja. Nova obročka sta pol rdeče in pol črne barve. Kelvin je bil z dinamiko obročkov tako
navdušen, da je 40 let pred Bohrom postavil vrtinčni model atoma, glej nižje.

3.3.5 Biot - Savartov zakon za vrtinčno nit

Poglejmo, kakšen je stacionaren tok tekočine, če imamo v prostoru podano vrtinčnost, če torej
velja

∇× v(r) = ω(r). (3.72)

4Tu nimamo parcialnega odvoda po času, kot smo ga imeli pri hitrosti! V Eulerjevih koordinatah pačpoložaj
in hitrost ne nastopata simetrično.
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Podoben primer imamo tudi v teoriji magnetnega polja, kjer je ∇ × B(r) sorazmeren gostoti
toka. Torej je vrtinčnost v hidrodinamiki analogna gostoti toka v elektromagnetizmu. Rešitev
tega problema si sposodimo kar iz teorije magnetnega polja 5

v(r) =
∫
V

ω(r′)× (r− r′)
4π|r− r′|3

d3r′. (3.73)

Če je vrtinčnost od nič različna le na zanki C z jakostjo Γ, kar imenujemo tudi vrtinčna nit,
potem zgornja enačba preide (podobno kot pri magnetnem polju žice) v

v(r) =
Γ
4π

∮
C

dl× (r− r′(l))
|r− r′(l)|3

, (3.74)

kjer je dl element loka zanke C, l pa je lok sam. S pomočjo zgornje enačbe bi zlahka dobili
hitrostno polje dimnega obročka v ravnini.

Problem hitrostnega polja vrtinčne niti je očitno popolnoma analogen problemu magnetnega
polja žice. γ vrtinčne niti ima torej podoben pomen kot jakost toka po tanki žici v primeru
magnetnega polja.

Poglejmo si hitrostno polje okoli ravne vrtinčne niti. Če najprej razmislimo o smeri hitrosti,
ki jo daje Biot - Savartov zakon, potem hitro uvidimo, da ima hitrost lahko zgolj polarno smer
v = (0, vφ, 0) in je lahko odvisna zgolj od absolutne razdalje med vrtinčno nitjo in točko v kateri
opazujemo hitrost R. Za velikost hitrosti pa dobimo

vφ(R) =
Γ
4π

∫ +∞

−∞

dl sinα
a2

, (3.75)

kjer je a = |r − r′(l)| in α je kot med vektorjem r − r′(l) in dl. Iz geometrije problema lahko
razberemo

−l =
R cosα
sinα

dl =
Rdα

sin2 α
a =

R

sinα
. (3.76)

Od tod pa dobimo

vφ(R) =
Γ

4πR

∫ π

0

sinαdα = − Γ
4πR

cosα|π0 =
Γ

2πR
. (3.77)

Če se sedaj spomnimo definicije cirkulacije sledi, da je∮
v · dr = vφ(R)2πR = Γ (3.78)

Γ je torej ravno Kelvinova cirkulacija.

3.3.6 Kelvinov vrtinčni model atoma

Helmholtz je svoja spoznanja o vrtinčnosti objavil leta 1858. Nad njegovimi ugotovitvami je bil
edinburgški fizik Peter Guthrie Tait tako navdušen, da je o njih pripravil nekaj predavanj. Za
demonstracijo lastnosti vrtincev je izumil posebno napravo, s katero je lahko kontrolirano delal
dimne obročke 6 . S tem je nazorno pokazal, da veljajo sledeče Helmholtzove ugotovitve

5Glej skripto predavanj iz elektromagnetnega polja.
6Gre preprostio za škatlo z majhno luknjico, op kateri nalahko udarimo in tako skozi luknjico spustimo dimni

obroček.
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• vrtinci se obnašajo kot neodvisni delci

• pri trku se odbijajo kot elastične trdnine

• imajo lastna nihanja okrog krožne oblike

• so neuničljivi

Na njegovih predavanjih na to temo je bil slučajno prisoten tudi njegov kolega Sir William
Thompson, kasneǰsi Lord Kelvin. Med Taitovim predavanjem je Kelvin dobil idejo, da bi se morda
dalo stabilnost in nedeljivost snovi razložiti s Helmholtzovimi vrtinci v etru, če bi predpostavil, da
so ti na nek način analogni atomom. Začenǰsi leta 1867 je Kelvin začel objavljati vrsto člankov, v
katerih je izpeljal lastnosti atomov - vrtincev in skušal na tak način razložiti lastnosti snovi. Po
Kelvinu so atomi različno zavozlani vrtinci. Vozli morajo biti takšne vrste, da so atomi-vrtinci
stabilni.

Njegova teorija je zaradi svoje preprostosti in kot se je takrat zdelo tudi smiselnosti, naredila
velik vtis tudi na Jamesa Clerka Maxwella. Taitu je med drugim o Kelvinovih vozlih poslal
zelo zanimivo pismo, slika 3.3.6. Tait sam se je tako globoko pogreznil v Kelvinovo teorijo

Slika 3.2: Pismo, ki ga je Maxwell leta 1867 poslal Taitu, in ki kaže na to, kako zelo ga je zanimala
Kelvinova teorja o vrtinčnih atomih.

snovi, da je sestavil neke vrste ”periodični sistemža vrtinčno snov, kjer so bili različni atomi
predstavljeni z različno zavozlanimi vrtinci. Taitov sistem vozlov je še danes pomemben del
matematične teorije vozlanja in Tait sam je pravgotovo njen začetnik. Po prihodu kvantne

Slika 3.3: Nekaj vozlov, ki jih je prvi klasificiral P.G. Tait. Le-ti predstavljajo neke vrste peri-
odični sistem za vrtinčni model atoma. Vsak vozel po Kelvinu predstavlja eno stabilno stanje
vrtincev v etru.

mehanike je seveda Kelvinova teorija zatonila v pozabo, a ne za vedno. V zadnjem času se
predvsem v fiziki kvantne gravitacije spet omenjajo vozli in njihove lastnosti kot pomemben
korak k bolǰsemu razumevanju kvantizirane gravitacije. Pomembni pa postajajo vrtnici in njihovo
vozlanje tudi pri razumevanjeu turbulence.

3.4 Potencialni tok nestisljive tekočine

Oglejmo si še obnašanje idealnih tekočin, katerih hitrostna polja lahko zapǐsemo kot v = ∇φ.
Takšna potencialna hitrostna polja so seveda tudi brezvrtinčna ∇ × v = 0 in vemo, da vedno
ostanejo takšna. Ker je tekočina nestisljiva, ∇ · v = 0 od tod sledi, da mora hitrostni potencial
zadoščati harmonični enačbi

∇ · v = ∇2φ = 0. (3.79)

Robni pogoj, ki ga potrebujemo za rešitev te enačbe je seveda, da je normalna komponenta
hitrsoti na robu tekočine enaka nič:

∂φ

∂n
|∂ = 0. (3.80)

V naslednjem razdelku si bomo ogledali nekaj posebnih primerov potencialnega toka, katerih
potenciali so rešitve zgornje enačbe.
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3.4.1 Prvi integral Eulerjeve enačbe za potencialni tok

Poglejmo is prvi integral gibalnih enačb za takšne tokove! Po Eulerjevi enačbi ob uporabi že
znane zveze

1
2
∇v2 = (v ·∇)v − v × (∇× v)

pridelamo za potencialni tok (∇× v = 0)

ρ

(
∂v
∂t

+
1
2
∇v2

)
= −∇p

Od tod takoj sledi
∂v
∂t

= −1
2
∇v2 − ∇p

ρ

Uporabimo prej izpeljano zvezo med diferencialom entalpije in tlaka, pa dobimo

∇
(
∂φ

∂t
+

1
2
v2 + h

)
= 0

ali drugače: velja ohranitvena enačba

∂φ

∂t
+

1
2
v2 + h = konst. (3.81)

Ta enačba je sicer zelo podobna Bernoullijevi enačbi, ki velja za nestisljivo idealno tekočino za
posamezno tokovnico. Pri potencialnem toku očitno velja za vso tekočino, oziroma so konstante
na vsaki tokovnici identične.

V splošnem je konstanta v En. 3.81 lahko še funkcija časa. Če pa se pri gibanju tekočine s
časom ne spreminjajo zunanji pogoji (npr. zunanji tlak) časovne odvisnosti nimamo.

3.4.2 Primeri potencialnega toka

Tok s konstantno hitrostjo

Ena od rešitev Laplaceove enačbe je nedvomno

φ(r) = a · r. (3.82)

Opisuje tok s konstantno hitrostjo, podan kar z v = ∇φ = a.

Tok ob steni

Malo bolj zapletena rešitev je tudi

φ(r) =
1
2
(ax2 + by2 + cz2), (3.83)

kjer mora veljati a + b + c = 0. Če vazmemo b = a in c = −2a. Od tod dobimo za tokovnice
enačbo (izpeljite jo!)

dx : dy : dz = x : y : −2z,

kar nam daje za tokovnice v (x, y) ravnini premice, ki gredo skozi izhodǐsče, v (z, x) ravnini pa
hiperbole, ki imajo za asimptote x in z os. Če malo pomeditiramo o tej rešitvi hitro spoznamo,
da opisuje tok tekočine v negativni z smeri, ki je pravokoten na steno, ki sovpada z (x, y) ravnino.
Pokaži, da je temu res tako!
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Izvori in ponori

Iz elektrostatike vemo, da je tudi potencial φ(r) = b
r harmonska funkcija, oziroma rešitev La-

placeove enačbe. Vodi do toka tekočine zgolj v radialni smeri vr = − b
r2 . Če izračunamo masni

pretok, ki ga daje takšen tok, dobimo

ρ

∮
v · dS = ρ

∫
4π

vrr
2dΩ = −4πρb, (3.84)

kjer je Ω prostorski kot. Takšen potencial torej daje tok, ki bodisi izvira v izhodǐsču ali pa vanj
izginja, pač v odvisnoti od predznaka b.

Tok ob valju s krožno kapico

Če izvoru dodamo še konstantno hitrost v smeri x osi, bomo dobili

φ(r) = ax− b

r
. (3.85)

Poglejmo si, kakšen tok predstavlja tak potencial. Na simetrijski osi z = 0, y = 0 dobimo
φ(r) = ax − b

x , kar nam daje za hitrost v = a − b
x2 . Očitno je torej hitrost nič v dveh točkah

x = ±
√
b/a. Fizikalno smiselen je seveda le preznak − (zakaj?). Točki toka, v kateri je hitrost

enaka nič pravimo tudi stagnacijska točka toka.
Če sedaj izrǐsemo vse tokovnice, ki ustrezajo gornjemu nastavku za potencial dobimo, da

opisuje obtekanje ob polneskončnem valju s krožno kapico (kako to ugotovimo?). Izvor je znotraj
tega valja in zgolj skrbi za to, da so zadoščeni robni pogoji na steni valja. Če tokovnico, ki
gre skozi stagnacijsko točko zavrtimo okrog x osi, se prostor razdeli na dva dela: zunanji del, v
katerega priteka tekočina iz neskončnosti, in notranji del, v katerega priteka tekočina iz izvora.

Dalev̧ stran na desno od izvora, ampak znotraj valja, imamo tok tekočine
∮

v · dS = πd2a
4 ,

kjer je d premer valja. Ta tok mora seveda priti iz izvora, za katerega že vemo
∮

v · dS = 4πb. Z
drugimi besedami b = d2a

16 .

Tokovni dipol

Sedaj, ko vemo kakšen tok povzroča izvor, si poglejmo še kaj dobimo, če imamo blizu skupaj
izvor in ponor. V tem primeru je potencial

φ(r) =
b

r1
− b

r2
, (3.86)

kjer smo vzeli izvora premaknjena za t v x smeri: r1 =
√

(x+ t)2 + y2 + z2 in podobno r2 =√
(x− t)2 + y2 + z2. V limiti, ko gre razdalja med izvorom in ponorom proti nič, vendar pri tem

ostane produkt bt = p konstanten dobimo potencial

lim
t−→0

φ(r) =
p

r2
x

r
=
p(u · r)
r3

, (3.87)

kjer smo vzeli za vektor u enotski vektor v smeri x osi. Zgornja analiza in rezultati so popolnoma
nalogni dipolnemu potencialu v elektrostatiki. V hidrodinamiki takšno konfiguracijo hitrostnega
polja imenujemo tokovni dipol. Njegov potencial lahko zapǐsemo tudi kot

φ(r) =
p(u · r)
r3

= pu∇1
r
. (3.88)

Ta potencial bomo uporabili v naslednjem razdelku.
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3.4.3 Obtekanje krogle

Za obtekanje krogle vemo, da je daleč stran hitrostno polje tekočine od kraja neodvisno in enako
u, tik ob krogli pa da je normalna komponenta hitrosti enaka 0.

Poskusimo najti ustrezen nastavek za φ. V neskončnosti mora biti v točki r potencial enak
u · r, da bo hitrost tam enaka v = ∇u · r = u. Ostali členi v potencialu morajo biti zato taki, da
padajo proti 0, ko r →∞. Taki členi morajo zapovrh še zadostiti Laplaceovi enačbi. Iz vektorske
analize vemo, da so izrazi s tema dvema lastnostma 1

r , A ·∇ 1
r , in vǐsji prostorski odvodi 1

r , ali pa
njihova poljubna kombinacija. Vǐsje člene (tiste, ki jih prinesejo vǐsji odvodi) pa bomo v našem
primeru odmislili, saj nam bo zadoščal že gradientni člen.

Uvidimo, da člen 1
r ne more nastopati v potencialu. Takemu členu namreč ustreza ponor

tekočine v krogli. To pa ne more biti, saj je tekočina nestisljiva! Zato tega člena ni.

Kolikšen pa je vektor A v gradientnem členu. Naš problem ima cilindrično simetrijo, os
katere kaže v smeri u. Zato mora A tudi kazati v to smer – kam pa bi drugam? S tem je naš
nastavek tak:

φ(r) = u · r + au∇1
r

= u · r− au
r
r3

(3.89)

V tem potencialu spoznamo kar vsoto konstantnega toka in tokovnega dipola. Tokovnice v
takšnem toku prikazuje slika ??. Seveda so fizikalne le tokovnice zunaj krogle, tiste znotraj pa
predstavljajo nefizikalen del rešitve in so tam le zato, da je izpoljnjen robni pogoj na zunanji
površini krogle!

Slika 3.4: Tokovnice hitrostnega polja, ki ga pospisuje hitrostni potencial En. 3.89. Tokovnice
znotraj krogle predstavljajo seveda nefizkalen del rešitve.

Takšnemu hitrostnemu potencialu ustreza hitrostno polje

v(r) = ∇φ = u + 3a(u · r) r
r5
− a

u
r3

(3.90)

Zadostimo robnemu pogoju, da bo normalna komponenta hitrosti na površini krogle enaka 0.
V ta namen si ogledamo projekcijo hitrosti na normalo r

r , kar dobimo s skalarnim produktom
hitrosti in normale, in zahtevamo, da je projekcija enaka 0 pri r = R:

v · r = (u · r)
(

1 +
2a
R3

)
= 0, (3.91)
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kar da a = −R3

2 . Hitrostno polje v svoji dokončni obliki je potem

v(r) = ∇φ = u− R3

2

(
3(u · r) r

r5
− u
r3

)
. (3.92)

Za potrebe naslednjega odstavka opazimo, da je kvadrat hitrosti na površini krogle (r = R)
odvisen le od (u · r)2.

3.4.4 D’Alembertov paradoks

Oglejmo si, kolikšna je sila, s katero idealna, nestisljiva tekočina deluje na kroglo, ko jo obteka
s hitrostjo u. Vzemimo, da prostornina, ki jo ima na voljo tekočinski tok, kar ves prostor, da so
torej mejne ploskve tekočine zelo daleč stran od krogle. Ugotovili bomo, da je ta sila enaka 0!

Hitrostno polje imamo, zapǐsimo torej izraz za silo. Gostota sile na enoto površine v smeri
n je enaka fi = piknk. Kot vedno v hidrodinamiki, je napetostni tenzor tudi tokrat enak
pik = −pδik, kjer je p tlak. Tlak dobimo iz Bernoullijeve enačbe:

p2
0 +

1
2
ρu2 = p+

1
2
ρv2. (3.93)

Zanimali se bomo le za silo vzporedno z u, saj sile pravokotno nanjo iz simetrijskih razlogov ne
more biti. Gostoto te sile dobimo tako, da fi projeciramo na u

u :

fu = −pδiknk
ui
u

= −pni
ui
u

= −p(n · u
u

) = −p cos θ (3.94)

θ je tu kot, ki ga oklepata normala na površino krogle n in u.
Integrirajmo torej gostoto sile na enoto površine po površini krogle, in vstavimo tlak.∮

fu dS = −
∫ π

0

sin θ dθR2

∫ 2π

0

dφ

(
p0 +

1
2
ρ
(
u2 − v2

))
cos θ =

= 2πR2

∫ 1

−1

cos θ
(
p0 +

1
2
ρ
(
u2 − v(cos(θ))2

))
d(cos θ) (3.95)

Prej smo že videli, da v v(cos θ)2 nastopajo le členi, ki so bodisi konstante, bodisi premo soraz-
merni s cos2 θ (=

(
ru
Ru

)2). Pod integralom tako integriramo le lihe funkcije (cos θ dθ in cos3 θ dθ),
zato je sila na kroglo enaka 0.

Na prvi pogled je rezultat paradoksalen, saj bi intuitivno pričakovali neko silo. Toda ne
gre pozabiti, da smo privzeli, da je tekočina idealna. Rezultat bi lahko napovedali tudi brez
računa, z uporabo zakona o ohranitvi energije: če bi na kroglo delovala tekočina z neko silo, bi
ta pospeševala, in s tem tekočini odvzemala energijo. Gostota kinetične energije tekočine ( 1

2ρv
2)

precej pred kroglo in precej za njo pa je enaka (1
2ρu

2 v obeh primerih), torej tekočina ni izgubila
nič energije, zato je tudi krogla ni mogla nič prejeti.

d’Alembert je obznanil svoj paradoks v Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides leta 1752. Njegova izpeljava je seveda precej drugačna od tega, kar smo povedali zgoraj
in temelji v bistvu na simetriji hitrosti pred in za telesom v tekočini v smeri zunanje hitrosti.
Očitno nasprotovanje med eksoperimentom in teorijo je sicer d’Alemberta motilo, a ne preveč, saj
je imelo v njegovem času abstraktno umovanje primat nad kakršnimkoli eksperimentom. Kljub
vsemu, pa v svojem Eseju pravi 7

7R, Dugas, A history of mechanics, (Dover, 1988), str.299
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Moram pa priznati, da ne vem, kako bi lahko teorija zadovoljivo pojasnila upor
tekočin. Nasprotno, se mi zdi, da sledi iz te teorije na popolnoma rigorozen način,
da je upor tekočin popolnoma ničen vsaj v nekaterih primerih. Ta čuden paradoks
izročam geometrom 8, da ga razložijo.

3.4.5 Rešitev d’Alembertovega paradoksa

Fiziki so se dolgo časa trudili, da bi rešili d’Alembertov paradoks. Njegova končna razrešitev
je bila v spoznanju, da seveda paradoks sploh ne obstaja, saj smo pozabili na viskoznost. Pred
tem pa se je pojavila vrsta zelo duhovitih razrešitev tega paradoks, ki niso predpostavljale, da
je izvor paradoksa pravzaprav v odsotnosti viskoznosti.

Najbolj znana je Kirchhoffova rešitev. Predlagal je, da se tok za kroglo odlepi od površine
krogle. Zaradi tega nastane meja med tekočino in paro (podobno kot pri kavitaciji), ki povzroča
izgubljanje energije in s tem upor krogle. Računi kažejo, da bi moral takšen upor iti s kvadratom
hitrosti.

von Kármán pa je predlagal, da pride do upora zato, ker krogla za sabo pušča sistem
vrtincev, ki se hranijo s kinetično energijo toka okrog krogle. Tudi von Kármánov upor bi moral
iti s kvadratom hitrosti. To je sicer res, a le pri velikih hitrostih.

Šele Stokesov zakon upora in upoštevanje viskoznosti tekočine je dokončno d’Alembertov
paradoks odstranilo s prizorǐsča.

3.5 Dvodimenzionalen tok idealne tekočine

Poglejmo si sedaj poseben primer toka, ko je tretja dimenzija zanemarljivo majhna. Takšne
tokove imamo na površinah in v primeru cilindrične simetrije. Še posebno prav nam pridejo kot
probližek za aerodinamiko kril.

3.5.1 Dvodimenzionalen potencialni tok

Potencialen tok je takšen, za katerega velja ∇ × v = 0, in za katerega že vemo, da ga lahko
opǐsemo s hitrostnim potencialom: v = ∇ϕ. Odtod kot vemo že sledi ∇ · v = ∇2ϕ = 0, torej
je hitrostni potencial ϕ harmonična funkcija. V primeru dvodimenzionalnega toka priredimo
toku še tokovno funkcijo ψ, ki jo definirata enačbi

vx =
∂ψ

∂y

vy = −∂ψ
∂x

, (3.96)

kar zadošča predpostavki o nestisljivi tekočini, torej

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

=
∂2ψ

∂x∂y
− ∂2ψ

∂y∂x
= 0. (3.97)

8Mǐsljeni so seveda fiziki.
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Z upoštevanjem definicije tokovne funkcije za irotacionalen tok sledi

∇× v =
∂vy
∂x

− ∂vx
∂y

= −∂
2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
= 0

∇2ψ = 0, (3.98)

torej je tudi tokovna funkcija harmonična. Novo vpeljani funkciji ϕ in ψ tako zadoščata enačbam

vx =
∂ϕ

∂x
=
∂ψ

∂y

vy =
∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x

∇2ϕ = ∇2ψ = 0. (3.99)

Robni pogoj za funkcijo ϕ je pri stacionarnem robu oblike

∂ϕ

∂n
= 0, (3.100)

torej je za idealno tekočino na robu normalna komponenta hitrosti enaka 0.

3.5.2 Kompleksni potencial

Poznavanje kompleksne analize nam omogoča, da v enačbah, ki povezujejo funkciji ϕ in ψ pre-
poznamo Cauchy-Riemann-ove enakosti in lahko dvodimenzionalnemu toku idealne nestisljive
tekočine pripǐsemo kompleksno funkcijo

w(z) = ϕ(z) + iψ(z)

spremenljivke z = x+ iy. Od tod sledi za kompleksno hitrost

v(z) =
dw(z)
dz

=
∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂y
− i

∂ϕ

∂y
= vx − ivy, (3.101)

kar seveda velja zaradi veljavnosti Cauchy - Riemannovih enačb. Hitrostni potencial je torej
lahko poljubna analitična funkcija. Katero pa bomo izbrali, je seveda odvisno od robnih pogojev,
geometrije robov in v splošnem od fizike problema.

Kompleksni potencial je v dvodimenzionalno hidrodinamiko idealnih tekočin vpeljal Euler
v svojem delu Continuation des recherches sur la théorie du mouvement des fluides leta 1755,
torej veliko prej, predno je Cauchy uvedel in sistematiziral pojem analitične funkcije. Euler pri
tem analitičnem prijemu priznava, da je le nadaljevanje dela d’Alemberta.

3.5.3 Tokovnice v dveh dimenzijah

V dveh dimenzijah za tokovnico velja, glede na spločne enačbe izpeljane že prej, da je dx
vx

= dy
vy
,

oziroma z drugimi besedami
vydx− vxdy = 0.

Ob upoštevanju definicije tokovne funkcije ψ pomeni

−∂ψ
∂x

dx− ∂ψ

∂y
dy = −dψ = 0.
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Tokovna funkcija mora torej na tokovnici imeti konstantno vrednost, kar opravičuje tudi njeno
ime.

Poglejmo si še, kakšen kot oklepata vektor hitrosti (tokovnica) in vektor ∇ψ:

v ·∇ψ = vx
∂ψ

∂x
+ vy

∂ψ

∂y
= −vxvy + vyvx = 0,

torej je gradient tokovne funkcije pravokoten na tokovnice, kar kaže na analogijo med hidrosta-
tiko in elektrostatiko, saj lahko gradient tokovne funkcije primerjamo s silnicami in tokovnice z
ekvipotencialnimi ploskvami elektrostatskega potenciala.

3.5.4 Pretok tekočine skozi krivuljo

Zopet nas zanimajo idealne tekočine. Za 3D tok tekočine definiramo pretok skozi ploskev kot

Q(3) =
∫
S

jdS =
∫
S

(jn)dS = ρ

∫
S

(vn)dS, j = ρv,

v 2D pa po analogiji pretok skozi krivuljo

Q(2) =
∫ (B)

(A)

(vn)dl.

Normalni vektor na krivuljo izračunamo s pomočjo tangencialnega t = ṙ = (ẋ, ẏ) in zahteve o
njuni pravokotnosti t · n = 0, dobimo n = (−ẏ, ẋ). Za 2D tok je tako pretok skozi krivuljo enak

Q(2) = ρ

∫ (B)

(A)

(−vxẏ + vyẋ)dl = ρ

∫ (B)

(A)

(−vxdy + vydx) = ρ

∫ (B)

(A)

(−∂ψ
∂y

dy − ∂ψ

∂x
dx)

= −ρ
∫ (B)

(A)

dψ = ρ(ψ(B)− ψ(A))

torej je pretok skozi krivuljo sorazmeren razliki tokovne funkcije v končni in začetni točki krivulje.

Poglejmo sedaj še integral hitrosti po krivulji AB:∫ (B)

(A)

v(z)dz =
∫ (B)

(A)

(vx − ivy)(dx+ idy) =
∫ (B)

(A)

(vxdx+ vydy) + i

∫ (B)

(A)

(vxdy − vydx)

=
∫ (B)

(A)

vdl +
∫ (B)

(A)

(vxdy − vydx) = Γ− iQ(2),

kjer v Γ prepoznamo analogijo s cirkulacijo, ki pa je definirana samo za zaključeno zanko.

3.5.5 Vrtinci v dveh dimenzijah

O dvodimenzionalnem potencialnem toku lahko govorimo tudi takrat, ko je vrtinčnost od nič
različna le v izoliranih točkah. Vzemimo vrtinčnico v smeri z osi. Tok je torej potencialen
povsod v prostoru razen na vrtinčnici. Če privzamemo, da ima le-ta zanemarljivo transverzalno
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dimenzijo (delta funkcija), potem lahko hitrost v (x, y) ravnini izračunamo iz Biot - Savartovega
zakona v cilindričnih koordinatah

vθ =
Γ

2πr
vr = 0. (3.102)

Očitno Γ ni nič drugega kot cirkulacija okrog vrtinčnice

Γ =
∮
C
v · dr =

∫
ωd2r, (3.103)

oziroma je analogna naboju električnega polja v elektrostatiki. Za nadaljnjo analizo bo zelo
primerno, da zapǐsemo hitrostno polje vrtinca v kompleksni reprezantaciji. Če vzamemo

w(z) = −i Γ
2π

ln z =
Γ
2π
θ − i

Γ
2π

ln r = φ+ iψ, (3.104)

dobimo za polarno komponento hitrosti ravno

vθ =
∂φ

r∂θ
=

Γ
2πr

. (3.105)

Kompleksni potencial En. 3.104 torej opisuje dvodimezionalen vrtinec, oziroma tok okrog tro-
dimezionalne ravne vrtinčnice. Če imamo vrtinčnice pri z1 = (x1, y2), z2 itd., potem lahko 2D
hitrostno polje, ki ustreza takšni porazdelitvi vrtinčnic zapǐsemo kot

w(z) = − i

2π

∑
i

Γi ln(z − zi) =
∑
i

wi(z). (3.106)

Po Helmholtzu se vsak vrtinec giblje skupaj s tekočino in je ves čas sestavljen iz istih delov
tekočine. Predstavljajmo si torej dva vrtinca. Prvi na mestu drugega daje hitrost

v(z2) =
dw1(z)
dz

|z=z2 , (3.107)

in analogno za hitrost, ki jo inducira drugi vrtinec na mestu prvega. Hitrost je seveda vedno
pravokotna na veznico med obema vrtincema. Če je (nx, ny) vektor, ki kaže v smeri veznice med
vrtincema, potem ima hitrost smer (−ny, nx).

Iz tega lahko takoj uvidimo, da se dva vrtinca z istosmerno in po absolutni vrednosti enako
cirkulacijo gibljeta v krogu okrog razpolovǐsča razdalje, z nasprotno enakima cirkulacijama pa se
gibljeta skupaj v smeri pravokotno na veznico med njima (razmisli in razloži!) s hitrostjo Γ

2πa ,
kjer je a razdalja med njima. Poleg tega lahko tudi razumemo, da se vrtinec, ki se približa togi
steni začne gibati v smeri vzporedno s steno (razmisli zakaj). Gibanje vrtincev s cirkulacijami, ki
niso enake po absolutni vrednosti je podobno, le da dva istosmerna vrtinca krožita okrog težǐsča
hitrosti.

Zaradi istih vzrokov dimni obroček potuje skozi mirujočo tekočino s hitrostjo Γ
πD

(
ln( 8D

d )− 1
4

)
,

kjer je d dimenzija jedra vrtinca (v tem primeru namreč ne smemo vzeti, da je vrtinčnica podana
z delta funkcijo), D pa njegov premer.
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3.5.6 Sistem dvodimenzionalnih vrtincev je Hamiltonski sistem

Predtavljajmo si N vrtincev, vsak s svojo cirkulacijo. Hitrostni potencial lahko zapǐsmo kot

w(z) = − i

2π

N∑
i=1

Γi ln(z − zi).

Če nas sedaj zanima kakšna je hitrost, ki jo vsi ostali vrtinci inducirajo na mestu vrtinca i,
dobimo

vx(zi) =
1
2π

∑
i 6=j

Γi
|zi − zj |

sinφij =
dxi
dt

vy(zi) = − 1
2π

∑
i 6=j

Γi
|zi − zj |

cosφij =
dyi
dt
, (3.108)

kjer je φij kot med smerjo veznice med i tim in jtim vrtincem in osjo x. Zato seveda velja

sinφij =
yi − yj
|zi − zj |

cosφij =
xi − xj
|zi − zj |

.

Vzemimo sedaj tole funkcijo, ki ji recimo kar Hamiltonijan,

H = − 1
4π

∑
i 6=j

ΓiΓj ln |zi − zj |. (3.109)

Če vpeljemo nove spremenljivke x′i =
√
|Γi|xi in y′i = (sgnΓi)

√
|Γi|yi, potem lahko zgornji sistem

enačb zapǐsemo v Hamiltonski obliki

dx′i
dt

=
∂H
∂y′i

dy′i
dt

= −∂H
∂x′i

. (3.110)

(Preverite to identiteto). Glede na to, da sistem vrtincev uboga Hamiltonove enačbe gibanja
lahko hitro izpeljemo tudi

dH
dt

=
∂H
∂x′i

dx′i
dt

+
∂H
∂y′i

dy′i
dt

=
∂H
∂x′i

∂H
∂y′i

− ∂H
∂y′i

∂H
∂x′i

= 0. (3.111)

Hamiltonova funkcija je seveda konstanta gibanja! Posledica tega je, da vrtinci med sabo ne
morejo trkati! Če je namreč |zi − zj | 6= 0 za t = 0, potem mora takšen ostati za vse čase.

Čeprav smo ravnokar pokazali, da je sistem 2D vrtincev hamiltonski sistem, pa zanj ne
veljajo običajni Newtonovi zakoni. En sam vrtinec miruje in se ne more enakomerno gibati. Šele
če imamo najmanj dva vrtinca se lahko enakomerno gibljeta. Torej za vrtince ne velja klasičen
princip relativnosti, po katerem je mirovanje in enakomerno gibanje enakovredno! Zunanje sile,
ki se kažejo skozi delovanje enega vrtinca na drugega torej ne določajo pospeška vrtincev, kot bi
pričakovali po Newtonu, pač pa dolaočajo njegovo hitrost.
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3.5.7 von Kármánova vrtinčna cesta

Pri dvodimenzionalnem viskoznem obtekanju krogle se za dovolj velike hitrosti za kroglo pojavi
stržen toka, ki je sestavljen iz dveh simetričnih nizov vrtincev (glej sliko 3.5.7). Pravimo mu tudi
von Kármánova vrtinčna cesta, po njenem odkritelju. Čeprav nastanek von Kármánove
vrtinčne ceste zahteva viskozno obtakanje, pa se da mnoge njene lastnosti razumeti s stalǐsča
vrtinčnosti v 2D neviskoznih tekočinah.

Slika 3.5: von Kármánova vrtinčna cesta, ki je nastala po dvodimenzionalnem obtekanju valja,
ki bi bil nekje daleč na levi strani slike. Vrtinci se nahajajo pri z = (±n + 1

2 )a + ib v zgornji
vrsti, in pri z = na v spodnji vrsti. V spločnem se vrytinčna cesta ne giblje z enako hitrostjo kot
tok tekočine.

Ker je idealizirana von Kármánova vrtinčna cesta sestavljena iz dveh vodoravnih vrst vr-
tincev, ki se vrtijo v obratnih smereh (glej sliko), njihovo hitrostno polje inducira določeno
kolektivno hitrost, s katero se gibljejo. Poglejmo si to bolj natančno! Vzemimo nek vrtinec v
zgornji vrsti. Hitrostno polje vseh ostalih vrtincev v isti vrsti, se glede na zimetrijo problema,
izniči. Ostane torej le hitrostno polje vrtincev v spodnji vrsti. n-ti vrtinec, ki ima x koordinato
x = na, v tej vrsti inducira povsod po (x, y) ravnini hitrostni potencial En. 3.106

w(z) = − iΓ
2π

log (z − na) = const.− iΓ
2π

log (1− z

na
). (3.112)

Konstanto v zgornji enačbi lahko tudi izpustimo, sa nas bo zanimalo le hitrsotyno polje, ki
je enako odvodu hitrostnega potenciala. Celotna vrsta vrtincev (−∞ < n < ∞) pa inducira
hitrostni potencial

w(z) = −
−1∑
−∞

iΓ
2π

log (1− z

na
)− iΓ

2π
log z −

∞∑
1

iΓ
2π

log (1− z

na
). (3.113)

Vrtinec v izhodǐsču x = 0 smo šteli posebej (zakaj?). Vrsto lahko zlahka seštejemo

w(z) = − iΓ
2π

log

[
z
∞∏
1

(
1− z2

n2a2

)]
= − iΓ

2π
log
(
sin

πz

a

)
, (3.114)

in dobimo za hitrostno polje
dw(z)
dz

= − iΓ
2a

cot
πz

a
. (3.115)

To je torej hitrostno polje, ki ga ustvarjajo vrtinci v spodnji vrsti. Na mestu prvega vrtinca v
zgornji vrsti z = a

2 + ib, je hitrsotno polje

dw(z = a
2 + ib)

dz
= − iΓ

2a
cot
(
π

2
+ i

πb

a

)
= − Γ

2a
tanh

πb

a
. (3.116)
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Slika 3.6: Primer von Kármánove vrtinčne ceste za otokom Jan Mayen, ki leži približno 650
km severovzhodno od Islandije v severnem Atlantiku. von Kármánova vrtinčna cesta se razteza
približno 350 km daleč. Slika: NASA Multi-angle Imaging SpectroRadiometer. Zaradi hidrodi-
namske podobnosti (glej naprej) lahko iste vrste fenomeni nastajajo na zelo različnih skalah.

Isti rezultat bi dobili tudi za hitrost na mestu kateregakoli drugega vrtinca v zgornji vrsti. Celotna
vrtinčna cesta se torej giblje s hitrostjo

v = − Γ
2a

tanh
πb

a
. (3.117)

V geometriji slike, se torej vrtinčna cesta giblje na levo. Glede na to, da se celotna tekočina, v
kateri sedi valj, ki je izvor vrtinčne ceste giblje v desno, recimo s hitrostjo u, je torej rezultanta
itrosti gibanja von Kármánove vrtinčne ceste

vrez = u− Γ
2a

tanh
πb

a
. (3.118)

von Kármán je med drugim pokazal tudi, da je opisana vrtinčna cesta stabilna le, če je sinh b
aπ =

1, torej če je b
a = 0.281.

3.6 Teorija kril

3.6.1 Tok okrog valja s cirkulacijo

Vsaka analitična funkcija w(z) predstavlja rešitev nekega potencialnega toka idealne nestisljive
tekočine v dveh dimenzijah. Poǐsčimo tok tekočine za potencial oblike

w(z) = v0(z +
a2

z
)− i

Γ
2π

ln z,

ki predstavlja obtekanje valja z radijem a in cirkulacijo Γ.
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Z upoštevanjem polarne reprezentacije kompleksnega števila z = reiϑ v limiti r → ∞ za
komponente hitrosti velja vr = v0 cosϑ in vϑ = −v0 sinϑ, torej gre za tok s hitrostjo v0 v smeri
osi x. w(z) razstavimo v hitrostni potencial in tokovno funkcijo w(z) = φ+ iψ, kar nam daje

φ(r, ϑ) = v0(r +
a2

r
) cosϑ+

Γ
2π
ϑ

ψ(r, ϑ) = v0(r −
a2

r
) sinϑ− Γ

2π
ln r,

od koder sledita obe komponenti hitrosti z uporabo polarnega koordinatnega sistema iz enačbe
v = ∇ϕ

vr =
∂ϕ

∂r
= v0(1−

a2

r2
) cosϑ

vϑ =
1
r

∂ϕ

∂ϑ
= −v0(1 +

a2

r2
) sinϑ+

Γ
2πr

. (3.119)

Sedaj lahko tudi enostavno izračunamo cirkulacijo tega toka.

Γ =
∮
v(z)dz =

∫ 2π

0

vr(r, ϑ)rdϑ = Γ. (3.120)

Ker na tokovnici velja ψ = const., iz izraza za ψ(r = a) = 0 hitro ugotovimo, da površina valja
sama predstavlja tokovnico. Točki na robu valja, kjer je tangencialna komponenta hitrosti enaka
0, sta stagnacijski točki in se nahajata pri kotih , ki zadoščajo enačbi

vϑ(r = a) = 0 −→ sinϑ =
Γ

4πv0a
. (3.121)

Število stagnacijskih točk je odvisno od cirkulacije. Če je Γ < 4πv0a potem sta točki dve, ki prei
mejnem Γ = 4πv0a degenerirata v eno. Za Γ > 4πv0a pa nimamo nobene stagnacisjke točke na
obodu valja. Izračunajmo še silo, ki deluje na valja. Za to najprej potrebujemo tlak (oziroma

Slika 3.7: Trije primeri toka okrog valja s cirkupacijo: dve stagnacijski točki, degeneriran primer
z eno stagnacijsko točko in primer brez stagnacijskih točk.

razliko tlakov), ki ga izpeljemo iz Bernoullijeve enačbe

∆p(r = a, ϑ) =
1
2
ρv2

0 −
1
2
ρv(r = a, ϑ)2 =

1
2
ρv2

0

(
1−

(
2 sinϑ− Γ

2πv0a

)2
)
. (3.122)
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Od tod dobimo za silo, ki deluje na valj

Fx =
∫ 2π

0

∆p(r = a, ϑ)a cosϑdϑ = 0

Fy =
∫ 2π

0

∆p(r = a, ϑ)a sinϑdϑ = ρv0Γ. (3.123)

Čeprav smo ta rezultat izpeljeli za obtekanje valja, pa se bo izkazalo, da ima precej bolj splošno
veljavnost. O tem priča teorem Kutta - Žukovski.

3.6.2 Teorem Kutta-Žukovski

Ta teorem je centralni teorem aerodinamike kril in razkriva silo na telo poljubne oblike, ki je v
nekem toku tekočine. Telo naj ima presek, ki je konstanten po njegovi dolžini, njegov rob C pa
parametriziramo v xy ravnini z enačbama

dx = cosχdl
dy = sinχdl. (3.124)

Normala na ploskev je oblike n = (−ẏ, ẋ) = (− sinχ, cosχ) in je usmerjena navznoter. Tok
tekočine naj bo daleč stran oblike v = (v0, 0). Površinska gostota sile na telo je po definiciji

fi = piknk = −pni. (3.125)

Omejimo se na 2D primer, ko zapǐsemo gostoto sile v xy ravnini

fi = (p sinχ,−p cosχ). (3.126)

Oglejmo si izraz fy − ifx = −p cosχ− ip sinχ = −peiχ in ga integrirajmo po robu profila krila.
Tako dobimo zvezo med komponentama sile na enoto dolžine v prečni smeri

Fy − iFx =
∮
C

(fy − ifx)dl = −
∮
C

peiχdl. (3.127)

Z upoštevanjem izraza za kompleksno reprezentacijo

dz = dx+ idy = (cosχ+ i sinχ)dl = eiχdl (3.128)

dolžinsko gostota sile preoblikujemo v

Fy − iFx = −
∮
C

pdz. (3.129)

Za idealno nestisljivo tekočino velja oblika Bernoilli-jeve enačbe

p+
1
2
ρv2 = p0 +

1
2
ρv2

0 , (3.130)

od koder izrazimo tlak
p = p0 +

1
2
ρv2

0 −
1
2
ρv2. (3.131)
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Pri integraciji po zaključeni zanki C je prispevek konstantnih členov enak 0, saj je sorazme-
ren razliki kompleksne spremenljivke z v končni in začetni, torej isti točki, ker integriramo po
zaključeni zanki. Z zadnjo enačbo preoblikujemo enačbo za dolžinsko gostoto sile na telo v

Fy − iFx =
1
2
ρ

∮
C

v2dz, (3.132)

kar imenujemo tudi Blasiusov teorem. Izberimo sedaj točko z0 v telesu (znotraj krivulje
C). Poznavanje kompleksne analize nam omogoča, da funkcijo v(z) razvijemo okrog točke z0 v
Laurantovo vrsto, saj vemo, da mora biti za velike z hitrost konstantna. Torej

v(z) = v0 +
v1

z − z0
+

v2
(z − z0)2

+ · · · . (3.133)

Izračunajmo še Laurant-ovo vrsto za funkcijo v2(z)

v2(z) = v2
0 +

2v0v1
z − z0

+
v2
1 + 2v0v2
(z − z0)2

+ · · · . (3.134)

Koeficiente razvoja funkcije f(z) v vrsto

f(z) =
∞∑
n=0

an
(z − z0)n

(3.135)

določa enačba

an =
1

2πi

∮
C

f(z′)dz′

(z − z0)n−1
, (3.136)

od koder za razvoj funkcij v in v2 dobimo

v1 =
1

2πi

∮
C

v(z)dz

2v0v1 =
1

2πi

∮
C

v2(z)dz. (3.137)

Od tod lahko izrazimo ∮
C

v2(z)dz = 2πi2v0v1 = 2v0
∮
C

v(z)dz. (3.138)

Integriramo po robu preseka C in dobimo

Fy − iFx = ρv0

∮
C

v(z)dz. (3.139)

V integralu prepoznamo cirkulacijo Γ =
∮
C
v(z)dz, in končno lahko potemtakem zapǐsemo

Fy − iFx = ρv0Γ. (3.140)

To spoznanje imenujemo tudi teorem Kutta-Žukovski. V primeru gibanja tekočine v smeri
x je Fx = 0, kar da primerjava kompleksne leve strani enačbe z realno desno stranjo. Edina
sila, ki deluje na telo, je tako sila, podana z Fy in je pravokotna na smer gibanja tekočine, kar
imenujemo tudi dinamični vzgon ali Magnusov efekt 9. Ta sila je sorazmerna hitrosti v0 in je
pozitivna (kaže navzgor) v primeru, ko je cirkulacija pozitivna (v smeri urinega kazalca).

9Prvi ga je pravzaprav odkril Maxwell, prispevek Magnusa pa je bil precej malenkosten. Ime se ga je prijelo
iz precej obskurnih razlogov.
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3.6.3 Krilo Žukovskega

Začnemo z hitrostnim potencialom za obtekanje valja s cirkulacijo. Zapǐsemo ga v obliki ana-
litične funkcije

w(z) = v0

(
z +

a2

z

)
− i

Γ
2π

ln z, (3.141)

kjer je a radij valja, v0 pa hitrost v x smeri daleč stran od valja. Ugotovili smo že, da je površina
valja tokovnica. Hkrati tudi vemo, da je sila na valj:

Fx = 0
Fy = ρv0Γ, (3.142)

kjer je Γ cirkulacija, definirana kot Γ =
∮
v(z)dz, ki je pozitivna v smeri urnega kazalca. Silo,

ki deluje pravokotno na zunanjo hitrost, torej v y smeri smo poimenovali dinamični vzgon oz.
Magnusova sila.

Kako nam bo hitrostni potencial valja pomagal pri izračunu hitrostnega potenciala krila?
Začnimo s tole preprosto ugotovitvijo: če je w = w(z) analitična funkcija z, in je tudi F = F (Z)
analitična funkcija Z, potem sledi, da je tudi w = w(F (Z)) analitična funkcija Z. Pravimo tudi,
da smo w konformno preslikali s preslikavo F .

Vprašanje sedaj je, če obstoja neka konformna preslikava, ki bo tok okrog valja w(z) pre-
slikala v tok okrog krila w(F (Z))? To vpraǎnje je rešil Žukovski in našel eksplicitno konformno
preslikavo med valjem in krilom. Poglejmo si nekaj korakov na tej poti. Začnimo s tole konformno
preslikavo

Z = z +
c2

z
oziroma z =

1
2
Z +

√
1
4
Z2 − c2. (3.143)

Da se izognemo večznačnosti korenske funkcije vzamemo Zε[−2c,+2c] in tisto vejo korena, ki
gre kot 1

2Z za velike Z. Vprašanje je, v kaj ta konformna preslikava preslika valj z radijem a,
podan v polarnem zapisu kot z = a eiθ, če vzamemo 0 ≤ c ≤ a? Poglejmo v kaj preslikava En.
3.143 preslika rob valja. V komponentnem zapisu dobimo

Z = X + iY =
(
a+

c2

a

)
cos θ + i

(
a− c2

a

)
sin θ, (3.144)

oziroma, če upoštevamo, da je cos2 θ + sin2 θ = 1

X2(
a+ c2

a

)2 +
Y 2(

a− c2

a

)2 = 1, (3.145)

kar ni nič drugega kot enačba elipse. Če nadalje vzamemo c = a potem hitro uvidimo, da elipsa
degenerira v daljico med −2a in 2a. Ta daljica nam bo za sedaj služila kot grob model krila, ki
ga bomo kasneje še dopolnili. Da pa bi bili bližje realnosti, bomo krilo nagnili za kot −α napram
smeri hitrosti v neskončnosti. V tem primeru dobimo za obtekanje valja

w(z) = v0

(
ze−iα +

a2

z
eiα
)
− i

Γ
2π

ln z − Γ
2π
α, (3.146)

kar nam daje za hitrost

v(z) =
dw(z)
dz

= v0

(
e−iα − a2

z2
eiα
)
− i

Γ
2πz

. (3.147)
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Sedaj pretransformirajmo hitrostno polje okrog valja v hitrostno polje okrog daljice [−2a,+2a]
s pomočjo konformne preslikave Žukovskega. Dobimo

v(Z) =
dw

dz

dz

dZ
= v0

(
e−iα − a2

z2(Z)e
iα
)

(
1− a2

z2(Z)

) − i
Γ

2π
(
z(Z)− a2

z(Z)

) , (3.148)

kjer imamo odvisnost z(Z) podano v En. 3.143. Ponovimo: zgornja enačba opisuje obtekanje
nagnjene daljice v koordinatnem sistemu Z. Žal hitro ugotovimo, da hitrost, ki jo dobimo iz
zgornje enačbe divergira na robovih daljice [−2a,+2a], ki ustrezajo v z koordinatah točkam
[−a,+a]. Pa razvijmo zgornji izraz za z = a+ ε, kjer gre ε −→ 0! Dobimo

v(Z −→ 2a) = v0e
−iα − ε−1

(
i

Γ
4π

− iv0a sinα
)

+O(ε). (3.149)

Tu pa vstopi hipoteza Žukovskega, ki trdi: tok tekočine okrog krila mora biti takšen, da je
hitrost povsod končna. Če naj to velja, potem moramo seveda imeti (glej zgornjo enačbo)

Γ = 4πv0a sinα. (3.150)

Kar pomeni, da bo dinamični vzgon na krilo

Fy = 4πρav2
0 sinα. (3.151)

Vsekakor zanimiv rezultat, ki pa prikriva dejstvo (pokaže ga preprost račun), da smo se sicer
znebili divergence hitrosti na zadnjem robu krila, ne pa tudi na sprednjem, naletnem robu
krila. Zdravilo za to bolezen pa je precej preprosto. Namesto, da bi s konformno preslikavo
Žukovskega preslikali krog, ki preseka x os pri a in −a, premaknimo njegovo izhodǐsče za λ na
levo, tako da seka x os pri −a−2λ in a. S tem hkrati eliminiramo divergenco hitrosti na naletnem
krogu krila, hkrati pa še krilo modificiramo iz daljice v nekaj solzi podobnega. V tem primeru
dobimo za dinamični vzgon krila enačbo

Fy = 4πρ(a+ λ)v2
0 sinα. (3.152)

Seveda je λ precej zapletena funkcija oblike krila, oz. obratno. Stvar lahko še bolj zapletemo
in naredimo krilo še bolj realistično, če tudi sredǐsče kroga premaknemo iz x osi v zgornjo
kompleksno ravnino. To pa že nekoliko presega naše zanimanje za stvar. Teorija krila Žukovskega
napoveduje odvisnost sinα od naletnega kota krila. Primerjava z eksperimentom pokaže, da je
to res le za majhne kote. Za večje kote daje eksperiment večje vrednosti dinamičnega vzgona
dokler ga pri nekem mejnem kotu ne spodje odlepitev mejnega sloja in turbulenca.

Dandanes pri načrtovanju kril le redko uporabljamo analitično teorijo, kot smo jo v najo-
snovneǰsih potezah orisali zgoraj. Bolj običajno je, da tok okrog kril preprosto simuliramo. Žal
je tudi to precej netrivialna vaja, ki jo lahko uženemo le z zelo zmogljivimi računalniki in sofi-
sdticiranim softwarom. Slika prikazuje rezultate numerične simulacije krila s pred- in zakrilci, ki
povečujejo njegov dinamični vzgon in ga delajo stabilnega tudi pri zelo velikih kotih naleta (pri
vzletanju in pristajanju).
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Slika 3.8: Primer tokovnic pri obtekanju valja, kjer je upoštevana hipoteza Žukovskega za neko
izbrano vrednost parametra λ. Vidimo, da se nad krilom tokovnice gostijo (večja hitrost) ,
pod krilom pa redčijo (manǰsa hitrost). Glede na Bernoullijevo enačbo to že napoveduje obstoj
dinamičnega vzgona.

Slika 3.9: Primer tokovnic pri numerični simulaciji trodelnega krila s pomočjo programa AM-
BER2D izdelanega na University of Toronto Institute for Aerospace Studies, Computational
Aerodynamics Group.
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Elektromagnetno polje

4.0.4 Lagrangeova funkcija delca v EM polju

Začnimo z Lorentzovo silo na gibajoči se naboj

F = e(E + v ×B), (4.1)

kjer je E jakost električnega polja in B gostota magnetnega polja. Zgornjo enačbo bi sedaj radi
zapisali v obliki Euler - Lagrangeove enačbe z ustrezno Lagrangeovo funkcijo. Ker je Lorentzova
sila vsoa dveh členov, mora potencial v Lagrangeovi funkciji vsebovati vsoto električnega in
magnetnega člena. Magnetni del pa mora biti očitno linearen v hitrosti. Edini utrezni nastavek
za skalarno Lagrangeovo funkcijo mora biti oblike

L(r, ṙ, t) = 1
2mṙ2 − eφ(r, t) + ev(t) ·A(r, t). (4.2)

Tu sta zaenkrat φ(r, t) in A(r, t) popolnoma poljubni funkciji. Kasneje bomo videli kaj pomenita.
Poglejmo kako je sedaj videti Euler - Lagrangeova enačba.

d
dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= mr̈ + e
dA
dt

+−e∇(v ·A) + e∇φ = 0. (4.3)

Ker je A = A(r, t) sledi, da je
dA
dt

=
∂A
∂t

+ (v · ~∇)A

in od tod dobimo
mr̈ = −e~∇ϕ− e

∂A
∂t

− e(v · ~∇)A + e~∇(v ·A). (4.4)

Ker je nadalje
e~∇(v ·A)− (v · ~∇)A = v × (∇×A), (4.5)

dobimo torej

mr̈ = −e(~∇ϕ+
∂A
∂t

) + e(v × (∇×A)). (4.6)

Če torej velja

E = −~∇ϕ− ∂A
∂t

B = (∇×A), (4.7)

113



POGLAVJE 4. ELEKTROMAGNETNO POLJE

je zgornja enačba natančno enačba za Lorentzovo silo. Funkciji φ(r, t) in A(r, t) identificiramo
kot skalarni in vektorski potencial. Zanimiva posledica zgornjih zvez je

∇ ·B = 0. (4.8)

V tej enačbi pomo kasneje prepoznali eno od Maxwellovih enačb. Podobno posledico vpeljave
EM potencialov lahko izluščimo tudi iz

∇×E = −∇×
(
~∇ϕ+

∂A
∂t

)
= −∂

∂t
(∇×A) = −∂B

∂t
. (4.9)

To je seveda še ena od Maxwellovih enačb. Zgornji dve Maxwellovi enačbi staa neodvisni od
izvorov polja in govorita zgolj o lastnostih magnetnega in električnega polja v prostoru brez
izvorov..

4.0.5 Umeritvena invariantnost

Zveza med EM potencialoma in obema EM poljema dopušča zanimivo možnost. Potenciala
dopolnimo s poljubno funkcijo ζ(r, t) in sicer na naslednji način

A′ = A +∇ζ,

ϕ′ = ϕ− ∂ζ

∂t
. (4.10)

Poglejmo, čemu so enaka polja, ki ustrezajo tem novim potencialom. Za magnetno polje brez
težav ugotovimo

B′ = ∇×A′ = ∇×A + ∇× ∇ζ = ∇×A = B,

saj je ∇× ∇ζ = 0 za vsako ζ. Za električno polje pričakujemo podoben rezultat:

E′ = −∇ϕ′ − ∂A′

∂t
=

= −∇ϕ+∇∂ζ
∂t
− ∂A

∂t
− ∂

∂t
∇ζ = −∇ϕ− ∂A

∂t
= E,

saj odvodi po prostoru in odvodi po času komutirajo. Vidimo torej, da imamo svobodno izbiro
pri določanju potencialov, in sicer vektorskemu lahko pritaknemo gradient skalarne funkcije,
skalarnemu pa časovni odvod iste funkcije En. 4.10. Zvezama En. 4.10 pravimo umeritvena
transformacija. EM sta torej invariantni na umeritveno transformacijo potencialov.

4.0.6 Lagrangeova funkcija je invariantna na umeritveno transforma-
cijo

Radi bi ugotovili, ali so dobljene Euler–Lagrangeve enačbe invariantne na umeritveno transfor-
macijo EM potencialov. Akcijo delca v zunanjem EM polju je glede na preǰsen razdelek

S =
∫ (2)

(1)

(
1
2
mṙ(t)2 − eϕ(r, t) + eṙ(t) ·A(r, t)

)
dt. (4.11)
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Vstavimo umeritveno transformirane elektromagnetne potenciale pa dobimo za novo akcijo

S ′ =
∫ (2)

(1)

[
1
2
mṙ2 − eϕ+ e

∂ξ

∂t
+ eṙ ·A + e(ṙ · ~∇)ξ

]
dt =

= S + e

∫ 2

1

dξ
dt

dt = S + e(ξ(1)− ξ(2)). (4.12)

Euler–Lagrangeve enačbe so torej invariantne za umeritveno transformacijo, saj je drugi člen
transformirane akcije S ′ drugačen od S le na robovih, kar pa nima vpliva na Euler - Lagrangeove
enačbe.

4.0.7 Hamiltonova funkcija za delec v EM polju

Izpeljimo še Hamiltonovo funkcijo za delec v EM polju. Spet se najprej spomnimo, kako je le–ta
definirana. velja

H(p, r, t) = ṙ · p− L (4.13)

pri čemer je posplošeni impulz

p =
∂L

∂ṙ
(4.14)

Zdaj pa ga zapǐsimo za naš primer. Velja torej

p =
∂L

∂ṙ
= mṙ + eA ⇒ ṙ =

p− eA
m

, (4.15)

od koder že sledi

H =
1
m

(p− eA)p− 1
2m

(p− eA)2 + eϕ− eA
(

ṗ− eA
m

)
. (4.16)

Končno lahko torej zapǐsemo

H(p, r, t) =
1

2m
(p(t)− eA(r, t))2 + eϕ(r, t). (4.17)

Tako smo dobili Hamiltonijan za delec v EM polju. Takšno obliko sklopitve med poljem in
delcem imenujemo tudi minimalno sklopitev in je osnova nerelativistične kvantne mehanike
nabitih delcev.

Če sta elektromagnetna potenciala, ki vstopata v Hamiltonijan časovno odvisna, potem le-ta
ni več konstanta gibanja. Opozoriti moramo, da zgornja oblika Hamiltonove funkcije seveda ne
vsebuje polja, ki ga ustvarja sam delec in zaradi katerega bi seval in s tem še dodatno izgubljal
energijo.

4.0.8 Hamiltonove enačbe za delec v EM polju

Poglejmo si še, kako zgledajo Hamiltonove enačbe za delec v zunanjem EM polju. Veljati mora
seveda

ṙ =
∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂r

. (4.18)
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Prva Halitonova enačba nam daje kar že poznamo in sicer

ṙ =
p− eA
m

. (4.19)

Pri drugi je potrebno nekoliko več razmǐsljati, da ugotovimo, kaj pomeni. Imamo namreč

−∂H
∂r

= −e∇φ− 1
m

∇ (p− eA)2 . (4.20)

Zadnji člen v zgornji enačbi vsebuje faktorje tegale tipa, recimo za komponen to x

∂

∂x
(p− eA)2 = −2e (px − eAx)

∂Ax
∂x

− 2e (py − eAy)
∂Ay
∂x

− 2e (pz − eAz)
∂Az
∂x

. (4.21)

Operator ∇ tu seveda ne deluje na p, ker je ta zgolj funkcija časa. Če sedaj upoštevamo še En.
4.19 potem drugo Hamiltonovo enačbo lahko zapǐsemo kot

ṗ = −∂H
∂r

= −e∇φ+ e∇(v ·A). (4.22)

Oziroma od tod

mv̇ = ṗ− eȦ = −e∇φ+ e∇(v ·A)− e
∂A
∂t

− e(v · ~∇)A = e (E + v ×B) . (4.23)

To pa seveda že tudi poznamo. Lorentzova sila.

4.0.9 Schwarzschildova invarianta

Za delec v EM polju že vemo, da je njegova Lagrangeova funkcija

L =
1
2
mṙ2 − eϕ(r, t) + eṙ ·A(r, t). (4.24)

Sklopitev med točkastim nabojem in EM poljem torej opisuje člen

LS = −eϕ(r, t) + ev ·A(r, t). (4.25)

Temu člemu pravimo tudi Schwarzschieldova invarianta sklopitve med delcem in EM poljem.
V tej obliki seved avelja le za točkast delec. člen v nuji točkastega delca, ki gre na račun
Schwarzschieldove invariante lahko zapǐsemo tudi takole∫

LSdt = −e
∫
φ(r, t)dt+ e

∫
v ·A(r, t)dt = −e

∫
φ(r, t)dt+ e

∫
A(r, t) · dr, (4.26)

kjer smo preprosto upoštevali, da je vdt = dr. Kasneje bomo videli, zakaj zgornjemu izrazu
pravimo, da je invarianta.

116



POGLAVJE 4. ELEKTROMAGNETNO POLJE

4.0.10 Zvezno porazdeljena snov

Če bi imeli več nabojev, i = 1, N , potem bi ustrezno Schwarzschieldovo invarianto zapisali takole

LS(N) = −
N∑
i=1

eiφ(ri, t) +
N∑
i=1

eivi ·A(ri, t). (4.27)

Sedaj si oredstavljajmo, da ti parcialni naboji v prostoru ei predstavljajo del zvezne porazdelitve
naboja z gostoto

ei = ρ(ri, t)dVi, (4.28)

kjer je ρ(ri) gostota naboja na mestu ri ob času t, dVi pa je majhen volumen okrog tega mesta.
Potemtakem lahko zapǐsemo

N∑
i=1

eiφ(ri, t) −→
∫
V

ρ(r)φ(ri, t)d3r. (4.29)

Podobno velja tudi za drugi člen

N∑
i=1

eivi ·A(ri, t) −→
∫
V

ρ(r, t)v(r, t)φ(ri, t)d3r =
∫
V

j(r, t)φ(ri, t)d3r, (4.30)

kjer smo vpeljali vektor gostote toka

j(r, t) = ρ(r, t)v(r, t). (4.31)

Za Schwarzschieldovo invarianto potemtakem dobimo v primeru zvezne porazdelitve naboja po
prostoru izraz

LS = −
∫
ρ(r, t)ϕ(r, t) d3r +

∫
j(r, t) ·A(r, t) d3r. (4.32)

Zaradi integrala po volumnu lahko torej govorimo tudi o gostoti sklopitvenega člena med snovjo
oz. delci in EM poljem. Gostota te sklopitve je torej podana z

LS = −ρ φ+ j ·A. (4.33)

Pri zvezno porazdeljeni snovi ali zvezno porazdeljenih poljih moramo vedno govoriti o gostoti
Lagrangeove funkcije.

4.0.11 Lagrangeova funkcija EM polja in njegovih izvorov

Nalsednje vprašanje je, kako bi v Lagrangeovop funkcijo oziroma njeno gostoto vključili poleg
izvorov polja, torej Schwarzschieldovega člena , tudi polje samo. Celotno gostoto Lagrangeove
funkcije za polje in njegove izvore bi zapisali takole

L(r, t) = LP (r, t)− ρ(r, t)ϕ(r, t) + j(r, t) ·A(r, t), (4.34)

kjer smo z L sedaj označili celotno gostoto Lagrangeove funkcije za EM polje in izvore. To kar
še ne poznamo je LP , oz. gostota Lagrangeove funkcije za polje samo. Uganemo in kasneje
pokažemo, da je naše ugibanje pravilno, da mora biti gostota Lagrangeove funkcije za polje samo
oblike

LP (r, t) =
1
2
ε0E

2(r, t)− 1
2µ0

B2(r, t). (4.35)
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To ugibanje bomo argumentirali a posteriori, ko bomo ugotovili, da vodi do pravilne oblike
Maxwellovih enačb. Za celotno akcijo EM polja in njegovih izvorov lahko sedaj zapǐsemo

S =
∫
L(r, t) d3rdt =

∫ (
1
2
ε0E

2(r, t)− 1
2µ0

B2(r, t)− ρ(r, t)ϕ(r, t) + j(r, t) ·A(r, t)
)

d3rdt.

(4.36)
Pokazali bomo, da se v tej obliki akcije skriva celotna Maxwellova elektriodinamika. Dobro si
torej zapomnimo: gostota Lagrangeove funkcije elektromagnetnega polja in njegovih izvorov
ima obliko

L =
1
2
ε0E

2 − 1
2
B2

µ0
− ρϕ+ j ·A. (4.37)

Zanimivo je, da lahko Lagrangeovo funkcijo za poljem in njegove izvore zapǐsemo tudi kot

L =
1
2
ε0E

2 − ρϕ−
(

1
2
B2

µ0
− j ·A

)
. (4.38)

Če primerjamo Lagrangeovo funkcijo polja in izvorov z Lagrangeovo funkcijo delca v zunanjem
polju, najdemo nekaj zanimivih analogij. Električni del Lagrangeove funkcije se obnaša kot
kinetična energija polja, magnetni del pa se obnaša kot potencialna energija polja , čeprav ma-
gnetna energija pravzaprav ustreza gibanju nosilcev naboja, električna pa ne.

4.0.12 Euler-Lagrangeove enačbe za EM polje

Zdaj bomo iskali ekstrem akcije (δS = 0) in tako dobili Euler–Lagrangeve enačbe. Upamo, da
bodo to Maxwellove enačbe. Zopet naj velja: ϕ = ϕ(r, t) in A = A(r, t).

E = −~∇ϕ− ∂A
∂t

B = ∇×A (4.39)

medtem ko ima akcija elektromagnetnega polja skupaj z njegovimi izvori kot že vemo obliko

S =
∫ [

ε0
2

(
~∇ϕ+

∂A
∂t

)2

− 1
2µ0

(∇×A)2 − ρϕ+ j ·A

]
d3rdt. (4.40)

Koordinate, ki opisujejo EM polje so potemtakem kar EM potenciali, A in φ. Akcijo torej
variiramo po ”koordinatah polja”, A in ϕ saj sta ρ in j sta dana s porazdelitvijo in gibanjem
nabojev. Torej je

S =
∫
L [ϕ(r, t),A(r, t)] d3rdt, (4.41)

kjer je gostoyta Lagrangeovo funkcije EM polja in njegovih izvorov

L [ϕ(r, t),A(r, t)] =
ε0
2

(
~∇ϕ+

∂A
∂t

)2

− 1
2µ0

(∇×A)2 − ρϕ+ j ·A. (4.42)

Sedaj se zopet spomnimo klasične mehanske akcije

S =
∫
L(r, ṙ, t)dt. (4.43)
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Če to akcijo variiramo dobimo ekstremalno rešitev iz Euqler- Lagrangeove enačbe En. ??, torej

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0. (4.44)

Z malo razmisleka lahko sedaj zapǐsemo Euler-Lagrangeove enačbe, ki sledijo iz akcije EM polja
in jih dobimo z variacijo akcije po ϕ in A. Torej, če začnemo z

S =
∫
L [ϕ(r, t), Ai(r, t)] d3rdt, (4.45)

potem nam variacij apo skalarnem potencialu daje najprej

∂

∂t

 ∂L

∂
(
∂ϕ
∂t

)
+ ~∇

(
∂L

∂(~∇ϕ)

)
− ∂L
∂ϕ

= 0, (4.46)

variacija po vektorskem potencialu pa

∂

∂t

(
∂L

∂
(
∂Ai

∂t

))+ ~∇

(
∂L

∂(~∇Ai)

)
− ∂L
∂Ai

= 0. (4.47)

Pri obeh zgornjih izrazih smo upoštevali prvič, da je Lagrangeova funkcija odvisna od štirih
parametrov: t in x, y, z, ter da vsebuje vrednosti in odvode dveh polj ϕ in A.

Poglejmo najprej prvo enačbo za skalarni potencial ϕ! Ker ϕ̇ v gostoti Lagrangevega opera-
torja sploh ne nastopa, se enačba En. 4.45 poenostavi v

~∇
[
ε0

(
~∇ϕ+

∂A
∂t

)]
+ ρ = 0, (4.48)

oziroma, če upoštevamo zvezo med električnim poljem in obema potencialoma

ε0∇ · E = ρ. (4.49)

To je ena izmed Maxwellovih enačb. Smo torej na dobri poti in upamo, da bomo ostale Maxwel-
love enačbe dobili z variacijo po vektorskem potencialu. Poglejmo.

To bomo storili po komponentah. Pokazali bomo za eno komponento in to posplošili na
preostali dve. Poglejmo si najprej komponento Ax. Iz Euler - Lagrangeove enačbe dobimo

∂

∂t

(
ε0

(
∂ϕ

∂x
+
∂Ax
∂t

))
+

∂

∂x

(
∂L

∂
(
∂Ax

∂x

))︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂

∂y

 ∂L

∂
(
∂Ax

∂y

)
+

∂

∂z

(
∂L

∂
(
∂Ax

∂z

))− jx = 0

ε0
∂2ϕ

∂x∂t
+ ε0

∂2Ax
∂t2

−
(
− ∂

∂y

(
1
µ0

(∇×A)z

)
− ∂

∂z

(
1
µ0

(∇×A)y

))
= jx.

(4.50)

Sedaj se pomnimo se naslednjih definicij komponent vektorskega produkta

(∇×A)z =
(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
(∇×A)y =

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)
(∇×A)x =

(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)
(4.51)
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in računajmo dalje:

ε0
∂2ϕ

∂x∂t
+ ε0

∂2Ax
∂t2

+
1
µ0

(
∂2Ay
∂x∂y

− ∂2Ax
∂y2

− ∂2Ax
∂z2

+
∂2Az
∂z∂x

)
= jx

ε0
∂2Ax
∂t2

− 1
µ0

∂2Ax
∂y2

− 1
µ0

∂2Ax
∂z2

+
1
µ0

∂

∂x

(
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

+
1
c2
∂ϕ

∂t

)
= jx (4.52)

V oklepaju v zadnji enačbi prǐstejmo in odštejmo člen ∂Ax

∂x , da dobimo:

ε0
∂2Ax
∂t2

− 1
µ0
∇2Ax +

1
µ0

∂

∂x
= jx. (4.53)

Sedaj upoštevajmo, da je ∇×∇A = ∇(∇ ·A)−∇2A, kar nam potemtakem daje

(∇× (∇×A))x = µ0jx − ε0µ0
∂

∂t

(
∂Ax
∂t

+
∂φ

∂x

)
. (4.54)

Če nazadnje upoštevamo še zvezo med električnim poljem in potencialoma dobimo preprosto x
komponento enačbe

∇×B = µ0j + ε0µ0
∂E
∂t
. (4.55)

To pa je zopet ravno ena od Maxwellovih enačb. Zberimo sedaj vse enačbe polja, ki smo jih
izpeljali v set Maxwellovih enačb.

4.0.13 Maxwellove enačbe

Za električno in magnetno polje smo torej izpeljali tele enačbe. Najprej obe enačbi, ki ne vsebu-
jeta izvorov

∇ ·B = 0 ∇×E = −∂B
∂t
, (4.56)

in anto drugi dve enačbi, ki vsebujeta izvore

∇ ·E =
ρ

ε0
∇×B = µ0j + ε0µ0

∂E
∂t
. (4.57)

Zgornje štir enačbe so znamanite Maxwellove enačbe, ki popisujejo vse lastnosti EM polja v
prostoru. Tem enačbam lahko dodamoše enačbo za ohranjanje naboja, ki jo dobimo, če na
zadnjo enačbo delujemo z divergenco in upoštevamo prvo enačbo, torej

∇ · j +
∂ρ

∂t
= 0. (4.58)

Tej enačbi pravimo tudi kontinuitetna enačba za naboj, oziroma ohranjevalni zakon za naboj.
Trdi, da je

∂

∂t

∫
V

ρd3r = −
∮
S

(j · n)dS. (4.59)

Naboj se v nekem delu prostora lahko spremeni le, če vanj teče ali pa iz njega odteka toka. To
je vse kar hočemo vedeti o elektroimagnetnem polju.
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Poleg diferencialne oblike Maxwellovih enačb, ki smo jo zapisali zgoraj, lahko dobimo tudi
integralno obliko. Vse zgornje enačbe integroramo po volumni in upoštevamo izrek Gaussa in
Stokesa. To nas pripelje do∮

(∂V )

BdS = 0
∮

(∂S)

Eds = − ∂

∂t

∫
(S)

BdS∮
(∂V )

EdS =
1
εo

∫
(V )

ρ(r) dV
∮

(∂S)

Bds = µo

∫
(S)

j dS + εoµo
∂

∂t

∫
(S)

EdS. (4.60)

Te enačbe lahko nazorno povemo tudi z besedami. Kako? Sedaj si poglejmo nekatere, nikakor
ne vse, pomembne posledice Maxwellovih enačb. Začeli bomo z njihovim statičnim približkom.

4.1 Statično električno polje

4.1.1 Coulombova sila med naboji

Elektrostatika raziskuje sile med mirujočimi naelektrenimi telesi, ki nosijo konstantne časovno
nespremenljive naboje. Točkasto naelektreno telo deluje na drugo točkasto naelektreno telo z
električno silo F:

F =
e1e2

4πε0r2
r
r
, (4.61)

kjer je permeabilnost vakuuma ε0 = 8.85 × 10−12 Nm2

(As)2 , pri čemer naboj merimo v Coulombih
C = As. Osnovni naboj ima vrednost 1.602× 10−19 C.

Zgornjo enačbo imenujemo Coulombov zakon. Vektor r kaže od naboja e1 do e2, če računamo
silo s katero deluje e1 na e2. Če pa računamo silo s katero deluje e2 na e1, pa kaže r v nasprotno
smer. Sila med enako nabitima telesoma je odbojna, če je e1e2 > 0, med različno nabitima pa
privlačna, če je e1e2 < 0.

4.1.2 Velikost električnega naboja

Električni naboj merimo v Coulombih C = As. O velikosti nabojev v naravi se najbolje podučimo
z nekaj primeri.

Pojav Velikost električnega naboja

Najmanǰsi naboj v naravi (kvark) 0.5× 10−19C
Naboj elektrona 1.6× 10−19C
Naboj na majhnem kondenzatorju 10−7C
Naboj, ki steče pri povprečnem blisku 1− 100C
Naboj shranjen v avtomobilski bateriji 0.2MC
Naboj na našem planetu 1MC
Naboj, ki ga proizvede povprečna elektrarna v enem letu 3× 1011C
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4.1.3 Jakost električnega polja

Coulombova obravnava električne sile temelji na prepostavki,da naboj e1 deluje na naboj e2 skozi
prazen prostor na daljavo. V Faradayevi oz. Maxwellovi sliki pa delovanje na daljavo zamenjamo
z delovanjem električnega polja, ki je nekakšen posrednik delovanja naboja na naboj. V tej sliki
si predstavljamo, da naboj e1 okrog sebe ustvari električno polje, ki potem deluje na naboj e2
(isto velja tudi za naboj e2). Seveda polje, ki ga ustvari naboj, na isti naboj ne more delovati.
Vsaki točki električnega polja priredimo jakost električnega polja E.

Električno silo, s katero električno polje deluje na naboj, izračunamo z enačbo:

F = eE. (4.62)

Po definiciji ima vektor E isto smer, kot sila na točkasto pozitivno naelektreno telo. S pomočjo
Coulombovega zakona ugotovimo, da za jakost električnega polja v okolici naboja e velja

E =
e

4πε0r2
r
r
. (4.63)

Va̧sih, ko bop= iz konteksta jasno kaj mislimo, bomo namesto nerodnega jakost elektriņega polja
uporabljali kar okraǰsavo električno polje.

4.1.4 Velikost jakosti električnega polja

Jakost električnega polja merimo v N
As oziroma v V

m . Kako velika je ta enota se nejbolje ugotovi,
če si pogledamo nekaj vrednosti jakosti električnega polja v naravi.

Pojav Jakost električnega polja

Kozmično sevanje 10µV/m
100 W UKV oddajnik na razdalji 100 km 0.5mV/m
Polje znotraj bakrene žice 0.1V/m
Polje v zemeljski atmosferi 100− 300V/m
Polje v zemeljski atmosferi tik pred bliskom 1− 3MV/m
Polje preko bioloske membrane 10MV/m
Polje v močnem laserskem curku 100TV/m
Največje možno polje v vakuumu 1.3× 1015V/m
Največje možno polje na Planckovi skali 2.4× 1061V/m

4.1.5 Električne silnice

Sedaj definirajmo prostorsko krivuljo v naravni parametrizaciji r(s), kjer je s ločni parameter
krivulje, ki naj bo v vsaki točki sorazmerna smeri elektrostatske sile

ṙ(s) =
dr
ds

=
F(r(s))
|F(r(s))|

=
E(r(s))
|E(r(s))|

. (4.64)

Takšnim krivuljam pravimo tudi električne silnice. Električne silnice očitno kažejo tudi v smeri
električnega polja v vsaki točki prostora.
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Silnice v primeru polja točkastega naboja zadoščajo potemtakem enačbi

ṙ(s) =
r(s)
|r(s)|

, (4.65)

kar seveda niso nič drugega kot konfokalne premice z žarǐsčem v izhodǐsču. Na podoben način
lahko dobimo enačbe silnic tudi za druge konfiguiracije električnega polja.

4.1.6 Električni pretok

Električni pretok definiramo kot površinski integral električnega polja in ga merimo v V m. De-
finiramo ga podobno kot pretok vsake fizikalne količine in sicer kot

ΦE =
∫
S

E · dS. (4.66)

Glede na definicijo električnih silnic lahko zgornjo enačbo zapǐsemo tudi kot

ΦE =
∫
S

|E| ṙ(s) · dS =
∫
S

|E| ṙ(s) · ndS. (4.67)

Ker sta oba vektorja ṙ(s) kot tudi n enotska, velikost pretoka določa absolutna vrednost jakosti
električnega polja no površini, preko katere opazujemo pretok električnega polja. Po Faradayu
interpretramo pretok električnega polja skozi površino kot število silnic električnega polja, ki to
površino prebada.

4.1.7 Električni potencial

Električno polje torej opǐsemo z električno poljsko jakostjo E. Lahko pa tudi vsaki točki prostora
priredimo električni potencial ϕ(r), tako da velja

E(r) = −∇ϕ(r), (4.68)

kjer je znak (−) po dogovoru. Zaradi pravila ∇f(r) = ∂f
∂r

r
r je

∇ 1
| r |

= − r
| r |3

in tako dobimo za električni potencial točkastega naboja izraz

ϕ(r) =
e

4πε0r
. (4.69)

Električni potencial je očitno določen le do konstante. Za statično polje je to le poseben primer
bolj splošne umeritvene invariantnosti elektromagnetnega polja.
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4.1.8 Velikost električnega potenciala

Enota za električni potencial je volt [V ], ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema. Kako velika
je ta enota se najbolje ugotovi, če si zopet pogledamo nekaj vrednosti električnega potenciala v
naravi.

Pojav Električni potencial

Prenos živčnih impulzov v človeškem živčevju 70mV
Voltova baterija 1.5V
Komercialni električni potencial 110− 220V
Električna jegulja 100− 600V
Iskrenje pri oblačenju sintetičnega puloverja 1kV
Električni pastir 0.7− 10kV
Televizijska cev (barvna) 30kV
Rentgenska cev 10− 200kV
Elektronski mikroskop 0.5kV − 3MV
Blisk 10− 100MV
Največje možno polje na Planckovi skali 1.5× 1027V

4.1.9 Ekvipotencialne ploskve

Glede na definicijo elektrostatskega potenciala En. 4.68 seveda velja, da je

ϕ(A)− ϕ(B) = −
∫ A

B

E · ds. (4.70)

Predstvljajmo si sedaj, da je ds v vsaki točki med A in B pravokoten na smer E. V tem primeru
seveda dobimo

ϕ(A) = ϕ(B) = const. (4.71)

Tudi obratno drži. Če je ploskev ustreza konstantni vrednosti elektrostatskega potenciala, potem
mora biti v vsaki točki prvaokotna na lokalno smer jakosti električnega polja. Takšne ploskev
imenujemo tudi ekvipotencialne ploskve.

4.1.10 Princip superpozicije

Če imamo v prostoru več nabojev ei v točkah ri, potem za električna poljska jakost v neki
poljubni točki r 6= ri ugotovimo, da je podana z

E(r) =
1

4πε0

n∑
i=1

ei(r− ri)
| r− ri |3

.

Električne poljske jakosti posameznih nabojev se torej seštevajo. Enako lahko ugotovimo tudi
za električni potencial, ki ima v primeru več nabojev obliko

ϕ(r) =
1

4πε0

n∑
i=1

ei
| r− ri |

. (4.72)

Vidimo torej, da sta električno polje in potencial aditivna. Tudi v primeru več nabojev še vedno
velja zveza E(r) = −∇ϕ(r). Aditivnost elektrostatika je posledica linearnosti osnovnih enačb
polja. Zgornje ugotovitve imenujemo tudi princip superpozicije polje.
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4.1.11 Gostota naboja

Za točkaste naboje lahko zgornje izraze za polje in potencial sistema nabojev zapǐsemo bolj
enostavno, če uvedemo gostoto naboja s pomočjo Diracove delta funkcije kot

ρ(r) =
n∑
i=1

eiδ
3(r− ri), (4.73)

potem s pomočjo te notacije lahko zapǐsemo polje okrog sistema točkastih nabojev kot

E(r) =
1

4πε0

∫
(V )

ρ(r,)(r− r,)
| r− r, |3

d3r,. (4.74)

in potencial kot

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
(V )

ρ(r,)
| r− r, |

d3r,. (4.75)

Podobno bi lahko izpeljali tudi silo na naboj kot

F =
∫

(V )

ρ(r)E(r)d3r. (4.76)

Količine s črtico se nanašajo na prostor, po katerem integriramo. V splošnem ni potrebno, da bi
bila gostota naboja En. 4.73 sestavljena iz točkastih nabojev in ima lahko poljubno porazdelitev
v prostoru. Enačbe za električno polje, potencial in silo seveda ostanejo kot zgoraj.

4.1.12 Primeri gostote naboja

Poleg točkastega naboja kot v En. 4.73, ki ima torej porazdelitev

ρ(r) = e δ3(r− r0), (4.77)

imamo lahko tudi različne druge porazdelitve naboja. Recimo dipolna porazdelitev, ki ima v
primeru točkastega dipola obliko

ρ(r) = (p ·∇) δ3(r− r0), (4.78)

kjer je p dipolni moment. In tako naprej. V primeru enakomerno nabite krogle z radijem a
imamo

ρ(r) =
{
ρ0 ;| r |< a
0 ;| r |> a

= ρ0H(r − a), (4.79)

kjer je H(x) Heavisideova stopnica. Tudi ni potrebno, da bi bil naboj vedno porazdeljen po
prostoru. Površinsko gostoto naboja σ(ρ) lahko vpeljemo kot

ρ(r) = σ(ρ) δ(z − z0), (4.80)

kjer je ρ = (x, y) dvodimenzionalen radij vektor na površini podani z z = z0. Podobno imamo
lahko tudi površinsko gostoto dipolnega momenta p(ρ) podano kot

ρ(r) = p(ρ)
∂

∂z
δ(z − z0). (4.81)

Primerov bi seveda lahko našteli še več. Najpogosteǰsi pa so vseeno že vsebovani v povedanem.
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4.1.13 Gaussov izrek

Predstavljajmo si sistem točkastih nabojev in poǐsčimo električni pretok po sklenjeni površini,
ki ta sistem nabojev zaobjema. Takole storimo:∮

(S)

E · dS =
∮

(S)

(E · n) dS =
∮

(S)

E dS cosϑ =
n∑
i=1

ei
4πε0

∮
(S)

dS cosϑi
| r− ri |2

, (4.82)

kjer je ϑi kot med r−ri

|r−r′| in lokalno normalo na površinski element dS n, z |n |= 1. Vemo, da je
po definiciji element prostorskega kota Ω definiran kot dΩ = dS cosϑ

r2 . V zgornjem integralu torej
preprosto nastopa n diferencialov prostorskega kota in dobimo∮

(S)

E · dS =
n∑
i=1

ei
4πε0

∫
dΩi =

n∑
i=1

ei
ε0
, (4.83)

saj ima integral po celotnem prostorskem kotu ravno vrednost 4π. Ugotovili smo torej, da je

∮
(S)

E · dS =
n∑
i=1

ei
ε0

=
1
ε0

∫
(V )

ρ(r)d3r. (4.84)

Ker je električno polje aditivno velja zgornja enačba ne le za diskretne naboje, ampak velja
tudi za poljubno zvezno porazdelitev nabojev. Zgornji enačbi pravimo tudi Gaussov izrek za
elektrostatsko polje. Po Faradayu je število silnic, ki iz naboja izhaja sorazmerno temu naboju.
Sorazmernostni koeficient je očitno 1

ε0
.

Če v zgornji enačbi upoštevamo še izrek Gaussa - Ostrogradskega dobimo∮
(S)

E · dS =
∫

(V )

divEdV =
1
ε0

∫
(V )

ρ(r) dV,

kjer je S = ∂V . Če le nimamo opravka s patološkimi funkcijami to ne gre drugače kot da mora
veljati

ε0divE = ρ(r). (4.85)

To je zgolj diferencialna oblika Gaussovega izreka za elektrostatsko polje in se v ničemer ne
razlikuke od En. 4.84.

4.1.14 Električno polje površinske porazdelitve naboja

Privzemimo, da imamo prevodnik, notranje polje je torej nič kot bomo videli kasneje, s konstan-
tno gostoto naboja na površini. Površina naj bo ravna, z = z0. Po Gaussovem izreku in glede
na definicijo površinske gostote naboja En. 4.80 dobimo∫

(S)

E · dS =
1
ε0

∫
S

σ(ρ)dS, (4.86)

oziroma z drugimi besedami

E · n =
σ(ρ)
ε0

. (4.87)
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Površinska gostota naboja torej določa normalno komponento jakosti električnega polja na površini.
Če je le-ta konstantna potem dobimo iz zgornje enačbe

Ez =
σ

ε0
. (4.88)

Kaj pa v primeru, če imamo na površini porazdeljeno konstantno površinsko gostoto dipolnega
momenta p? V tem primeru zapǐsimo levo stran Gaussovega izreka v tejle obliki∫

(S)

E · dS = −
∫

(S)

(∇ϕ · n)dS = −
∫

(S)

∂ϕ

∂z
dS, (4.89)

desno pa po uporabi integracije po delih kot

1
ε0

∫
(V )

ρ(r)d3r =
∫

(S)

p

ε0
δ(z − z0) dS, (4.90)

oziroma, če zapǐsemo levo in desno stran

−
∫

(S)

∂ϕ

∂z
dS =

∫
(S)

p

ε0
δ(z − z0) dS. (4.91)

Rešitev te enačbe se glasi

ϕ(z) = const.− p

ε0
H(z − z0). (4.92)

Z drugimi besedami potencial ima na površinski dipolni plasti skok velikosti p
ε0

. Površinska
gostota naboja torej določa normalno komponento električnega polja, površinska gostota dipola
pa skok v potencialu.

4.1.15 Maxwellovi enačbi za statično električno polje

Ker za elektrostatsko polje velja zveza En. 4.68, in ker so gradientna polja brezvrtinčna, lahko
zapǐsemo za rotor električnega polja

∇×E = 0. (4.93)

Ta enačba je seveda zgolj način, da nekoliko drugače zapǐsemo Coulombov zakon, saj smo jo iz
njega izpeljali! Imenujemo jo tudi druga Maxwellova enačba za elektrostatsko polje.

Podobno povzamemo še Gaussov izrek v diferencialni obliki kot prvo Maxwellovo enačbo

ε0divE = ρ(r). (4.94)

Obe zgornji enačbi sta zgolj posledici Coulombovega zakona, toda namesto, da bi govorili o
Coulombovi sili med naboji, raje govorimo o polju, ki ga ti naboji ustvarjajo v prostoru, pri
čemer mora le-to zadoščati zgornjima dvema enačbama. Fokus se je s tem preselil s koncepta
sile na nov koncept (elektrostatskega) polja.
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4.1.16 Poissonova enačba in njena rešitev

Če v prvi Maxwellovi enačbi za elektrostatsko polje enačbi zapǐsemo E = −∇ϕ(r), dobimo

ρ(r) = ε0∇ · (−∇ϕ(r)) = −ε0∇2ϕ(r),

ki je ponavadi zapisana v tejle obliki:

∇2ϕ(r) = ∆ϕ(r) = −ρ(r)
ε0

, (4.95)

kjer smo uvedli Laplaceov operator ∇2 = ∆. V prostoru, v katerem ni nabojev, je desna
stran enačba enaka nič in dobimo Laplaceovo enačbo. Obe enačbi podajata prostorsko odvisnost
elektrostatskega potenciala v prostoru, v katerem se nahajajo naboji. S pomočjo En. 4.68 potem
dobimo polje in nazadnje ǐz polja še silo.

Poglejmo si, kako rešujemo to enačbo. Najprej lahko ugotovimo sledeče: če predpostavimo,
da je rešitev Poissonove enačbe

ϕ(r) =
∫
V

G(r− r′)ρ(r′)d3r. (4.96)

To je res rešitev Poissonove enačbe, ce le velja

∇2G(r− r′) = −δ
3(r− r′)
ε0

. (4.97)

Preverite sami, da je temu res tako! G(r− r′) potemtakem ni nič drugega kot rešitev Poissonove
enačbe za točkast izvor, ki se nahaja v točki r′. Splošno rešitev pa torej lahko zgradimo, če
poznamo prostorsko porazdelitev gostote naboja in pa rešitev Poissonove ančbe za točkast naboj!
Osnovni rešitvi Poissonove enačbe za točkast izvor, s pomočjo katere lahko najdemo vse ostaele
rešitev, pravimo tudi Greenova funkcija Poissonove enačbe.

4.1.17 Izpeljava Greenove funkcije v neskončnem prostoru

V tem poglavju bomo poiskali Greenovo funkcijo Poissonove enačbe En. 4.97. Ker smo ugotovili,
da delta funkcija v neskončnem, homogenem prostoru predstavlja enoto v funkcijskem prostoru
ni torej Greenova funkcija nič drugega kot funkcijski obrat (inverzna funkcija) Laplaceovega
operatorja.

Reševanja enačbe En. 4.97 se bomo lotili s Fourierovo transformacijo. V neskončnem pro-
storu nam namreč Fourierova transformacija omogoča, da diferencialno enačbo pretvorimo v
algebraično enačbo. Izrazimo torej najprej z njeno Fourierovo transformiranko funkcijo delta

δ(r− r′) =
1

(2π)3

∫
e−ik·(r−r′)d3k. (4.98)

Za Fourierovo transformiranko funkcije G(r− r′) pa podobno postavimo

G(r− r′) =
1

(2π)3

∫
e−ik·(r−r′)G(k) d3k. (4.99)

128



POGLAVJE 4. ELEKTROMAGNETNO POLJE 4.1. STATIČNO ELEKTRIČNO POLJE

V neskončnem homogenem in izotropnem prostoru je G(r− r′) zgolj funkcija |r− r′|, zato mora
biti tudi njena Fourierova slika zgolj funkcija absolutne vrednosti valovnega vektorja (razmisli
zakaj!).

Vstavimo izraza En. 4.98 in En. 4.99 v enačbo En. 4.97, pa dobimo

∇2

[
1

(2π)3

∫
eik·(r−r′)G(k) d3k

]
=

1
(2π)3ε0

∫
eik·(r−r′)d3k. (4.100)

oziroma ∫
eik·(r−r′)

[
−k2G(k)− 1

ε0

]
d3k

(2π)3
= 0. (4.101)

G(k) je očitno res zgolj funkcija absolutne vrednosti valovnega vektorja! Ker mora biti izraz v
oklepaju identično enak 0, sledi

G(k) = − 1
ε0k2

. (4.102)

Iz zveze (4.99) pa lahko določimo funkcijo G(r− r′)

G(r− r′) = − 1
(2π)3ε0

∫
e−ik·(r−r′)

k2
d3k. (4.103)

Upoštevamo še ∫
d3k = 2π

∫ 1

−1

d(cosϑ)
∫ ∞

0

k2dk (4.104)

in dobimo

G(r− r′) = − 2π
(2π)3ε0

∫ 1

−1

∫ ∞

0

e−ik|r−r′| cosϑ

k2
k2 dk d(cosϑ) =

= − 4π
(2π)3ε0

∫ ∞

0

sin k|r− r′|
k|r− r′|

dk = − 4π
(2π)3ε0 |r− r′|

∫ ∞

0

sinx
x

dx.

Integralni sinus v zadnji vrstici uženemo s kompleksnim integriranjem ali pogledom v album
integralov, kjer izvemo, da je njegova vrednost π/2. Končno spoznamo

G(r− r′) =
1

4πε0|r− r′|
. (4.105)

To je Greenova funkcija Poissonove enečbe v neskončnem, nehomogenem prostoru. Seveda je
enaka potencialu točkastega naboja.

4.1.18 Splošna rešitev Poissonove enačbe

V primeru neskončnega prostora, kjer nimamo nobenih meja in robnih pogojev imamo torej En.
4.105. Glede na zvezo med splošno rešitvijo i n Greenovo funkcijo En. 4.97, ki smo jo izpeljali
prej, lahko sedaj zapǐsemo

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r′) d3r′

|r− r′|
. (4.106)
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Splošna rešitev je pred nami! Sedaj seveda lahko tudi izpeljemo na novo polje porazdelitve
nabojev in enako kot prej dobimo

E(r) = −∇ϕ(r) =
1

4πε0

∫
(V )

ρ(r,)(r− r,)
| r− r, |3

d3r,. (4.107)

Vse te izraze seveda poznamo že od prej, zanimivo pa je, da jih lahko elegantno izpeljemo kar iz
Poissonove enačbe. Problem zgornje rešitve je seveda v tem, da velja le za neskončen, homogen
prostor, kar pa je tudi nekaj. Če je prostor nehomogen pa moramo postopati nekoliko drugače.

V primetu, da imamo opravka z nabojem blizu planarnega prevodnika, ki ga definiramo kot
del prostora, v katerem je električno polje nič, potem dobimo

G(r, r′) =
1

4πε0|r− r′|
+

1
4πε0|r− r′′|

, (4.108)

kjer je r′′ = (x, y,−z0). Zanimivo. Prisotnost nehomogenosti v prostoru, torej meje med prevo-
dnikom in vakuumom, se da torej interpretirati, kot da imama zadaj za mejo, pri z = −z0, nek
navidezen naboj. Temu navideznemu naboju, ki je rezultat nehomogenosti v prostoru, pravimo
tudi elektrostatska slika prvotnega naboja.

4.1.19 Gostota elektrostatske energije polja

Spomnimo se sedaj prve Maxwellove enčbe En. 4.94 za elektrostatsko polje in jo vstavimo v
izraz za elektrostatsko energijo. Dobimo

W =
1
2

∫
ρ(r)ϕ(r)d3r =

1
2
ε0

∫
divEφd3r =

ε0
2

∫
V

[∇(ϕE− (∇ϕ)E]d3 =

=
ε0
2

∮
∂V

ϕ(E · n)dS − ε0
2

∫
V

(∇ϕ)Ed3r =
ε0
2

∫
E2(r)d3r

Tu je potrebno upoštevati, da gre integral
∮
∂V

ϕ(E · n)dS → 0, če je V dovolj velik, ker je
ϕ ∝ 1

r in E ∝ 1
r2 . Potemtakem dobimo na koncu izraz za energijo električnega polja

W =
1
2
ε0

∫
E2(r)d3r . (4.109)

Elektrostatska energija je torej popolnoma določena, če poznamo konfiguracijo električnega polja
v prostoru. Gostota elektrostatske energije je torej

w =
1
2
ε0E

2. (4.110)

Sedaj smo torej tudi iz izraza za energijo eliminirali silo in ga nadomestili z izrazom, ki vsebuje
zgolj elektrostatsko polje.

4.1.20 Napetostni tenzor električnega polja

Naša naslednja naloga je, da pokažemo, da lahko tudi silo zapǐsemo zgolj s pomočjo električnega
polja, torej, da silo res lahko smatramo kot posledico polja. Vemo, da lahko silo na zvezno
porazdelitev naboja zapǐsemo kot

F =
∫
V

ρ(r)E(r)d3r. (4.111)
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Elektrostatsko polje v zgornji enačbi ni le polje zunanjih izvorov, v katerih polju gledamo silo,
pačpa polje vseh izvorov, vključno s tistimi, na katere silo gledamo. Zakaj? Če namreč razdelimo
polje E na tisto, ki ga ustvarjajo zunanji izvori E2 in tisto, ki ga ustvarja ρ sama, E1, vidimo,
da mora biti po tretjem Newtonovem zakonu (akcija je enaka reakciji) zadnji prispevek nič!

Če sedaj upoštevamo prvo Maxwellovo enačbo dobimo za silo, ki deluje na gostoto naboja
v volumnu V

F = ε0

∫
(V )

(divE)E d3r. (4.112)

Ob upoštevanju vektorske identitete

E(divE) = ∇(E⊗E)− (E ·∇)E (4.113)

in pa izreka Gauss - Ostrogradskega za volumski integral gradienta, dobimo za silo

F = ε0

∮
∂V

E(E · d2r)− ε0

∫
V

(E · ∇)Ed3r = ε0

∮
∂V

E(E · n)dS − ε0

∫
(E · ∇)Ed3r. (4.114)

Sedaj upoštevajmo še tole vektorsko identiteto

1
2
∇(E2) = (E · ∇)E + E× (∇×E) = (E · ∇)E, (4.115)

ker je člen E× (∇×E) očitno enak nič, pa dobimo končno

F = ε0

∮
[E(E · n)− 1

2
nE2]dS, (4.116)

kjer površina po kateri integriramo zaobjema naboj na katerega silo računamo.
Sedaj definiramo tenzor napetosti električnega polja Tik kot

Tik = ε0(EiEk −
1
2
E2δik) . (4.117)

Torej lahko zapǐsemo silo v obliki, ki jo poznamo iz mehanike kontinuov kot

Fi =
∮
TiknkdS,

Vidimo torej, da je sila rezultat mehanskih napetosti, ki jih prenaša električno polje. Od tod
razmǐskljanje, popularno v 19. stoletju, da električno polje prenaša elastični medij - eter.

4.1.21 Sila med točkastima nabojema

Imamo dva enaka točkasta naboja na razadalji 2a. Izračunajmo silo enega naboja na drugega.
Prestavimo se v cilindrične koordinate. Os z usmerimo tako, da zveznica med nabojema leži na
tej osi, os ρ pa postavimo pravokotno na os z. Izhodǐsče sistema naj bo na sredi med nabojema.
Zaradi simetrije je

Ez = 0 in Eρ 6= 0. (4.118)

Celotno električno polje na simetrijski ravnini med nabojema ima obliko

Eρ =
e

4πε0r2
ρ

r
+

e

4πε0r2
ρ

r
=

2eρ
4πε0r3

. (4.119)
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kjer je ρ = (x, y) tako da je r =
√
ρ2 + a2. Za silo v smeri osi z (po simetriji problema edina od

nič različna komponenta) pa dobimo

Fz = ε0

∮
Ez(E · n)dS − ε0

2

∮
E2dS = −ε0

2

∫
E2
ρdS =

= −ε0
2

∫
4e2ρ2

(4πε0)2r6
2πρdρ = − ε04e22π

2(4πε0)2

∫ ∞

0

ρ2ρdρ
(ρ2 + a2)3

= − e2

4πε0(2a)2
, (4.120)

kar je seveda natančno Coulombov zakon, kot ga že poznamo. Zakaj minus v zgornji enačbi?
Sila kaže v smeri negativne z osi, torej v smeri stran od drugega naboja, je torej odbojna.

V primeru dveh nasprotno enakih nabojev pa imamo po simetriji problema ravno obratno
kot v preǰsnjem primeru

Ez 6= 0 in Eρ = 0. (4.121)

Za Ez na simetrijski ravnini med nabojema sedaj izpeljemo

Ez =
e

4πε0r2
(−a)
r

− e

4πε0r2
a

r
= − 2ea

4πε0r3
. (4.122)

Napetostni tenzor pa lahko razpǐsemo kot

Fz = ε0

∮
Ez(E · n)dS − ε0

2

∮
E2dS =

ε0
2

∫
E2
zdS =

=
ε0
2

∫
4e2a2

(4πε0)2r6
2πρdρ =

ε04e22πa2

2(4πε0)2

∫ ∞

0

ρdρ
(ρ2 + a2)3

=
e2

4πε0(2a)2
. (4.123)

V tem primeru ravnotako dobimo Coulombov zakon. Sila kaže v smeri pozitivne z osi, torej proti
drugemu naboju in je torej privlačna.

4.1.22 Multipolni razvoj električnega potenciala

Včasih se želimo izogniti računanju po numerični poti, zato takrat električni potencial razvijemo
in obdržimo željeno število členov. Električni potencial izračunamo po enačbi (??):

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
(V )

ρ(r,) d3r,

| r− r, |
,

kjer je r, vektor znotraj področja, kjer je gostota naboja ρ(r,). Če je točka v kateri računamo
potencial, daleč stran od porazdelitve nabojev (| r, |�| r |), lahko potencial V (r) približno
izračunamo tako, da ga zapǐsemo kot vsoto večih prispevkov. Pomagamo si s Taylorjevo vrsto
za več spremenljivk1. V našem primeru bomo v Taylorjevo vrsto razvili 1

|r−r,| , in sicer kot:

1
| r− r, |

=
1
| r |

− (r, · ∇)
1
| r |

+ · · ·

Za potencial ϕ(r) sledi 2:

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
(V )

ρ(r,)
(

1
| r |

− r,(∇ 1
| r |

) + · · ·
)

d3r, (4.124)

=
1

4πε0 | r |

∫
ρ(r,) d3r, − 1

4πε0
(∇ 1
| r |

)
∫

r,ρ(r,) d3r, + · · · (4.125)

1f(x + x0, y + y0, . . . , t + t0) = f(x, y, . . . , z) +
Pn

i=1
1
i!

(x0
∂

∂x
, y0

∂
∂y

, . . . , t0
∂
∂t

)if(x, y, . . . , z) + Rn

2∇i∇k
1
r

= ∂2

∂xi∂xk

1
r
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oziroma v bolj pregledni obliki

ϕ(r) =
1

4πε0r
e+

1
4πε0r3

r · p + · · · . (4.126)

Vǐsji členi seveda padajo z ustrezno vǐsjo potenco razdalje med porazdelitvijo naboja in opazo-
valnim mestom. Pri razvoju smo upoštevali, da je ∇ 1

r = − r
r3 in | r |= r. Od prej že poznamo

celotni naboj

e =
∫
ρ(r,)d3r, , (4.127)

na novo pa smo uvedli dipolni moment porazdelitve naboja

p =
∫

r,ρ(r,) d3r, . (4.128)

Zgornji enačbi 4.126 pravimo tudi multipolni razvoj električnega potenciala. Če bi upoštevali
več členov Taylorjeve vrste, bi pri multipolnem razvoju električnega potenciala dobili kot na-
slednji moment tenzor tretjega reda oziroma tenzor oktopolnega momenta itd. Enačba En.
4.124 velja le v velikih oddaljenostih od porazdelitve nabojev. V nasprotnem primeru moramo
izračunati več členov.

4.1.23 Polje in potencial točkastega električnega dipola

Če je celoten naboj e = 0, to pomeni, da imamo recimo en pozitiven in en negativen naboj,
potem prvi člen odpade in se enačba En. 4.124 glasi

ϕ(r) =
p · r

4πε0r3
. (4.129)

Izračunajmo v tem primeru še električno poljsko jakost. Dobimo

E(r) = −∇ϕ = −∇ p · r
4πε0r3

=
3(p · r)r− pr2

4πε0r5
. (4.130)

V tem primeru imajo elektrostatske silnice zelo prepoznavno obliko, ki si jo velja zapomniti.
Slika.

4.1.24 Multipolen razvoj elektrostatske energije

V zunanjem električnem polju, ki ga opǐsemo s skalarnim potencialom φ ima porazdelitev nabojev
ρ energijo

W =
∫

(V )

d3r′ ρ(r′)φ(r′), (4.131)

kjer volumen integracije zaobjema del prostora, v katerem je definiran ρ(r′). Gostota tega
naboja naj bo skoncentrirana okrog vektorja r, torej r′ = r+ δr, kjer je δr po privzetku majhen.
Potemtakem lahko za lokalni elektrostatski potencial v okolici r zapǐsemo

φ(r′) = φ(r) + δr ·∇φ(r) + . . . (4.132)
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Ker je po privzetku gostota naboja ρ(r′) skoncentrirana okrog r′ = r, je torej ρ(r′) = ρ(δr).
Torej dobimo za energijo

W =
∫

(V )

d3δr′ ρ(δr′) (φ(r) + δr ·∇φ(r) + . . . ) =

= φ(r)
∫

(V )

d3δr′ ρ(δr′) + ∇φ(r)
∫

(V )

d3δr′ δr′ρ(δr′) + . . . (4.133)

Tu se moramo spominiti še definicij En. 4.128 in 4.127 pa lahko zapǐsemo

W = eφ(r)− (p.E(r)) . (4.134)

Energija je seveda odvisna od r, ki predstavlja razdaljo med izvori polja in porazdelitvijo testnega
naboja.

4.1.25 Sila in navor na električni dipol v zunanjem polju

Od tod pa lahko zelo hitro preko
F = −∇W

izpeljemo izraz za silo
F = eE + (p · ∇)E . (4.135)

V homogenem zunanjem električnem polju torej na testni dipol ne deluje nobena sila. V ne-
homogenem polju pa bo električni dipol neslo v del prostora, kjer je gradient zunanjega polja
ekstremalen.

Navor na porazdelitev naboja ρ(r) izpeljemo iz njegove mehanske definicije

M =
∂W

∂φ
. (4.136)

Navor na monopolen del električne energije je očitno enak nic, za dipolaren del pa dobimo

M = −pE ∂ cosφ
∂φ

, (4.137)

oziroma
M = p×E . (4.138)

V zunanjem električnem polju bo torej dipol zavrtelo tako, da bo skusal biti nasprotno vzporeden
z zunanjim poljem.
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4.2 Statično magnetno polje

4.2.1 Amperova sila med tokovnimi vodniki

Če imamo dva ravna vodnika dolžine L na razdalji (2a), po katerih teče tok I1 in I2, potem med
njima deluje sila

F =
µ0I1I2L

2π
ρ̂

ρ2
. (4.139)

kjer je indukcijska konstanta µ0 = 4π10−7 V s
Am , pri čemer merimo tokove v Amperih A. Vektor

ρ je dvodimenzionalen vektor, pravokoten na osi vodnikov, ki kaže od vodnika I1 k vodniku I2.
Za istosmerna tokova je sila privlačna za nasprotno usmerjena pa odbojna.

4.2.2 Električni tok

O električnem toku govorimo, kadar se naboj v nekem delu prostora s časom spreminja. Definiran
je kot

I =
de

dt
, (4.140)

in ga merimo v Amperih. Električni tok teče, kadar se naboj prestavlja iz enega dela prostora v
drugega. Pri magnetostatiki bomo imeli opravka le s konstantnim, oziroma casovno stacionarnim
tokom. To je možno le, če so tokovni vodniki sklenjeni, oz. tokovi nimajo niti izvorov niti ponorov.
V splošnem pa je tok vektorska količina in ga moramo zato ustrezno definirati.

4.2.3 Velikost električnega toka

Enota za električni tok je amper A, ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema. Kako velika je
ta enota se najbolje ugotovi, če si zopet pogledamo nekaj vrednosti gostote magnetnega polja v
naravi.

Pojav Električni tok

Tok skozi en sam membranski protein 1− 10pA
Tok pri prevajanju živčnega impulza 1µA
Gospodinsjki tok 1A
Tok pri tipičnem blisku 1− 20× 104A
Tok v zemeljskem jedru 109A

4.2.4 Gostota magnetnega polja

Kot pri elektrostatiki, bomo tudi v magnetostatiki delovanje na daljavo med obema vodnikoma
nadomestili s posrednikom, magnetnim poljem. Vodnik I2 torej okrog sebe ustvari magnetno
polje, ki potem deluje na vodnik I1. Vsaki točki prostora tako priredimo gostoto magnetnega
polja B.

Magnetno silo med vodnikoma potemtakem zapǐsemo kot

F = LI×B, (4.141)
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kjer smo vpeljali vektor I, ki kaže v smeri toka na vodniku I1. Zaradi cilindrične simetrije dolgega
vodnika ima gostota magnetnega polja B lahko zgolj polarno smeri, torej smer polarnega kota v
cilindričnih koordinatah.

V prostoru okrog ravnega vodnika jo zapǐsemo preko Amperovega zakona, ki pravi, da je

µ0I =
∮
C
B · ds, (4.142)

kjer je C zanka, ki zaobjema tok I. Ampereov zakon v zgornji obliki velja za tok po žici in odra
za cilindrično simetrijo problema.

4.2.5 Velikost gostote magnetnega polja

Enota za gostoto magnetnega polja je tesla T = V s
m2 , ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema.

Tesla je precej veliko polje in to zopet najbolje ugotovimo, če si zopet pogledamo nekaj vrednosti
gostote magnetnega polja v naravi.

Pojav Električni potencial

Možganska aktivnost 1fT
Medgalaktična magnetna polja 1− 10pT
Srčna aktivnost 100pT
Galaktično magnetno polje 0.5nT
Zemeljsko magnetno polje 20− 70µT
Zelezni magnet 100mT
Sončne pege 1T
Pospeševalniki 10T
Nevtronska zvezda 106 − 1011T
Atomsko jedro 1TT
Največje možno polje na Planckovi skali 2.2× 1053T

4.2.6 Magnetne silnice

Poleg Amperovega zakona vemno o magnetnem polju tudi to, da so njegove silnice, definirane
kot krivulje r(s) , za katere velja

ṙ(s) =
dr
ds

=
B(r(s))
|B(r(s))|

, (4.143)

vedno zaključene. To je posledica dejstva, da v naravi zaenkrat še niso našli magnetnih mono-
polov. Podobno kot pri električnem polju v prostoru, ki ne vsebuje prostih nabojev, velja zato
tudi za magnetno polje

divB = 0 , (4.144)

Zgornji dve enačbi predstavljata nadaljnji dve Maxwellovi enačbi za elektromagnetno polje. Vse
Maxwellove enačbe do sedaj smo izpeljali v statičnem primeru.
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4.2.7 Magnetni pretok

Podobno kot pri električnem polju lahko tudi v primeru mahnetnega polja definiramo magnetni
pretok skozi neko površino kot

ΦM =
∫
S

B · dS. (4.145)

Tudi tu je magnetni pretok po Faradayu sorazmeren s številom silnic, ki to površino prebadajo

ΦM =
∫
S

|B|ṙ(s) · ndS, (4.146)

velikost površinske gostote silnic pa j epodana z absolutno brednostjo gostote magnetnega polja.

4.2.8 Vektorski potencial

Ker za splošno bektorsko polje A velja, da je div ∇×A = 0, potem iz tega sledi, da lahko En.
4.144 zapǐsemo kot

B = ∇×A . (4.147)

Količino A imenujemo vektorski (magnetni) potencial in ga merimo v V s. Potemtakem
lahko magnetni pretok zapǐsemo tudi v obliki

ΦM =
∫
S

B · dS =
∫
S

∇×A · dS =
∮
C
A · ds, (4.148)

kjer smo upoštevali Stokesov teorem. Magnetni pretok je enak torej krivuljnemu integralu vek-
torskega potenciala po zanki, ki obkroža površino, skozi katero pretok gledamo.

4.2.9 Vektorski potencial tuljave

Magnetno polje tuljave predstavlja lep primer za vpeljavo vektorskega potenciala. Vzemimo zelo
dolgo, idealno tuljavo, pri kateri zunaj ni magnetnega polja. Znotraj tuljave je magnetno polj
ekonstantni in ga zapǐsemo kot

B = (0, 0, B0) . (4.149)

Potemtakem mora biti vektorski potencial znotraj tuljave

A =
B0

2
(−y, x, 0) = 1

2B× r. (4.150)

Zunaj tuljave je gostota magnetnega enaka nič in zdelo bi se smiselno, da je tam tudi vektorski
potencial enak nič. Toda! Poglejmo si magnetni preto skozi zanko, ki zaobjema tuljavo. Očitno
velja ∫

S

B · dS = B0πa
2, (4.151)

kjer je a radij tuljave. Po Stokesovem teoremu pa mora veljati tudi∫
S

B · dS =
∮
C
A · dr 6= 0, (4.152)
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kjer je C zanka, ki zaobjema tuljavo. Torej vektorski potencial zunaj tuljave ne more biti enak
nič. Poskusimo uganiti obliko vektorskega potenciala s temle nastavkom

A = C ·B× r
r2
. (4.153)

Hitro lahko preverimo, da je rotor zgornjega izraza enak nič. S tem nastavko pa dobimo za
magnetni pretok ∮

C
A · dr = 2πCB0. (4.154)

Od tod že sledi, da mora imeti vektorski potencial obliko

A =
1
2
B× r znotraj tuljave

A =
a2

2
B× r

r2
zunaj tuljave. (4.155)

Na meji tuljave, torej taj=krat ko je r = a, je vektorski potencial očitno zvezen. Z vektorskim
potencialom moramo torej biti previdni saj očitno ni aditiven do konstante tako kot skalarni
potencial.

4.2.10 Gradientna invariantnost in Diracova struna

Če vektorski potencial ni do konstante invarianten, tako kot skalaren potencial, na kaj pa potem
je invarianten? Preprosto, če definiramo

A′ = A + ∇χ, (4.156)

vidimo da oba A in A′ ustrezata isti gostoti magnetnega polja, saj je ∇×∇χ = 0. Torej lahko
vektorskemu potencialu vedno prǐstejemo gradient neke skalarne funkcije. Pa vzemimo za primer
funkcijo

χ(r) = −B0a
2

2
arctan

y

x
. (4.157)

Polrani kot arctan y
x je povsod zvezna funkcija, razen na negativni x osi, kjer ima skok od +π

do −π. Sedaj pa smo pripravljeni, da lahko ugotovimo sledeče

A′ =
a2

2
B× r

r2
− B0a

2

2
∇ arctan

y

x
= 0. (4.158)

Zgornji rezultat velja povsod, razen na osi x < 0, kjer ima polarni kot nezveznost, njegov odvod
pa je potemmtakem singularen, oziroma se obnaša kot delta funkcija. A′ je sedaj res večinoma
enak nič, razen za x < 0, kjer ima singularnost. Ali z novim vektorskim potencialom še vedno
dobimo pravilen magneten pretok? Poglejmo∮

C
A′ · dr = B0a

2π, (4.159)

kjer smo upoštevali, da ima polarni kot skok 2π preko negativne x osi. Ta singularnost poskrbi,
da se magnetni pretok ne spremeni. Os x < 0, kjer ima vektorski potencial singularnost se
imenuje tudi Diracova struna.
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4.2.11 Princip superpozicije

Tako kot pri elektristatskem polju velja tudi pri magnetostatskem polju princip superpozicije.
Magnetno polje večjega števila ravnih vodnikov po katerih tečejo tokovi Ii, lahko zapǐsemo kot

µ0

∑
i

Ii =
∮
C
B · ds, (4.160)

od koder že sledi, da je celotno magnetno polje enako vsoti parcialnih polj posameznih vodnikov.
To je opisno povedano princip superpozicije.

4.2.12 Gostota električnega toka

Radi bi porazdelitev tokov v prostoru definirali bolj splošno, pa naj tečejo po vodnikih ali pa
ne. Najprej dajmo toku ekspicitno vektorski značaj. To naredimo z vpeljavo gostote toka j.
Gostoto toka definiramo tako, da je element gostote toka skozi ploskev dS z normalo n enak
številu nabojev, ki se preselijo skozi to ploskev na časovno enoto

j · dS = j · n dS = dI. (4.161)

Gostoto toka merimo v A
m2 . Iz zgornje definicije sledi, da je v primeru, ko tok teče po vodniku

parametriziranem s krivuljo r(s) in smernim vektorjem (tangento) ṙ(s) = t integral toka po
dolžini vodnika enak ∫

L

Idl =
∫
L

I · t ds =
∫
V

j(r) d3r. (4.162)

V obeh definicijah je gostota toka povezana s smerjo gibanja nosilcev naboja, ki nosijo tok.
Magnetno silo na vodnik lahko torej glede na zgornje zapǐsemo kot

F =
∫
V

j(r)×B(r)d3r. (4.163)

Ta izraz velja tudi, če gostota toka ne bi bila sestavljena iz tokov to linearnih vodnikih, ampak bi
bila njena porazdelitve popolnoma splošna. Zaradi smeri vektorskega produkta v zgornji enačbi
seveda ne moremo, tako kot pri električnem polju, trditi, da šilnice”F, in šilnice”B sovpadajo.

4.2.13 Primeri gostota toka

Poglejmo si že, kakšni gostoti toka ustreza gibanje nabojev po prostoru. Vzemimo volumski
element d3r, z gostoto naboja ρ(r). Ta delček volumna naj se v času dt premakne za v(r)dt, kjer
je v(r) hitrost gibanja tega naboja. Torej lahko zapǐsemo

j · dS = dI =
ρ(r) dSvn(r)dt

dt
= ρ(r) dS vn(r), (4.164)

kjer je vn komponenta hitrosti gobanja naboja pravokotno na ploskovni element dS. Smer gostote
toka je torej očitno smer gibanja dela naboja v(r)), njegova velikost pa je enaka produktu gostote
naboja in njegove hitrosti na danem mestu, torej

j(r) = ρ(r)v(r). (4.165)
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Posebno preprosto obliko gostote naboja dobimo v primeru gibajočega se točkastega nolsica
naboja. Če je točkasti naboj pri r(t), in zato vemo, da velja

ρ(r) = eδ3(r− r′(t)) (4.166)

lahko zapǐsemo tudi gostoto toka, ki mu pripada, če se giblje s hitrostjo v(t) = ṙ(t) po trajektoriji
r(t)

j(r) = ev(t)δ3(r− r(t)). (4.167)

Ni potrebno, da bi bila gostota toka vedno volumsko porazdeljena. V primeru površinske poraz-
delitve bi lahko zapisali

j(r) = σj(ρ)δ(z − z0), (4.168)

kjer je ρ dvosimenzionalen radij vektor ρ = (x, y) na površini z = z0. Toliko splošno o gostoti
toka. Sedaj se povrnimo k zaključenim tokovnim zankam pri statičnih magnetnih poljih.

4.2.14 Tokovnice

Ker je gostota toka vektor, ji lahko sedaj priredimo tokovnice, ki so prostorske krivulje v naravni
parametrizaciji r(s) definirane podobno kot silnice in sicer

ṙ(s) =
dr
ds

=
j(r(s))
|j(r(s))|

. (4.169)

Če tokovi nimajo izvorov, potem morajo biti seveda vse tokovnice sklenjene. V tem primeru
mora veljati

divj = 0. (4.170)

Za gostoto toka mora torej veljati podobna enačba kot za gostoto magnetnega polja.

4.2.15 Magnetna sila na točkast naboj

Magnetno silo na ravni vodnik sedaj že poznamo. Vendar le-ta ne deluje le na ravni vodnik po
katerem teče tok, pač pa na vsak gibajoči se naboj. Poglejmo kakšna je.

Na poljubno porazdelitev toka v zunanjem magnetnem polju deluje sila

F =
∫
V

j(r)×B(r) d3r, (4.171)

kjer integriramo po volumnu, ki zaobjema naboj oz. porazdelitev naboja, na katerega sila nas
zanima. Za gibajoči se naboj smo ugotovili, da ga opǐsemo z gostoto toka j(r) = ev(t)δ3(r−r(t)),
kjer je v(t) hitrost naboja ob času t. Če to porazdelitev gostote toka upoštevamo v sili, dobimo

F(r) = ev(r)×B(r). (4.172)

Zgornja enačba nam pove, da sta magnetna sila in pa hitrost gibanja točkastega naboja vedno
pravokotni. Magnetna sila torej z delovanjem na točkasti naboj ne opravi nobenega dela.
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4.2.16 Maxwellovi enačbi za statično magnetno polje

Ker že vemo, da so silnice magnetnega polja sklenjene, lahko to preprosto zapǐsemo tudi kot

divB = 0. (4.173)

Drugo enačbo pa bomo dobili, če bomo v Amperovem zakonu upoštevali na novo vpeljano gostoto
toka, in sicer ∮

C
B · ds =

∫
S

(∇×B) · dS = µ0I = µ0

∫
S

j · dS, (4.174)

kjer je S površina, ki jo omejuje zanka C. Pri prvem enačaju v zgornji enačbi smo upoštevali
Stokesov izrek. Končno torej dobimo

∇×B = µ0j. (4.175)

Obe zgornji enačbi nam popolnoma določata strukturo statičnega magnetnega polja. Zadnja
enačba nam še enkrtat potrjuje, da morajo biti vse tokovne zanke v primeru statǐsnega magnetneg
polja sklenjene (zakaj?).

4.2.17 Riemann - Sommerfeldova enačba in njena rešitev

Amperov zakon lahko sedaj s pomočjo vektorskega potenciala in ob upoštevanju znanih vektor-
skihh identitet zapǐsemo tudi kot

µ0j = ∇× ∇×A = ∇ divA−∇2A, (4.176)

V statičniem približku mora jo biti vse tokovne zanke sklenjene, saj bi se sicer nekje nabiral
oziroma izginjal naboj, kar bi bilo v protislovju s predpostavko o kvazi statičnosti, zato mora
veljati

divj = 0. (4.177)

Enačba En. 4.176 očitno zadošča temu pogoju. Kasneje bomo ugotovili, da je to zgolj statičen
del kontinuitetne enačbe za naboj.

Po Helmholtzovem teoremu lahko vsak vektor razstavimo na vsoto dveh vektorjev A =
A1 + A2, od katerih mora biti prvi brez izvorov in drugi brez vrtincev 3, torej

divA1 = 0 ∇×A2 = 0. (4.178)

Od tod pa sledi (razmisli zakaj), da mora vektorski potencial, ki zadošča enačbi En. 4.176
zadoščati tudi enačbi

divA = 0. (4.179)

Kasneje bomo uvideli, da je to zgolj statičen del Lorentzove umeritve elektromagnetnih potenci-
alov. Če torej povzamemo: vektorski potencial mora biti brez izvorov in mora zadoščati enačbi

∇2A = −µ0j . (4.180)

Iz podobnosti S Poissonovo enačbo, katere rečsitev seveda poznamo En. 4.106, lahko tudi v tem
primeru splošno rešitev zapǐsemo z Greenovo funkcijo

A(r) =
∫
V

G(r− r′)j(r′)d3r, (4.181)

3Glej zbirko vaj iz Mehanike kontinuov za izpeljavo Helmholtzovega izreka
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ki mora očitno zadoščati
∇2G(r− r′) = −µ0δ

3(r− r′). (4.182)

Od tod lahko sklepamo, da ima rešitev enačbe En. 4.180 za magnetni potencial obliko

A(r) =
µ0

4π

∫
j(r,)d3r,

| r− r, |
. (4.183)

To je splošna rešitev za vektorski potencial v neskončnem homogenem prostoru, ki ustreza po-
ljubni porazdelitvi gostote toka v tem prostoru. Če bi bil prostor nehomogen, bi morali postopati
drugače.

4.2.18 Biot - Savartova enačba

Povrnimo se k Greenovi funkciji za vektorski potencial En. 4.183. Prirejeno gostoto magnetnega
polja B bomo dobili seveda iz

B = ∇×A =
µ0

4π
∇×

∫
j(r,)d3r,

| r− r, |
. (4.184)

Če pri izpeljavi upoštevamo, da velja

∇× j(r,)
| r− r, |

= ∇ 1
| r− r, |

× j(r,) =
j(r,)× (r− r,)
| r− r, |3

,

potem lahko na koncu zapǐsemo, da je

B =
µ0

4π

∫
j(r,)× (r− r,)
| r− r, |3

d3r, , (4.185)

kar poznamo po imenu Biot-Savartova enačba, le-ta nam daje odvisnost gostote magnetnega
polja od porazdelitve gostote toka v prostoru.

4.2.19 Magnetno polje ravne žice

Magnetno polje B okoli ravne žice po kateri teče tok I1. Izraz j(r)d3r za tok po vodniku lahko
zapǐsemo kot Idl,. Torej lahko magnetno polje okoli žice zapǐsemo kot

B(r) =
µ0I

4π

∫
dl(r,)× (r− r,)
| r− r, |3

.

Predpostavimo nadalje, da je žica ravna in kaže njen smerni vektor v smeri t, kar je obenem tudi
smer toka. Magnetna poljska gostota ima potem zgolj komponento v smeri polarnega kota φ

Bφ(r) =
µ0I

4π

∫ +∞

−∞

dz sin (z)
a2 + z2

, (4.186)

izhodǐsče z pa smo postavili na žici tako, da je najbližje točki r. Pravokotna oddaljenost med
žico in točko r je a. θ je kot med smerjo osi z in pa smerjo vektorja r− r,. Namesto kota θ sedaj
raje vzemimo kot α = π − θ in upoštevamo, da je

tanα = tan θ = a/z
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kar nam daje dz = −adα/sinα2 in od tod

Bφ(|r| = a) =
µ0I

4πa

∫ π

0

dα sinα =
µ0I

2πa
, (4.187)

kar je seveda izraz, ki ga poznamo tudi kot neposredno posledico Ampereovega zakona, če inte-
griramo po krožni zanki z radijem a okrog žice. Magnetno polje ima seveda smer desnega vijaka
glede na smer toka.

4.2.20 Magnetna energija

Energijo magnetnega polja bomo uzpeljali v statični aproksimaciji. Privzamemo torej, da so
tokovi različni od nič ampak da se s časom ne spreminjajo. Silo na magnetno zanko po kateri
teče tok I lahko potemtakem zapǐsemo kot

F = I

∮
S

dl×B. (4.188)

Če sedaj premaknemo zanko za ds potem moramo podobno kot v elektrostatskem primeru opra-
viti delo

dA = −F.ds = −I
∮
S

ds.(dl×B) = −I
∮
S

(ds× dl).B (4.189)

če želimo, da ostane tok, ki teče skozi zanko konstanten. Pri izpeljavi smo upoštevali distribu-
tivnost mešanega vektorskega produkta. Po definiciji je ds×dl ravno minus diferencial površine,
ki jo opǐse zanka pri premiku za dS, pri čemer moramo upoštevati še definicijo smeri zunanje
normale. Tako dobimo za celotno opravljeno delo pri končnem pomiku

A = I

∫
B · dS = IΦM , (4.190)

saj je za zaključeno zanko tudi površina, ki jo opǐse pri pomiku zaključena. Upoštevajmo še
definicijo vektorskeag potenciala, pa dobimo z upoštevanjem Stokesovega teorema

A = I

∫
dS.(∇×A) = I

∮
2

dl.A− I

∮
1

dl.A (4.191)

kjer smo z 2 oznacili lego zanko po pomiku in z 1 pred pomikom. Sedaj potrebujemo se tale
razmislek. Idl je po definiciji gostote toka ravno enak jd3r. Zato lahko na koncu zapǐsemo

A = W (2)−W (1) =
∫

2

j.A d3r−
∫

1

j.A d3r. (4.192)

Od tod že sledi enačba za energijo magnetnega polja v statični aproksimaciji

W =
∫

j.A d3r . (4.193)

To je ena od osnovnih relacij Maxwellove elektrodinamike. Kasneje bomo ugotovili, da ni vezana
na statično aproksimacijo in jo lahko izpeljemo popolnoma splošno. Gostoto energije toka v
zunanjem magnetnem polju lahko torej zapǐsemo preprosto kot

w = j.A. (4.194)
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Poglejmo si še, kakšen je izraz za celotno magnetno energijo polja. Izpeljava v vseh podrobnosti
sledi izpeljavi energije električnega polja. Če namreč področju povečam gostoto toka za faktor
dα, se magnetno polje, ki ga to področje ustvari, poveča na αA. Celotna magnetna energija, ki
jo dovedem področju, da gostoto toka povečam od nič do končne vrednosti j je torej:

W =
∫ 1

0

αdα

∫
j(r) A(r) d3r

oziroma

W =
1
2

∫
j(r) A(r) d3r . (4.195)

Toliko magnetne energije torej rabimo, da povečamo gostoto toka od nič do neke končne vrednosti
j(r).Imenujemo jo magnetna energija polja.

4.2.21 Gostota magnetne energije polja

Spomnimo se sedaj Amperovega zakona v obliki En. ?? in ga vstavimo v izraz za magnetno
energijo.

W =
1
2

∫
j(r) ·A(r) d3r =

1
2µ0

∫
(∇×B) ·A d3r. (4.196)

Sedaj upoštevamo tole vektorsko identiteto (Ryzhik Gradshtein, 10.31.6)

∇ · (F×G) = G · (∇× F)− F · (∇×G) (4.197)

in dobimo
W =

1
2µ0

∫
div(B×A) d3r +

1
2µ0

∫
B.(∇×A) d3r. (4.198)

Sedaj uporabimo že znan argument in ugotovimo, da se prvi integral reducira na površinski
integral,

∮
∂V

(B × A) · n dS → 0, če je V dovolj velik. Upoštevamo še zvezo med vektorskim
potencialom in gostoto magnetnega polja, pa dobimo na koncu

W =
1

2µ0

∫
V

B2(r) d3r . (4.199)

Gostota magnetne energije je torej

w =
1

2µ0
B2. (4.200)

Nazadnje si poglejmo še izraz za magnetno energijo vodnika, po kateram teče tok I. V tem
primeru lahko kot že vemo zapǐsemo

W =
∫
V

j(r).A(r) d3r = I

∫
C
A(r(l)) · dl = I

∫
C

∇×A(r(l)) · dS, (4.201)

kjer je dl ločni element krivulje C, ki opisuje obliko vodnika, pri zadnjem enačaju pa smo
upoštevali še Stokesov teorem. Nazadnje lahko torej zapǐsemo

W = I

∫
S

B(r) · dS = I ΦM , (4.202)

kjer je Φ ravno magnetni pretok skozi vodnik. Ne pozabimo, da morajo biti v približku statičnega
polja vsi vodniki sklenjeni.
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4.2.22 Napetostni tenzor magnetnega polja

Naša naslednja naloga je, da zapǐsemo zapisati silo F na porazdelitev nabojev samo s pomočjo
polja B v prostoru. Kot že vemo,, je sila na porazdelitev naboja

F =
∫

(j(r)×B(r))d3r. (4.203)

Sedaj upoštevamo enačbo, ki povezuje gostoto toka z vrtinci magnetnega polja in dobimo

F =
1
µ0

∫
((∇×B)×B)d3r. (4.204)

Sedaj upoštevajmo še sledečo matematično identiteto

B×∇×B =
1
2
∇B2 −∇(B⊗B) + B(divB). (4.205)

potem lahko zapǐsemo

F =
1
µ0

∫
[∇(B⊗B)− 1

2
∇B2]d3r (4.206)

ozirom, potem ko upoštevamo še izrek Gaussa - Ostrogradskega najprej za tenzor in zato za
vektor

F =
1
µ0

∫
[B(B · n)− 1

2
B2n]dS, (4.207)

kjer integriramo po površini, ki zaobjema porazdelitev naboja, na katero silo računamo. V
naslednjem koraku lahko definiramo še tenzor napetosti magnetnega polja

Tik =
1
µ0

[BiBk −
1
2
B2δik] . (4.208)

pa lahko silo na porazdelitev naboja, ki jo zaobjema površina S zapǐsemo kot

Fi =
∫
TiknkdS. (4.209)

Vidimo, da je tudi pri magnetnem polju sila rezultat napetosti, ki jih prenaša to polje.

4.2.23 Magnetna sila med ravnima vodnikoma

Imamo dve vzporedni žici na razdalji 2a, skozi kateri teče tok I. Kakšna sila deluje med njima,
če teče tok v različnih smereh? Najprej ugotovimo, da ima v tem primetu na simetrijski ravnini
med vodnikoma magnetno polje zgolj

Bz = By = 0, Bx 6= 0, (4.210)

če je veznica med vodnikoma v smeri osi z, os x pa j pravokotna nanjo. Silo lahko zapǐsemo kot

Fz =
1
µ0

∫
[Bz(B · n)− 1

2
B2nz]d3r = − 1

2µ0

∫
B2
xnzdS, (4.211)
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Če upoštevamo da se x komponenta gostote magnetnega polja obeh žic na sredini sešteva, potem
dobimo za komponento x celotnega polja izraz

Bx =
µ0I2 cos θ

2π
√
x2 + a2

=
µ0Ia

π(x2 + a2)
. (4.212)

Tu smo upoštevali, da je θ kot med veznico med žicama in pa smerjo, v kateri merimo polje. Če
računam sedaj le silo na enoto dolžine med obema žicama, potem dobim

Fz/L = − 1
2µ0

2(µ0I)2

π2

∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)2
= − µ0I

2

2π(2a)
, (4.213)

kar je isti izraz, kot bi ga dobili, ce bi vzeli za silo enačbo I
∮
C dl × B(r) in polje, ki smo ga

izračunali v En. 4.187. Sila v tem primeru je odbojna.
In kakšna sila deluje med njima, če teče tok v istih smereh? Tu ugotovimo, da ima v tem

primetu na simetrijski ravnini med vodnikoma magnetno polje zgolj

Bz 6= 0, Bx,y = 0, (4.214)

če je veznica med vodnikoma zopet v smeri osi z. Silo lahko zapǐsemo kot

Fz =
1
µ0

∫
[Bz(B · n)− 1

2
B2nz]d3r =

1
2µ0

∫
B2
zdS. (4.215)

Če sedaj s θ označimo kot med veznico med žicama in smerjo, v kateri polje gledamo, dobimo

Bz =
µ0I2 sin θ

2π
√
x2 + a2

=
µ0Ix

π(x2 + a2)
. (4.216)

Sila na dolžinsko enoto je potemtakem

Fz/L =
1

2µ0

2(µ0I)2

π2

∫ ∞

0

x2dz

(x2 + a2)2
=

µ0I
2

2π(2a)
. (4.217)

Je torej obratnega predznaka kot v prvem primeru. Sila v tem primeru je privlačna.

4.2.24 Multipolni razvoj magnetnega polja

Sedaj želimo, podobno kot pri električnem polju zapisati multipolen razvoj magnetnega potencial
A v primeru, da magnetno polj eopazujemo daleč stran od njegovih izvorov. Splošna oblika
vektorskega potenciala v odvisnosti od gostote toka se glasi

A(r) =
µ0

4π

∫
j(r,)d3r,

| r− r, |
. (4.218)

Podobno kot pri električnem potencialu se tudi tokrat omejimo na polje dovolj daleč od izvorov,
kar pomeni | r, |�| r |. Od prej vemo, da je do lineranega reda

1
| r− r, |

=
1
r
− r,∇1

r
+ · · · = 1

r
+

r, · r
r3

+ . . . . (4.219)

in torej dobimo za vektorski potencial do drugega reda

A =
µ0

4πr

∫
j(r,)d3r, +

µ0

4πr3

∫
(r · r,)j(r,)d3r,.
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Pokažimo sedaj najprej, da je prvi člen v razvoju potenciala A nič. Ker vemo, da je gostota toka
v statičnem približku brez izvorov, mora veljati

0 =
∫

r, · divj(r,)d3r, =
∫
r,k
∂ji
∂r,i

d3r, =
∫

[
∂

∂r,i
(r,kji)− ji

∂r,k
∂r,i

]d3r, = −
∫
ji
∂r,k
∂r,i

d3r, =

= −
∫
jiδikd

3r, = −
∫
jkd

3r, = −
∫

j(r,)d3r,, (4.220)

kar je bilo treba pokazati (QED). Multipolen razvoj vektorskega potenciala potemtakem nima
monopolnega člena! V tem se bistveno razlikuje od multipolnega razvoja električnega potenci-
ala. Poglejmo sedaj še, kako je z drugim členom, ki nastopa v enačbi En. 4.220. Zapisan po
komponentah se glasi: ∫

r,(r · j)d3r, = rk

∫
r,ijk(r

,)d3r,. (4.221)

Ker je v statičnem približku vektor gostote električnega toka kot vemo brez izvorov lahko
zapǐsemo sledečo identiteto

0 =
∫
r,ir

,
kdivj(r,)d3r, =

∫
r,ir

,
k

∂jl
∂r,l

d3r, =
∫ [

∂

∂r,l
(r,ir

,
kjl)− jl

∂r,i
∂r,l

r,k − jl
∂r,k
∂r,l

r,i

]
d3r, =

= −
∫
jir

,
kd

3r, −
∫
jkr

,
id

3r, = −
∫

[r,kji + r,ijk] d
3r,. (4.222)

Od tod lahko v primeru, da je i = k, povzamemo, da velja

0 =
∫

[r,iji + r,iji]d
3r, = 2

∫
(r, · j(r,)) d3r,.

Nadaljujemo lahko po komponentah takole:

rk

∫
r,kji(r

,)d3r, =
1
2
rk

∫
d3r, [(r,kji + r,ijk) + (r,kji − r,ijk)] . (4.223)

Prvi oklepaj je seveda glede na En. 4.222 enako nič. Poglejmo si natančneje drugega.
∫
d3r, (r,kji − r,ijk)

je očitno nek antisimetrični tenzor. Iz linearne algebre pa vemo, da lahko vsak antisimetrični
tenzor Wik zapǐsemo z ustreznim aksialnim vektorjem w na osnovi

Wikak = (w × a)i, (4.224)

kjer je a s komponentami ai nek poljubne vektor. Če je antisimetrični tenzor oblike Wik =
(cibk−ckbi), je ustrezni aksialni vektor −c×b. Na osnovi teh lastnosti antisimetričnih tenzorjev
dobimo na koncu tole identiteto

rk

∫
r,kji(r

,)d3r, =
1
2
rk

∫
d3r, (r,kji − r,ijk) =

1
2
r×

∫
d3r, (r′ × j(r,))k (4.225)

Magnetni potencial A lahko torej do drugega reda v Taylorjevem razvoju za | r, |�| r | zapǐsemo
kot

A(r) =
µ0

4πr

∫
j(r,)d3r, +

µ0

8π
r×

∫
(r, × j)d3r,. (4.226)

Zapisali smo tudi prvi red, čeprav vemo, da je nič. Iz estetskih razlogov. Multipolen razvoj
magnetnega potenciala je torej na dlani. Bistveno se razlikuje od električnega po tem, da je
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monopolen člen enak nič
∫

j(r)d3r. Če sedaj vpeljemo še magnetni dipolni moment porazdelitve
gostote toka

m =
1
2

∫
r, × j(r,)d3r, , (4.227)

potem lahko na koncu zapǐsemo kot

A(r) =
µ0

4π
r×m
r3

. (4.228)

To je torej do najnižjega reda vektorski potencial porazdelitve gostote toka v prostoru in ustreza
točkastemu magnetnemu dipolu. Poglejmo si ga natančneje.

4.2.25 Magnetno polje točkastega magnetnega dipola

Za začetek lahko hitro ugotovimo, da je

A(r) =
µ0

4π
∇× (

m
r

). (4.229)

Vektorski potencial sam se torej izraža z rotorjem m
r . Od tu naprej pa lahko izračunamo tudi

gostoto magnetnega polja

B = ∇×A =
µ0

4π
3r (m.r)−mr2

r5
, (4.230)

ki je očitno zelo podobna jakosti elektroičnega polja za točkast električni dipol. Od tod tudi
trditev, da En. 4.229 opisuje magnetni dipol.

4.2.26 Magnetni dipolni moment krožne zanke in Amperova ekviva-
lenca

Izračunajmo magnetni dipolni moment krožne zanke z radijem a po kateri teče tok I. V tem
primeru postavimo izhodǐsče koordinatnega sistema v sredǐsče zanke in dobimo

m =
1
2

∫
V

r, × j(r,)d3r, =
I

2
na
∫
C
dl = Iπa2n = I S n, (4.231)

kjer je S površina zanke, enotski vektor pa kaže v smeri pozitivnega vijaka glede na smer toka v
zanki.

To enačbo je prvi izpeljal Ampere in predstavlja osnovo njegove trditve, znane tudi kot Am-
perova ekvivalenca, da je namreč tokovna zanka v zunanjem polju ekvivalentna magnetnemu
dipolu.
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4.2.27 Multipolen razvoj magnetne energije

V zunanjem magnetnem polju, ki ga opǐsemo z vektorskim potencialom A ima porazdelitev tokv
j energijo

W =
∫
V

d3r′ j(r′).A(r′). (4.232)

kjer volumen integracije zaobjema del prostora, v katerem je definiran j(r′). Porazdelitev gostote
tokov, ki določa potencial A naj bo zgoščena na razdalji r od gostote tokov, katere energijo
gledamo. Porazdelitev gostote tokov, ki določa vektorski potencial A naj bo zgoščena pri položaju
r, tako da lahko zopet postavimo r′ = r + δr, pri čemer predpostavimo, da je |δr| � |r| in pa
j(r′) = j(r + δr) = j(δr). Energijo lahko potemtakem razvijemo po majhni razliki δr. Dobimo

W =
∫

(V )

d3r′ j(r′)A(r + δr) = A(r)
∫

(V )

d3r′ j(r′) + ∇A(r)
∫

(V )

d3δr δrj(δr) + . . . (4.233)

V zadnjem členu je A skalrno pomnožen s j, gradient pa ima isti indeks kot δr. Glede na to, da
že vemo, da mora biti prvi integral v statičnem primeru enak nič, lahko drugega v komponentni
obliki zapǐsemo kot

W =
∂Ai
∂xk

∫
d3δr ji(δr)δrk + . . . (4.234)

Ta integral lahko zapǐsemo tudi malo drugače z zamenjavo simbolov

W =
1
2
∂Ai
∂xk

∫
d3δr (ji(δr)δxk + jk(δr)δxi)−

1
2
∂Ai
∂xk

∫
d3δr (ji(δr)δxk − jk(δr)δxi) . (4.235)

Prvi oklepaj mora biti tokrat po En. 4.222 enako nič, drugega pa lahko pretvorimo na

W =
1
2
∂Ai
∂xk

∫
d3δr (jk(δr)δxi − ji(δr)δxk) . (4.236)

Sedaj zapǐsimo gradient vektorskega potenciala na sledečnačin

∂Ai
∂xk

= 1
2

(
∂Ai

∂xk
− ∂Ak

∂xk

)
+ 1

2

(
∂Ai

∂xk
+ ∂Ak

∂xk

)
. (4.237)

Prvi oklepaj je očitno nek antisimetrični tenzor in drugi je simetrični tenzor. Poleg tega opazimo,
da je tudi

∫
d3δr (jk(δr)δxi − ji(δr)δxk) antisimetrični tenzor. Iz linearne algebre se spomnimo,

da je sled produkta simetričnega in antisimetričnega tenzorja enaka nič, sled produkta dveh an-
tisimetričnih tenzorjev pa je enaka minus dvakrat skalarni produkt ustreznih aksialnih vektorjev.
V našem primeru sta to B = ∇×A in m. Tako dobimo

W = −(m.B(r)) , (4.238)

kjer smo magnetni dipol izračunali z integracijo v okolici točle r!. Energija magnetnega dipola
je seveda zelo podobna energiji električnega dipola.

4.2.28 Sila in navor na magnetni dipol

Sedaj pa lahko zelo hitro izpeljemo izraz za silo na magnetni dipol. Če poznamo energijo lahko
silo zapǐsemo kot

F = −∇W
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. Ker je v energiji En. 4.238 zgolj magnetno polje odvisno od koordinate, dobimo od tod

F = (m.∇)B(r). (4.239)

Za navor postopamo podobno. Če je kot med vetrojem m in B enak φ potem je navor definiran
kot

M =
∂W

∂φ
. (4.240)

Smer navora je definirana kot smer vektorskega produkta m×B. Potemtakem dobimo

M =
∂W

∂φ
= −mB ∂ cosφ

∂φ
, (4.241)

oziroma
M = m×B. (4.242)

Med magnetnim in električnim dipolom torej velja zelo prijetna podobnost, ki si jo velja zapo-
mniti.
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Poglavje 5

Maxwellove enačbe

5.1 Maxwellove enačbe v vakuumu

Poglejmo, katere Maxwellove enačbe smo do sedaj izpeljali in kako se glasijo:

divE =
ρ

ε0
divB = 0

∇×E = 0 ∇×B = µ0j

Do sedaj smo pri Maxwellovih enačbah gledali le kvazistatično obliko enačb, kjer ni bilo
časovnih sprememb električnega polja E in magnetnega polja B. Sedaj bomo na novo zapisali
enačbe tako, da bomo upoštevali tudi časovno spreminjanje vseh polj in izvorov.

Nadalje hočemo ponovno zapisati enačbo, ki pravi, da je ∇×B = µ0j. Da bomo to storili,
moramo upoštevati kontinuitetno enačbo, ki trdi, da naboj ne more niti nastati, niti izginiti; da
se torej naboj ohranja:

− ∂

∂t

∫
V

ρd3r =
∮
∂V

j · dS

−
∫
V

∂ρ

∂t
d3r =

∫
V

divjd3r. (5.1)

Ta rezultat lahko končno zapǐsemo v obliki

∂ρ

∂t
+ divj = 0. (5.2)

Če bi našo sedanjo enčbo ∇×B = µ0j skalarno pomnožili z div, bi dobili kot že vemo:

µ0divj = div ∇×B = 0,

kar je patološko, ker pravi, da se naboj ne ohranja. Dosleǰsnje enačbe polja moramo potmtakem
dopolniit, če nočemo imeti perpetuum mobila. Maxwellovemu izjemnemu uvidu v teorije EM
polja gre pripisati posplošitev enačb, ki os jih poznali do tedaj, z vpeljavo novega člena v zadnjo
enačbo. Predpostavil je, da jo je smiselno dopolniti v obliki

∇×B = µ0j + ε0µ0
∂E
∂t
, (5.3)
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kjer zadnji člen v enačbi imenujemo premikalni tok. Če sedaj na to novo enačbo delujemo z
div, dobimo:

0 = µ0divj + ε0µ0
∂divE
∂t

= µ0divj + µ0
∂ρ

∂t
, (5.4)

kar se sedaj popolnoma sklada s kontinuitetno enačbo za naboj. Nove Maxwellove enačbe, ki
veljajo v vakuumu, so torej:

divE =
ρ

ε0
Maxwell I. divB = 0 Maxwell II.

∇×E = −∂B
∂t

Maxwell III. ∇×B = µ0j + ε0µ0
∂E
∂t

Maxwell IV. (5.5)

Zraven smo pripisali še številke pod katerimi jih poznamo. Lahko bi tudi rekli, da imamo štiri
Maxwellove zakone. Te enačbe predstavljajo triumf klasične teorije polja in poleg Newtonovih
zakonov tvorijo temeljni kamen klasične fizike. Zaslužijo, da si jih zapomnimo za vedno.

5.2 Ohranitveni zakoni za elektromagnetno polje

5.2.1 Zakon o ohranjevanju energije

V tem poglavju bi radi ugotovili, kako je z energijo EM polja. Začnemo s križnim noženjem
Maxwellovih enačb in dobimo

B ·∇×E = −B · ∂B
∂t

E ·∇×B = µ0j ·E + ε0µ0E ·
∂E
∂t

(5.6)

od koder lahko, če obe enačbi odštejemo, pridelamo

ε0µ0E ·
∂E
∂t

+ B · ∂B
∂t

= E ·∇×B−B ·∇×E− µ0j ·E. (5.7)

Za nadaljevanje bomo rabili vektorsko identiteto:

E ·∇×B−B ·∇×E = −div(E×B).

Z upoštevanjem te vektorske identitete dobimo

∂

∂t

[
1
2
ε0E

2 +
1
2
B2

µ0

]
+ div

E×B
µ0

= −j ·E. (5.8)

Ta rezultat lahko zapǐsemo tudi v obliki

∂w

∂t
+ divP = −j ·E. (5.9)

Pri tem smo vpeljali sledeče količine

w =
1
2
ε0E

2 +
1
2
B2

µ0
(5.10)
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kar je ravno gostota energije elektromagnetnega polja, medtem ko je

P =
1
µ0

(E×B) (5.11)

Poyntingov vektor oz. gostota energijskega toka elektromagnetnega polja. Kot bomo videli
iz prim erjave Poyntingovega vektorja in gostote gibalne koli”cine elektromagnetnega polja En,
5.30, vidimo da mora veljati

P = c2g, (5.12)

kjer smo vpeljali hitrost elektromagnetnega valovanja c2 = 1/ε0µ0. Zgornja enačba ima sledečo
strukturo

gostota energije× hitrost = c2 (gostota mase× hitrost) , (5.13)

v čemer že lahko vidimo najavo relativistične zveze med maso in energijo E = mc2, s katero se
bomo nadrobno seznanili kasneje.

Če je v prostoru ni izvorov EM polja, torej če je j = 0, dobimo kontinuitetno enačbo za
energijo EM polja v obliki

∂w

∂t
+ j ·E = −divP. (5.14)

Integrirajmo zgornjo enačbo po volumnu, ki zaobsega in presega del prostora v katerem imamo
polja. Dobimo

∂

∂t

∫
V

w d3r +
∫
V

(j ·E) d3r = −
∫
∂V

(P · n)dS. (5.15)

Če je volumen integracije sedaj zadosti velik, polja do njegove meje še niso prisla. Površinski
integral Poyntingovega vektorja, ki daje energijski tok v neskončnosti, je potemtakem enako nič.
Nazadnje ostanemo z

∂

∂t
(WEM +WI) = 0, (5.16)

oziroma ∫
V

(
1
2
ε0E

2 +
1
2
B2

µ0

)
d3r +WI = const. (5.17)

Vsota energije polja in pa delo, ki ga opravijo izvori, da to polje nestane se torej ohranja.

Preverimo še, da je j · E res gostota moči. Iz enače (5.29) vemo, da je gostota Lorentzove
sile

f = ρE + (j×B). (5.18)

Če ta izraz skalarno pomnožimo z j, dobimo

f · j = ρE · j. (5.19)

Ker je hkrati v = j
ρ , potemtakem sledi

f · v = j ·E. (5.20)

Produkt f · v pa seveda ni ničdrugega kot gostota moči. Zunanji izvori gostote moči torej
dovajajo energijo v EM polje s tem, da ga ustvarjajo. Če teh izvorov ni, potem se energija EM
polja ohranja. Kot bomo videli nekoliko kasneje to velja le, dokler ε 6= ε(ω).
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5.2.2 Zakon o ohranjevanju gibalne količine

Začnimo s časovnim odvodom tegale izraza

∂

∂t
ε0(E×B) = ε0

[
∂E
∂t

×B + E× ∂B
∂t

]
=

= ε0

[
1

ε0µ0
(∇×B×B)− µ0

ε0µ0
(j×B)−E×∇×E

]
(5.21)

Pri prehodu čez drugi enačaj smo iz Maxwellovih enačb izrazili odvoda po času. Za nadaljevanje
izpeljave rabimo dve vektorski identiteti in sicer

∇×B×B = −1
2
~∇B2 + (B · ~∇)B

(B · ~∇)B = ~∇(B⊗B)−B(~∇ ·B) (5.22)

kar nam nazadnje daje

∇×B×B = −1
2
~∇B2 −B(~∇ ·B) + ~∇(B⊗B) = −1

2
~∇B2 + ~∇(B⊗B) (5.23)

in pa analogno za električno polje

E×∇×E =
1
2
~∇E2 − (E · ~∇)E

(E · ~∇)E = ~∇(E⊗E)−E(~∇ ·E) (5.24)

kar zopet vodi popolnoma analogno do

E×∇×E =
1
2
~∇E2 + E(~∇ ·E)− ~∇(E⊗E) =

1
2
~∇E2 − ~∇(E⊗E) +

ρ

ε0
E. (5.25)

Dokončajmo sedaj izpeljavo. Iz En. 5.21 sedaj izpeljemo

∂

∂t
ε0(E×B) = −ε0

[
1
2
~∇E2 − ~∇(E⊗E) +

c2

2
~∇B2 − c2~∇(B⊗B)

]
−

− (ρE + j×B) . (5.26)

Če izpostavimo ~∇ in nesemo ε0 pod integral, dobimo

∂

∂t
ε0(E×B) = −~∇

[
1
2
ε0E

2 − ε0(E⊗E) +
1

2µ0
B2 − 1

µ0
(B⊗B)

]
−

− (ρE + j×B) (5.27)

ali, če upoštevamo, da mora biti v splošnem podintegralna funkcija enaka nič, če naj bo tudi
njen integral enka nič

∂

∂t
gi −

∂pik
∂xk

+ fi = 0, (5.28)

oziroma
∂

∂t
g − divp + f = 0. (5.29)
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Ta enačba se imenuje Cauchyjeva enačba za EM polje in nastopa v vseh zveznih teorijah polja,
tudi v mehaniki kontinuov. V njej smo definirali sledeče količine

g = ε0(E×B) (5.30)

je gostota gibalne količine elektromagnetnega polja. Nato imamo

pik = ε0EiEk −
1
2
ε0E

2δik +
1
µ0
BiBk −

1
2µ0

B2δik, (5.31)

v “cemer prepoznamo ravno napetostni tenzor elektromagnetenga polja, ki je očitno enak vsoti
napetostnega tenzorja električnega in magnetnega polja. Hitro lahko tudi ugotovimo, da velja

pii = −w. (5.32)

Sled tenzorja napetosti EM polja je torej ravno minus gostota energije EM polja. Tudi to zvezo
si zapomnimo. Nazadnje zapǐsimo še izraz za Lorentzovo silo, oz. gostoto zunanjih sil EM
polja

f = ρE + (j×B). (5.33)

Zgornje enačbe so dejansko identične ohranjevalnim zakonom za gostoto gibalne količine (New-
tonov zakon) za poljuben zvezen medij. Ta zapis so dolgo časa interpretirali tako, kot da obstaja
neke vrste zvezen medij (eter), po katerem se prenaša EM polje. Od tod je prǐsla znamenita
zgodovinska zabloda o etru. Kasneje so seveda to zablodo ovrgli in ugotovili, da sta B in E fun-
damentalni količini, in da pod njima ni ničesar. Seveda če pri tem odmislimo kvantno mehaniko.

Integrirajmo Cauchyjevo enačbo En. 5.29 po volumnu. Rezultat lahko zapǐsemo takole

d
dt

∫
g d3r +

∫
f d3r =

∮
piknkdS. (5.34)

V izrazu ∫
g d3r = Gem

prepoznamo gibalno količino elektromagnetnega polja, v integralu∫
f d3r = F

pa celotno silo. Po tretjem Newtonovem izreku je sila enaka odvodu mehanske giblane količine.
Za EM polje lahko torej Lorentzovo silo zapǐsemo kot odvod mehanske gibalne količine elektro-
magnetnega polja

F =
d
dt

Gm. (5.35)

Cauchyjeva enačba za EM polja nam torej sporoča, da mora biti

d
dt

(Gem + Gm) =
∮
piknkdS. (5.36)

Postavimo sedaj mejo volumna, po kateri integriramo zgoraj na desni strani tako veliko, da
jo polja, ki izvirajo nekje globoko znotraj volumna še nizo dosegla. V tem primeru dobimo
Poincaré - Einsteinov zakon ohranjevanja celotne gibalne količine EM polja

Gem + Gm = const. (5.37)

V splošnem se ne ohranjata obe komponenti sami zase. Zgornja enačba je neke vrste prvi
Newtonov zakon za EM polje.
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5.2.3 Zakon o ohranjevanju vrtilne količine in virialni teorem

Poglejmo, če velja za EM polje tudi zakon o ohranjevanju vrtilne količine. V ta namen pomnožimo
najprej enačbo En. 5.29 z xj in upoštevamo, da je ∂xi

∂xk
= δik. Dobimo

∂

∂t
xjgi −

∂xjpik
∂xk

+ pji + xjfi = 0. (5.38)

To zvezo lahko sedaj pomnožimo s popolnoma antisimetričnim tenzorjem εlji in seštejemo poin-
deksih j, i. Glede na to, da je pik simetrični tenzor velja

εljipji = 0.

Tako dobimo zakon o ohranjevanju vrtilne količine EM polja kot

∂

∂t
εljixjgi −

∂εljixjpik
∂xk

+ εljixjfi = 0. (5.39)

Za izpeljavo tega zakona je bilo bistveno, da je pik simetrični tenzor. Oziroma

∂

∂t
Γ− divK + (r× f) = 0. (5.40)

Iz gornje enačbe je sedaj precej očitno, da morata biti gostota vrtilne količine EM polja Γ in pa
tenzor gostote pretoka vrtilne količine Kij enaka

Γi = εljixjgi = (r× g)i
Kij = εjikxiσik. (5.41)

Potreben pogoj za obstoja ohranjevalnega zakona o vrtilni količini polja je potemtakem sime-
tričnost napetostnega tenzorja polja. V kolikor v prostoru ni izvorov polja, in je s tem tudi
gostota navora enaka nič, dobimo z običajnimi argument iz En. 5.40, da je∫

V

Γd3r = const. (5.42)

Če enačbo Eq. 5.38 sedaj še seštejemo po indeksih j = i dobimo

∂

∂t
xigi −

∂xipik
∂xk

+ pii + xifi = 0, (5.43)

oziroma
∂

∂t
r · g − div(p · r)− w + r · f = 0. (5.44)

pri čemer smo upoštevali, da je sled tenzorja napetosti EM polja enaka minus gostoti energije,
pii = −w. Zgornjo zvezo imenujemo tudi virialni teorem za elektromagnetno polje.

5.2.4 Ohranitveni zakoni in hitrost širjenja EM motnje

Omejimo se zopet na del prostora, v katerem ni izvorov elektromagnetnega polja, pač pa v njem
obstoja prostorsko lokaliziran paket elektromagnetnega polja. V fiziki je večina primerov EM
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polja te vrste, zato bo naša analiza veljala precej splošno. Energijo paketa EM paketa definiramo
lahko kot

E =
∫
paket

d3r w. (5.45)

Če v delu prostora, ki ga opazujemo, ni izvorov EM polja, potem lahko ohranitveni zakon za
energijo EM polja zapǐsemo kot

dE

dt
=
∫
paket

d3r
∂w

∂t
= −

∮
paket

dS ∇ ·P. (5.46)

Podobno velja tudi za ohranjevanje gostote gibalne količine EM polja. Če definiramo gibalno
količino paketa EM paketa kot

G =
∫
paket

d3r g, (5.47)

potem iz zakona o ohranjevanju gibalne količine izpeljemo

dGi
dt

=
∫
paket

d3r
∂gi
∂t

= −
∮
paket

dS ∇kpik. (5.48)

Če obe zgornji enčbi postavimo skupaj, ju lahko zapǐsemo kot eno samo kompaktno enačbo

0 = r
(
∂w

∂t
+ ∇ ·P

)
− c2t

(
∂g
∂t
− divp

)
. (5.49)

Če sedaj upoševamo še zvezo
P = c2g, (5.50)

lahko iz En. 5.49 izpeljemo tole

∂

∂t

(
xkw − c2tgk

)
+∇i

(
xkPi + c2tpik

)
. (5.51)

Zgoraj upoštevamo še, da je tenzor napetosti simetričen. Če sedaj zgornjo enačbo integriramo
po prostoru in upoštevamo, da je paket EM vpolja po predpostavki lokaliziran, lahko končno
zapǐsemo

d

dt

∫
paket

d3r
(
rw − c2tg

)
= 0. (5.52)

Od tod pa že sledi, glede na definicijo gibalne količine paketa EM polja, da je

d

dt

∫
paket

d3r rw = E
d

dt
〈r〉E = c2G, (5.53)

pri čemer smo definirali povprečno koordinato energije paketa, oziroma položaj energijskega
težǐsča paketa, kot ∫

paket

d3r rw = 〈r〉E
∫
paket

d3r w = 〈r〉E E, (5.54)

kjer smo upoštevali, da velja En. 5.45. Od tod pa že lahko ugotovimo, da mora veljati

d

dt
〈r〉E = c2

G
E
. (5.55)
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Podobno bi lahko definirali tudi povprečno koordinato gibalne količine paketa, oziroma gibalno
težǐsče paketa, kot ∫

paket

d3r r · g = 〈r〉G ·
∫
paket

d3r g = 〈r〉G G. (5.56)

Poleg tega se spomnimo še zakona o ohranjevanju vrtilne količine Eq. ??, kjer smo izpeljali, da
mora veljati

∂

∂t
xigi −

∂xiσik
∂xk

− w + xifi = 0. (5.57)

Integrirajmo to enačbo po prostoru in zopet upoštevajmo, da je EM paket v prostoru lokaliziran
in da nimamo nobenih zunanjih sil, pa lahko zapǐsemo, da mora veljati

d

dt

∫
paket

d3r r · g =
∫
paket

d3r w = E. (5.58)

S temi definicijami lahko iz enačbe En. 5.52 hitro izpeljemo, da mora veljati

d

dt
〈r〉G ·G = E. (5.59)

Obe enačbi, Eq. 5.55 in 5.59, sedaj implicirata, da mora veljati

d

dt
〈r〉G · d

dt
〈r〉E = c2

G
E
· d
dt
〈r〉G = c2. (5.60)

Ker je smiselno pričakovati, da se težǐsče energije in gibalne količine paketa EM polja gibljeta z
isto hitrostjo potemtakem obe potujeta po prostoru s svetlobno hitrostjo. To pa seveda pomeni,
da se energija in gibalna količina EM polja prenašata po prostoru s svetlobno hitrostjo. To smo
izpeljali brez da bi dobili valovne rešitve za Maxwellov enačbe zgolj iz ohranitvenih zakonov EM
polja.

5.2.5 Elektromagnetno valovanje

Osnovne enačbe elektrodinamike (Maxwellove enačbe) so zelo preproste po obliki. Zanimivo
pa je, da iz njih lahko izpeljemo veliko pomembnih ugotovitev. Ena najpomembneǰsih posle-
dic Maxwellovih enačb je elektromagnetno valovanje, ki ga bomo na kratko opisali v tem
poglavju. Ukvarjali se bomo s primerom, ko nimamo nobenih zunanjih nabojev in nikakršnih
tokov. V nasprotju s preǰsnjimi poglavji, ko smo se omejili bodisi na statična električna in ma-
gnetna polja ali pa nas spreminjanja teh polj niso zanimala, pa sedaj skušajmo ugotoviti, kako
se električno in magnetno polje spreminjata. Najprej zapǐsimo Maxwellove enačbe v vakuumu:

∇·E = 0 , ∇·B = 0,

∇×E = −∂B
∂t

, ∇×B = εoµo
∂E

∂t
.

E in B nimata izvorov, vendar spreminjanje kateregakoli od njiju takoj povzroči nastanek ali
spreminjanje drugega. Delujmo z operatorjem rotor na enačbo ∇×E = −∂B

∂t .

∇× ∇×E = − ∂

∂t
∇×B = − ∂

∂t
(εoµo

∂E
∂t

) = −εoµo
∂2E
∂t2

.
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Upoštevamo matematično zvezo: ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A in dobimo:

∇(∇ ·E)−∇2E = −ε0µ0
∂2E
∂t2

Prvi člen je enak nič, saj nimamo nikjer nabojev, torej ∇·E = 0. Ostane:

∇2E = εoµo
∂2E
∂t2

, (5.61)

kar je t.i. valovna enačba za električno polje. Podobno enačbo moramo najti tudi za magnetno
polje. Delujmo z operatorjem rotor na enačbo ∇×B = ε0µ0

∂E
∂t :

∇× (∇×B) = ε0µ0
∂

∂t
(∇×E).

Spet upoštevamo matematično zvezo: ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A in dobimo:

∇2B = εoµo
∂2B
∂t2

, (5.62)

kar je valovna enačba za magnetno polje.

Rešitve valovne enačbe

Izpeljali smo dve valovni enačbi, ki sta vektorski, kar pomeni, da imamo skupno 6 enačb. Zani-
mamo se za rešitve teh enačb. Poiskali jih bomo tako, da si bomo izbrali eno možno komponento,
npr y:

∇2Ey = εoµo
∂2Ey
∂t2

.

Reševanje te enačbe poteka enako kot reševanje katerikoli druge enačne oblike:

∂2u(x, t)
∂x2

=
1
c2
∂2u(x, t)
∂t2

Postopku reševanja pravimo ločevanje spremenljivk. Za funkcijo u(x, t) uporabimo nastavek

u(x, t) = v(x)w(t)

To prepǐsemo v enačbo, pri tem pa odvajanje po x zaznamujemo s črtico, po času pa s piko:

wv′′ =
1
c2
ẅv.

Funkcije prostorske spremenljivke postavimo na eno stran, časovne pa na drugo (v tem je trik
ločevanja):

v′′

v
=

1
c2
ẅ

w

Če hočemo, da zgornja zveza velja, morata biti obe strani enaki isti konstanti:

v′′

v
= −k2 =

1
c2
ẅ

w
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Zaradi zgodovinskih in siceršnjih razlogov vpeljemo še konstanto ω2 = c2k2 in zapǐsemo sedaj
nesklopljeni enačbi:

v′′ + k2v = 0 in ẅ + ω2w = 0.

Rešitvi zgornjih enačb sta znani vsem srenješolcem, zapǐsimo ju v kompleksni obliki:

v(x) = Aeikx +Be−ikx in w(t) = Ceiωt +De−iωt.

Splošne rešitve valovne enačbe bodo produkt zgornjih dveh rešitev, torej bodo oblike

u(x, t) ∼ e±i(kx∓ωt),

kjer pridejo v poštev vse permutacije predznakov. Takim rešitvam pravimo tudi ravni val, ki
potuje s hitrostjo:

v =
x

t
=
ω

k
= c.

To je zapis enačbe ravnega vala v eni dimenziji. V treh dimenzijah pa se enačbo ravnega vala
zapǐse takole:

u(r, t) ∼ e±i(kr±ωt).

To pa je sedaj ravni val, ki se širi v neki poljubni smeri k s hitrostjo c.

Stoječe valovanje

Konstanti A in B v krajevnem delu v(x) rešitve u(x, t) valovne enačbe ter konstanti C in D
v časovnem delu rešitve ǐsčemo glede na različne robne pogoje. Oglejmo si primer, ko velja
v(x = 0) = 0 ter v(x = l) = 0. Opraviti imamo torej s stoječim valovanjem znotraj meja x = 0
ter x = l, kjer ima valovanje vozle. Takoj lahko zapǐsemo naslednji dve enačbi:

A+B = 0,
Aeikl +Be−ikl = 0.

Ker je po prvem B = −A, je potemtakem

eikl − e−ikl = 2i sin(kl) = 0,

kar nam da za k števno mnogo rešitev

knl = nπ in un(x, t) = An sin(knx)e±iωnt.

Sicer vemo, da je ωn = ckn, vendar brez ostalih robnih pogojev ne moremo izračunati koliko je
An.

Fourierov razvoj

Valovni enačbi sta linearni, kar pomeni, da je pri rešitvah enačbe u1 in u2 tudi vsaka njuna
linearna kombinacija αu1 + βu2 spet rešitev valovne enačbe. Velja namreč:

α
∂2u1

∂x2
+ β

∂2u2

∂x2
=
α

c2
∂2u1

∂t2
+
β

c2
∂2u2

∂t2
.
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Sedaj lahko zapǐsemo rešitev s Fourierovo vrsto:

u(x, t) =
∑
k,ω

A(k, ω)ei(kx−ωt) kjer je ω = kc.

Koeficienti A(k, ω) so Fourierovi koeficienti ali parcialne amplitude. V treh dimenzijah delamo
analogno. Valovna enačba se glasi:

∇2u(r, t) =
1
c2
∂u(r, t)
∂t2

.

Splošno rešitev zapǐsemo s Fourierovo vrsto:

u(r, t) =
∑
k,ω

A(k, ω)ei(kr−ωt) kjer je | k |= 2π
λ

in k ‖ c.

Vektor c ima velikost enako hitrosti razširjanja valovanja, njegova smer pa je smer razširjanja.
Za vektorja E in B zapǐsemo Fourierovo vrsto v sledeči obliki:

E(r, t) =
∑
k,ω

E0(k, ω)ei(kr−ωt),

B(r, t) =
∑
k,ω

B0(k, ω)ei(kr−ωt).

Poskušajmo sedaj ugotoviti, kaj tak zapis pomeni v okviru Maxwellovih enačb. Z drugimi bese-
dami, zanima nas, kakšno je elektromagnetno valovanje. Najprej razmǐsljajmo o enačbi ∇·E = 0:

∇·E =
∂Ex
∂x

+
∂Ey
∂y

+
∂Ez
∂z

=
∑
k,ω

(ik)E(k, ω)e±i(kr−ωt) = 0.

Sledi:
kE(k, ω) = 0 oziroma k ⊥ E(k, ω). (5.63)

Vektor E je torej pri elektromagnetnem valovanju pravokoten na vektor k, ki ima smer razširjanja
valovanja.

Kaj pa vektor B. Uporabimo enačbo ∇×B = ε0µ0
∂E
∂t :∑

k,ω

(ik×B(k, ω))e±i(kr−ωt) = −ε0µ0

∑
k,ω

iωE(k, ω)e±i(kr−ωt),

iz česar sledi:
k×B(k, ω) = −ε0µ0ωE(k, ω) = − ω

c2
E(k, ω). (5.64)

Hitrost razširjanja valovanja definiramo kot:

c =
c

k
k in obratno k =

k

c
c. (5.65)

Ko to vstavimo v (5.64), dobimo:

k

c
c×B(k, ω) = − ω

c2
E(k, ω)
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in končno:
B(k, ω)× c = E(k, ω). (5.66)

Dobili smo enačbo, ki povezuje vektorja B in E pri elektromagnetnem valovanju. Iz enačbe
∇·B = 0 in iz simetrije te enačbe z enačbo ∇·E = 0, takoj zaključimo še k · B(k, ω) = 0
oziroma:

k ⊥ B(k, ω).

V Fourierovem prostoru sta torej E in B drug na drugega pravokotna, hkrati pa sta pravokotna
tudi na smer razširjanja valovanja, ki je podana s k oziroma c. Elektromagnetno valovanje je
torej transverzalno valovanje. S tem v zvezi je tudi polarizacija valovanja, o kateri pa na tem
mestu ne bomo govorili.

5.2.6 Polje v snovi

Električno polje v snovi

Snovi se glede električnega polja različno obnašajo. Nekatere snovi v svoji notranjosti dovoljujejo
obstoj električnega polja (npr. izolatorji), druge spet ne (npr. kovine). V notranjosti takih snovi
je polje enako nič. V splošnem lahko obnašanje snovi v električnem polju razložimo tako, da se
znotraj snovi, ki je v električem polju, spremeni konfiguracija vezanih nabojev. V vodi se npr.
vodni dipoli (molekule H2O) porazdelijo tako, da je njihova potencialna energija minimalna.
Obnašanje snovi lahko sicer opǐsemo s pomočjo statistične mehanike, vendar bomo zaenkrat
pojave povezane z električnim in magnetnim poljem v snovi obravnavali fenomenološko.

V vakuumu, kot vemo, velja Coulombov zakon:

F =
e1e2

4πε0r2
r
r
. (5.67)

Ekperimentalno pa so ugotovili, da znotraj snovi velja:

F =
e1e2

4πε0Kr2
r
r
. (5.68)

Sila med dvema nabojema se v snovi zmanǰsa za faktor K, kar pripǐsemo učinku vezanega naboja.
Maxwellovo enačbo ∇·E = ρ

ε0
moramo zato nekoliko preurediti, tako, da upoštevamo učinek

vezanega naboja:

∇·E =
ρ+ ρi(E)

ε0
. (5.69)

Induciran naboj ρi je v splošnem funkcija polja. Induciran naboj povežemo s polarizacijo P:

ρi(E) = −∇·P. (5.70)

Maxwellova enačba se sedaj glasi:

∇·E =
ρ

ε0
− ∇·P

ε0
oziroma ∇·(ε0E + P) = ρ = ∇·D. (5.71)

Vpeljemo gostoto električega polja:
D = ε0E + P. (5.72)

Odvisnost ρi(E) in s tem tudi P(E) zapǐsemo s Taylorjevo vrsto:

P(E) = ε0χE +O(E2)

162
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pri čemer se omejimo le na linearne člene. Izkaž se, da je O(E2) zanemarljivo majhen. Za gostoto
električnega polja dobimo:

D = ε0E + P = ε0E + ε0χE = ε0(1 + χ)E = ε0εE. (5.73)

Tu je ε dielektrična konstanta. Snovi, za katere velja D = ε0εE imenujemo linearne. Ker velja
∇·D = ρ, zapǐsemo Poissonovo enačbo v snovi takole:

∇·E =
ρ

ε0ε
. (5.74)

V kovini je dielektrična konstanta ε = ∞, saj je električno polje znotraj kovine enako nič. Kovine
imajo v prevodnem pasu proste elektrone, ki jih imenujemo tudi prevodni elektroni. Če kovino
damo v električo polje, se prevodni elektroni prerazporedijo, tako, da v celoti izničijo zunanje
električo polje in je le to v notranjosti kovine enako nič.

V zgornjih vrsticah smo pokazali, kakšna je zveza med električno polarizacijo P ter gostoto
influiranega naboja. Privzeli smo eksperimentalen rezultat, da je sila med dvema nabojema
v snovi manǰsa zaradi induciranih nabojev, kar smo potem upoštevali v Maxwellovi enačbi.
Električno polje v okolici točkastega naboja v linearni snovi glede na zgornje enačbe opǐsemo
takole:

E =
e

4πε0ε | r− r′ |2
r− r′

| r− r′ |
ter D =

e

4π | r− r′ |2
r− r′

| r− r′ |
Od tod hitro vidimo, da velja:

P =
e

4π | r− r′ |
(r− r′)
| r− r′ |

(
1− 1

ε

)
.

To pa pomeni, da je zgornja enačba za električno polarizacijo rešitev enačbe:

∇·P = eδ3(r− r′)
(

1− 1
ε

)
V splošnem je v okolici točkastega naboja volumska gostota induciranih nabojev ρi = −∇·P = 0.
Električno polje pa je kljub temu zmanǰsano za faktor ε. To pa vsaj v primeru točkastega naboja
v snovi ne moremo pojasniti z induciranimi naboji, saj je volumska gostota induciranih nabojev
v tem primeru enaka nič. Naše razumevanje pojavov v snovi moramo torej nekoliko dopolniti.

Začnimo z enačbo:
E = −∇ϕ,

zato lahko zapǐsemo:

−∇2ϕ =
ρ

ε0
− ∇·P

ε0
.

V enem izmed začetnih poglavij smo ugotovili, da velja: ϕ(r) =
∫ ρ(r′)d3r′

4πε0|r−r′| . Ta rezultat upora-
bimo tudi tule in zapǐsemo:

ϕ(r) =
∫

(V )

ρ(r)d3r′

4πε0 | r− r′ |
−
∫

(V )

∇·P(r′)d3r′

4πε0 | r− r′ |
(5.75)

S pomočjo matematične zveze:

∇·
(

P(r′)
| r− r′ |

)
= ∇·P(r′)

1
| r− r′ |

+ P(r′)∇
(

1
| r− r′ |

)
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izračunamo zgornji volumski integral. Uporabimo še Gaussov izrek ter upoštevamo, da površinski
integral da nič, saj integriramo daleč stran, kjer so vsa polja enaka nič. Dobimo:

ϕ(r) =
∫

(V )

ρ(r)d3r′

4πε0 | r− r′ |
+

1
4πε0

∫
(V )

P(r′)∇
(

1
| r− r′ |

)
(5.76)

Takoj opazimo podobnost drugega integrala s poljem dipola. Očitno polarizacija P opisuje
gostoto dipolnega momenta. Na električno polje v snovi torej ne vplivajo le inducirani naboji,
temveč tudi inducirani dipoli.

Statično magnetno polje v snovi

Pri obravnavi magnetnega polja v snovi upoštevamo učinek induciranih tokov. Maxwellovo
enačbo ∇×B = µ0j+µ0

∂D
∂t , ki velja v vakuumu, za statično magnetno polje v snovi dopolnemo:

∇×B = µo(j + ji(B)) + µ0
∂D
∂t

.

Tu je ji(B) gostota induciranega toka. Magnetno polje v snovi lahko namreč povzroči pretakanje
nabojev. Gostoto induciranega toka povežemo z magnetizacijo M, in sicer:

∇×M = ji(B).

Maxwellova enačba se sedaj glasi:

∇× (B− µoM) = µoj + µ0
∂D
∂t

.

Količino 1
µ0

(B − µ0M) = H proglasimo za jakost magnetnega polja in tako četrto Maxwellovo
enačbo zapǐsemo v obliki:

∇×H = j +
∂D

∂t
.

Magnetizacija M je odvisna od jakosti magnetnega polja, torej M = M(H). Podobno kot pri
električnem polju tudi tu uporabimo Taylorjevo vrsto in upoštevamo le linearni člen:

M(H) = χH +O(H2) (5.77)

Količino χ imenujemo magnetna susceptibilnost. Če iz enačbe 1
µ0

(B−µ0M) = H izrazimo B in
upoštevamo M(H) = χH, potem sledi:

B = µoH + µoM = µo(1 + χ)H = µµoH,

kjer smo vpeljali magnetno permeabilnost µ, ki je za večino neferomagnetnih snovi okoli ena
(malo manj ali malo več).

Do sedaj smo se ukvarjali le s poljem v vakuumu, zdaj pa nas zanima, kako se spremenijo
enačbe, če polje ustvarimo v snovi. Zanima nas, zakaj bi se sploh kaj spremenilo. Poglejmo
mikroskopsko sliko. Molekule so sicer navzven nevtralne, vendar obstaja znotraj molekule raz-
delitev nabojev, ki privede do tega, da ima molekula kljub vsemu nek naboj, ki ga imenujemo
vezani naboj. Tega naboja ne moremo vzeti stran od molekul. Torej je gostota naboja sestavljena
iz dveh prispevkov in je zato:

divE =
ρ

ε0
+
ρv
ε0
. (5.78)
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Vpeljemo novo količino, za katero zaenkrat še ne vemo, kaj bi bila:

ρv(E) = −divP.

Tako dobimo novo zvezo: div(ε0E + P) = ρ. Tu nam je uspel veliki met. Dobili smo namreč
količino-vektor

D = ε0E + P,

ki ni odvisna od vezanih nabojev (tako kot E), ampak le od zunanjih nabojev. Vektor D
imenujemo gostota električniga polja. Zgornja enačba pomeni, da je zunanje polje D, ki deluje
na snov enako vsoti notranjega polja E in P.

Po novem lahko zapǐsemo tudi:
divD = ρ

kar pomei, da je zunanje polje odvisno seveda le od zunanjih, prostih nabojev. Ker je gostota
vezanih nabojev odvisna od velikosti zunanjega polja ρv = ρv(D), sledi, da je tudi P = P(D) in
posledično E = E(D). Zadnjo enačbo imenujemo enačba stanja (tudi konstitutivna relacija), ki
pove, kako se notranje polje v snovi E spreminja v odvisnosti od zunanjega polja D.

Podobno, kot imamo lokalne električne izvore, imamo tudi lokalne magnetne izvore. Ti izvori
so atomi sami. 1 Če je seveda snov prepuščena sama sebi, se magnetno polje, ki je posledica
lokalnih magnetnih izvorov med sabo uniči, če pa je snov v zunanjem magnetnem polju, se uredijo
v smeri le-tega.

Kot pri električnem polju uvedemo tudi sedaj vezano gostoto električnega toka jv. S to
ugotovitvijo sedaj zapǐsemo Maxwellovo enačbo:

∇×B = µ0j + µ0jv(B) + µ0
∂D
∂t

.

Uvedemo nov vektor M, za katerega zaenkrat še ne vemo, kaj bi bil.

∇×M = jv(B) ⇒ M = M(B)

S tem vektorjem zapǐsemo:

∇× (B− µ0M) = µ0j + µ0
∂D
∂t

∇× (
B
µ0
−M) = j +

∂D
∂t

.

Tu sedaj lahko uvedemo nov vektor

H =
B
µ0
−M,

ki ga poimenujemo jakost magnetnega polja in ki nam omogoča, da Maxwellovo enačbo zapǐsemo
v obliki

∇×H = j +
∂D
∂t

.

Seveda je H = H(B). Tako smo dobili nov vektor, ki je odvisen le od zunanjih električnih tokov,
ker so vezani tokovi skriti že v samem vektorju H.

1Lahko si prdstavljamo, da je elektron, ki kroži okoli jedra, električni tok v zanki, ki okoli sebe ustvari magnetno
polje.
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5.2.7 Dielektrična susceptibilnost in gostota električnega dipolnega mo-
menta

Razvijmo P do prvega člena:
P(E) = ε0χE +O(E2). (5.79)

Količino χ, ki smo jo na novo uvedli imenujemo dielektrična susceptibilnost. Omejimo se na
homogene izotropne snovi, da bo količina χ, ki je v splošnem tenzor II ranga, imel le diagonalne
elemente. Ponovno lahko zapǐsemo:

D = ε0E + ε0χE = ε0(1 + χ)E = ε0εE. (5.80)

Nova, količina, ki smo jo vpeljali – ε = 1 + χ – se imenuje dielektrična konstanta oz. diele-
ktri”na funkcija.

Spomnimo se sedaj enačbe (5.78) in zveze E = −∇ϕ. Ko ju sestavimo, dobimo:

−∇2φ =
ρ

ε0
− divP

ε0
. (5.81)

Po novem je torej električni potencial

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r,)d3r,

| r− r, |
− 1

4πε0

∫
divP(r,)d3r,

| r− r, |
. (5.82)

Potencial smo tako lahko zapisali, ker prvi del poznamo že od prej, drugega pa zapǐsemo po
podobnosti in ker vemo, da je vsota rešitev diferencialne enačbe tudi rešitev taiste diferencialne
enačbe.
Zanima nas, kaj je drugi člen v izrazu za potencial ϕ. Poglejmo.

div,(
P(r,)
| r− r, |

) =
divP(r,)
| r− r, |

+ P(r,) · ∇, 1
| r− r, |

. (5.83)

To, kar smo pravkar zapisali, je ena od matematičnih identitet. Sedaj lahko zapǐsemo potencial:

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r)d3r,

| r− r, |
− 1

4πε0

∫
V

div,
P(r,)
| r− r, |

d3r, +
1

4πε0

∫
P(r,) · ∇, 1

| r− r, |
d3r, =

=
1

4πε0

∫
ρ(r,)d3r,

| r− r, |
+

1
4πε0

∫
P(r,) · ∇, 1

| r− r, |
d3r, (5.84)

Črtica, ki smo jo pisali ves čas ob operatorju ∇, pove le to, na kateri vektor r deluje (deluje na
tistega s črtico). Primerjajmo zgornji rezultat z električnim potencialom dipola. Tam smo dobili

ϕ(r) =
1

4πε0
p · ∇, 1

| r− r, |
(5.85)

O”citno dobimo iz En. 5.84, “ce zanemarimo prvi, monopolni del, ki nas ne zanima, potencial
dipola, in “ce postavimo

P(r) = pδ3(r, − r). (5.86)

Tako smo končno ugotovili, kaj količina P sploh je. P o”citno ni ni”c drugega kot gostota
električnega dipolnega momenta.
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5.2.8 Magnetna susceptibilnost in gostota magnetnega dipolnega mo-
menta

Podlejmo še, kako bi gostoto magnetnega polja B zapisali z novodobljeno jakostjo magnetnega
polja H.

B = µ0H + µ0M(B) = µ0H + µ0M(H) (5.87)

To je zato, ker lahko relacijo H = H(B) obrnemo v B = B(H). Tako lahko zapǐsemo M = χH,
od koder sledi, da je

B = µ0(1 + χ)H. (5.88)

Če uvedemo µ = 1+χ, kar imenujemo magnetna susceptibilnost, lahko gostoto magnetnega polja
zapǐsemo kot:

B = µµ0H. (5.89)

Zanima nas še,kaj sploh je vektor M. Da bomo to videli, je dovolj gledati kvazistatično sliko.

∇×B = µ0j + µ0∇×M (5.90)

Velja tudi: B = ∇ ×A in divA = 0. Drugi enačba zaenkrat verjemimo, ker jo bomo dokazali
kasneje. Če zapisani enačbi vstavimo v zgornjo enačbo, dobimo:

∇× ∇×A = µ0j + µ0∇×M. (5.91)

Torej je sedaj (primerjaj z enačbo (??), v katero vstavǐs B = ∇×A, in dobljenim potencialom
A.):

A(r) =
µ0

4π

∫
j(r,)d3r,

|r− r, |
+
µ0

4π

∫ ∇×M(r,)d3r,

|r− r, |
. (5.92)

Upoštevajmo identiteto, ki za poljubna U in V pravi:

∇× (UV) = U∇×V + ∇U ×V. (5.93)

V našem primeru je U = 1
|r−r,| in V = M(r,). Torej je

A(r) =
µ0

4π

∫
j(r,)d3r,

|r− r, |
− µ0

4π

∫
∇, 1
|r− r, |

×M(r,)d3r, +
µ0

4π

∫
∇× (

M(r,)
|r− r, |

)d3r,. (5.94)

Zadnji integral je nič. Če namreč zapǐsemo vektor ∇ ×M po komponentah, dobimo integrale
tipa

∫
∂Mz

∂y dx dy dz, ki po integraciji dajo integrale oblike
∫
f dx dz, ki so, gledani dovolj daleč,

enaki nič. Torej je

A(r) =
µ0

4π

∫
j(r,)d3r,

|r− r, |
− µ0

4π

∫
M(r,)× (r− r,)

|r− r, |3
d3r,. (5.95)

Če ta izraz primerjamo z vektorskim potencialom A v primeru magnetnega dipola, ki smo ga
izpeljali v obliki

A(r) =
µ0

4π
r×m
r3

. (5.96)

“Ce sedaj zanemarimo prvi “clen, ki je posledica zunanje gostote toka, vidimo, da se na”s rezultat
reducira na vektroski potencial magnetnega dipoola, “ce postavimo

M(r) = mδ3(r, − r). (5.97)

Tako smo končno ugotovili, da mora biti M gostota magnetnega dipolnega momenta.
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5.2.9 Končna oblika Maxwellovih enačb v snovi

Zdaj lahko zapǐsemo osnovne Maxwellove enečbe:

divD = ρ divB = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇×H = j +
∂D
∂t

. (5.98)

Ponovno izpǐsimo še, kako se izraža gostota magnetnega in električnega polja s pomočjo ustreznih
jakosti:

D = εε0E

B = µµ0H.

Po dosedanjem razpravljanju o električnem in magnetnem polju moramo opozoriti na dejstvo,
da da smo to izvajanje omejili na izotropne snovi (npr. tekočine), ki imajo odziv na zunanje
polje v smeri le-tega. Pri anizotropnih snoveh (npr. kristalih) pa odziv na zunanje polje nima
nujno iste smeri kot le-ta. Poleg tega imajo naše enačbe obliko lokalne enačbe:

D(r, t) = εε0E(r, t)
B(r, t) = µµ0H(r, t).

Ta zapis pomeni, da če imamo polje E na mestu r in ob času t, bom na istem mestu r in ob
istem času t imel tudi polje D. To pa seveda ni res, saj imam lahko relaksacijo, ki nastopi zato,
ker molekule rabijo nekaj časa, da se prerazporedijo (polje D še nekaj časa vztraja tudi ko polje
B že izključimo). Prav tako odziv ni nujno lokaliziran. Predstavljajmo si samo naboj e, ki ga
damo v neko točko v prostoru. Polje ne bo nastalo le v taisti točko, ampak bo segalo v majhen
prostor okoli dane točke. Če pa želimo te ugotovitve upoštevati v enačbah, postnejo le-te precej
zapletene:

Di(r, t) = ε0

∫
εik(r− r,, t− t,)Ek(r,, t,)d3r,dt,.

Tu je εik tenzor in nam argument (r − r,, t − t,) predstavlja krajevno in časovno nelokalnost.
Enačbe pa lahko poenostavimo, če upoštevamo, da ima magnetno polje skoraj vedno časovno
lokalen odziv, električno pa krajevno lokalen odziv. Tako poenostavljena enačba se glasi:

Di(r, t) = ε0

∫ ∞

0

ε(t− t,)E(r, t,)dt,.

Če uvedemo fourierovo transformacijo po času: V(r, t) =
∫∞
−∞

dω
2π e

−iωtV (r, ω) in upoštevamo,
da je fourierova transformacija konvolucije produkt fourierovih transformacij, dobimo, da v fou-
ierovem prostoru velja:

D(r, ω) = ε0ε(ω)E(r, ω).

Torej nam nelokalnost v času povzroči odvisnost ε od frekvence:

ε(ω) =
∫ ∞

0

ε(τ)eiωτdτ.

Seveda imajo različne snovi različno odvisnost od frekvence. Realna komponenta ε(ω) nam
opisuje odziv na zunanje polje, imaginarna pa nam pove, koliko energije zunajega polja se v
snovi izgublja.
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5.3 Robni pogoji za Maxwellove enačbe

Do sedaj smo se ukvarjali z ∞ snovjo - snov je zavzemala cel prostor. Zdaj pa poglejmo, kaj se
zgodi, če snov omejimo. Zanima nas, kako se magnetno in električno polje obnašata pri prehodu
med dvema snovema. Skozi vse izvajanje se bo indeks 1 nanašal na eno snov, indeks 2 pa na drugo.

(i) Meja med različnima območjema naj bo za začetek nek pravokotnik. Najprej poglejmo,
kaj se zgodi z gostoto magnetnega polja B. Vemo, da velja:∫

divBd3r = 0.

Pri tem je volumen, po katerem integriramo, valj, katerega geometrijska os je pravokotna na
mejno ploskev, in ga je pol v območju (1), pol v (2). Preǰsnji integral pretvorimo v ploskovnega.∮

(B · n)dS = 0 =
∫

(1)

(B1 · n)dS +
∫

(2)

(B2 · n)dS +
∫
pl

(B · n)dS.

Pri tem sta območji (1) in (2) zgornja in spodnja ploskev valja, po katerem integriramo (osnovni
ploskvi - kroga), območje (pl) pa je plašč valja. Ko pošljemo vǐsino valja proti nič, dobimo:

lim
dl→0

∮
(B · n)dS = lim

dl→0

∫
(Bpl · npl)4πrdl = 0,

kjer je r radij osnovne ploskve valja. Ko pa gremo še z S proti nič, sledi:∫
S

(B1 · n1 + B2 · n2)dS = 0

B1 · n1 + B2 · n2 = 0
B1 · n1 −B2 · n1 = 0

(B1 −B2) · n1 = 0

Pri izvajanju upoštevaj, da kaže normala ploskve pravokotno iz ploskve in imata zato normali
n1 in n2 nasprotno smer (n2 = −n1).
Dobili smo prvi robni pogoj, ki pravi, da je normalna komponenta gostote magnetnega polja B
pri prehodu čez mejo snovi zvezna.

(ii) Izpeljava za gostoto električnega polja D je zelo podobna.∫
divDd3r =

∫
(V )

ρd3r =
∫

(∂V )

σdS

Zadnji enačaj velja le, ko imam neko gostoto naboja ρ = σ
l tudi na mejni površini. σ je namreč

površinska gostota naboja. Ker integriramo po enakem valju kot prej in tudi v tem primeru
pošljemo dl→ 0 in S → 0 velja podobno kot prej∫

S

(D1 · n1 + D2 · n2)dS =
∫
S

σdS

D1 · n1 + D2 · n2 = σ

(D1 −D2) · n1 = σ.

169



5.3. ROBNI POGOJI ZA MAXWELLOVE ENAČBEPOGLAVJE 5. MAXWELLOVE ENAČBE

Tako smo dobili robni pogoj, ki pravi, da normalna komponenta gostote električnega polja D ni
zvezna ampak preskoči, vrednost preskoka pa je σ.

(iii) Ko smo izpeljali robne pogoje za B in D, nas zanimajo še robni pogoji za H in E.
Poglejmo najprej jakost električnega polja E.

∇×E = −∂B
∂t∮

C

E · ds =
∫

∇×E · dS = −
∫
∂B
∂t

· dS∮
E · ds = − ∂

∂t

∫
S

B · dS

Zanka C, po kateri integriramo, je tukaj rob pravokotnika s površino S, ki je pravokoten na
mejno ploskev med snovema in ga je polovica v območju (1), polovica v (2). Stranica, vzporedna
z mejno ploskvijo, je dolga dh, stranica, ki pa je pravokotna na mejno ploslev, pa je dolga 2dl.
Ko pošljemo dl→ 0 dobimo:∮

C

E · ds = E1 · t1dh+ E2 · t2dh = − ∂

∂t
Bdldh︸ ︷︷ ︸
=0

E1 · t1 + E2 · t2 = 0
(E1 −E2) · t1 = 0

Pri tem sta vektorja t1 in t2 tangentna vektorja na mejno površino in velja (t1 = −t2), ker
integriramo po zaključeni ploskvi.
Ugotovili smo, da je tangentna komponenta jakosti električnega polja E pri prehodu zvezna.

(iv) Zdaj nas zanima še jakost magnetnega polje H.

∇×H = j +
∂D
∂t

Spet integriramo po isti zanki in na enak način kot pri jakosti električnega polja E. Torej je:∫
C

H · ds =
∫
S

j · dS +
∂

∂t

∫
S

D · dS︸ ︷︷ ︸
=0

(H1 · t1 + H2 · t2)dh = (js · t)dh
(H1 −H2) · t1 = js

V enačbah je js površinska gostota toka na meji. Ta tok teče pravokotno na mejo in zanko, po
kateri integriramo. Količina js pa je skalar in pomeni isto površinsko gostoto toka (js = js · t).
Dobili smo torej, da tangentna komponenta jakosti magnetnega polja H na meji dveh snovi, ni
zvezna ampak preskoči, in sicer za vrednost js.
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Zapǐsimo na enem mestu robne pogoje, ki smo jih dobili. Pri tem upoštevajmo, da velja:

D = εε0E ⇒ D1 = ε1ε0E1

D2 = ε2ε0E2

H =
B
µµ0

⇒ H1 =
B1

µ1µ0

H2 =
B2

µ2µ0

Robni pogoji, zapisani samo z poljema E in B, imajo obliko:

ε1E1n − ε2E2n =
σ

ε0
E1t − E2t = 0

B1n −B2n = 0
B1t

µ1
− B2t

µ2
= µ0jS . (5.99)

5.3.1 Lastnosti elektromagnetnega valovanja v snovi

Hitrost elektromagnetnega valovanja v snovi

V preǰsnjih poglavjih smo se ukvarjali z elektromagnetnim valovanjem v vakuumu. Sedaj pa
nas zanima, kako se elektromagnetno valovanje obnaša v snovi. Zapǐsimo najprej Maxwellove
enačbe:

∇·D = ρ , ∇·B = 0,

∇×E = −∂B
∂t

, ∇×H = j +
∂D
∂t

.

Poleg tega veljata še zvezi
D = εεoE in B = µµoH.

Podobno kot v primeru elektromagnetnega valovanja v vakuumu delujmo z opratorjem ∇× na
enačbo ∇×E = −∂B

∂t , torej:

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
∇×B = −µµ0

∂2D
∂t2

.

Upoštevamo matematično zvezo ∇× (∇×A) = ∇(∇·A)−∇2A in dobimo:

∇(∇·E)−∇2E = −µµ0
∂2D
∂t2

.

Ker je ∇·E = 0, dobimo valovno enačbo, ki ima v primeru elektromagnetnega valovanja v snovi
obliko:

∇2E = εµε0µ0
∂2E
∂t2

. (5.100)

Podobno enačbo dobimo tudi za magnetno polje, izpeljave pa niti ne bomo omenjali, saj je
popolnoma enaka kot v primeru elektromagnetnega valovanja v vakuumu. Raje si že kar takoj
poglejmo, kakšna je hitrost razširjanja valovanja. Očitno velja:

c =
c0√
εµ

=
c0
n
, (5.101)
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kjer je n lomni količnik, n =
√
εµ. Hitrost valovanja je v snovi vedno manǰsa kot v vakuumu, saj

je lomni količnik vedno večji kot ena. S tem v zvezi še ena opomba. Glede na teorijo relativnosti
pravijo nekateri, da delci ne morejo potovati hitreje kot svetloba. To v resnici drži le v vakuumu.
V snovi posamezni delci lahko potujejo hitreje kot svetloba, ker se le-ta širi počasneje kot c0,
ne morejo pa delci potovati s svetlobno hirtostjo (ali z večjo hitrostjo) kot potuje svetloba v
vakuumu.

Aproksimacija geometrijske optike

V preǰsnjem poglavju smo izpeljali valovno enačbo za elektromagnetno valovanje v snovi. Po-
kazali smo, da je hitrost razširjanja elektromagnetnega valovanja odvisna od lomnega količnika
snovi. S tem v zvezi so znani številni zanimivi in uporabni pojavi, ki jih običajno srečamo pri
optiki. Izkaže se, da je smer širjenja valovanja in amplituda nihanja električnega in magnetnega
polja odvisna od lomnega količnika snovi. Posebno zanimiv in uporaben problem je naprimer
obnašanje elektromagnetnega valovanja na meji dveh medijev oziroma na območju, kjer je medij
optično nehomogen. V tem poglavju nas zato zanima, kako opǐsemo razširjanje elektromagne-
tnega polja v snovi.

Začnimo z valovno enačbo in najprej poskušajmo najti enačbo ravnega vala v snovi. Spo-
mnimo se na rešitev valovne enačbe v vakuumu:

E(r, t) = E0e
i(kr−ωt) kjer je ω =

k

c
. (5.102)

Zaenkrat enačbe ravnega vala v snovi še ne poznamo, zato poskušajmo z nastavkom:

E(r, t) = A(r)ei(kS(r)−ωt). (5.103)

V tem primeru nas zaradi enaostavnosti ne zanima smer vektorja E, zanima nas samo amplituda
valovanja A. Odvisnost razširjanja elektromagnetnega valovanja od lastnosti medija upoštevamo
s funkcijo S(r), ki jo moramo šele izračunati. In sicer vstavimo zgornjo enačbo v valovno enačbo
∇2E = 1

c2
∂2E
∂t2 in dobimo:

∇·(∇(A(r)ei(kS(r)−ωt))) = − ω2

c2︸︷︷︸
n2k2

A(r)ei(kS(r)−ωt).

Ker definiramo k za valovanje v vakuumu, moramo namreč pisati ω2

c2 = n2k2. Če izračunamo
levo stran zgornje enačbe in pokraǰsamo ei(kS(r)−ωt), dobimo:

∇2A+ 2ik∇A∇S − k2(∇S)2A+ n2k2A+ ik(∇2S)A = 0.

Celoten dobljeni izraz je lahko nič le v primeru, ko sta nič tako realni kot tudi imaginarni del:

∇2A+ (n2 − (∇S)2)k2A = 0, (5.104)

A∇2S + 2∇A · ∇S = 0. (5.105)

Do sedaj smo računali egsaktno, nismo naredili nobene aproksimacije. Sedaj definirajmo apro-
ksimacijo geometrijske optike:

∇2A

k2A
� 1, (5.106)
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ki velja le v primeru, če se amplituda elektromagnetnega valovanja v mediju le počasi spreminja.
Iz enačbe (5.104) takoj sledi:

(∇S)2 = n2. (5.107)

V tem primeru imenujemo S fazno funkcijo ali ikonal. Zanima nas, kako rešujemo to enačbo.
Upoštevati moramo, da je S funkcija krajevne koordinate r. Eno rešitev lahko uganemo:

∇S = n(r)e(r), (5.108)

kjer je | e(r) |= 1 enotski vektor, ki kaže v smeri razširjanja valovanja. V primeru, če je lomni
količnik n konstanten, sledi:

∇S = n
k
k

−→ S = n
k
k
r. (5.109)

To vstavimo v enačbo ei(kS−ωt) in dobimo enačbo ravnega vala v snovi s konstantnim lomnim
količnikom:

ei(kS−ωt) = ei(kn
k
k r−ωt) = ei(nkr−ωt).

Enačba žarka

V geometrijski optiki bi se radi ukvarjali le z žarkom. Žarek je krivulja, ki jo določa enotski
smerni vektor. Radi bi razširjanje elektromagnetnega valovanja opisali tako, da bi računali le
poti žarkov, iz tega pa bi nato računali še amplitudo valovanja. Poglejmo, če se to da. Vstavimo
∇S = n(r)e(r) v enačbo (5.105):

A∇ · (n(r)e(r)) + 2∇A · n(r)e(r) = 0.

Iz definicije gradienta vemo:

e · ∇A =
dA

ds
,

kjer je ds ločni element žarka. Iz zgornje enačbe dobimo nato:

A∇ · (n(r)e(r)) + 2
dA

ds
n(r) = 0 −→ 1

A

dA

ds
= −1

2
∇ · (n(r)e(r))

n(r)
. (5.110)

Ta enačba pove, kako se spreminja amplituda valovanja vzdolž žarka e(r). Takoj ko imamo rešitev
za ikonal, imamo tudi rešitev za amplitudo vzdolž žarka. Nič pa ne vemo, kako se amplituda
spreminja transverzalno glede na žarek.

V zgornji enačbi potrebujemo v splošnem e(r). V ta namen si poglejmo odvod:

d

ds
(n(r)e(r)) = e(r)∇ · (n(r)e(r)) = e(r) · (∇ · (∇S)) =

1
n(r)

∇S · (∇ · (∇S)) =

=
1

2n(r)
∇(∇S)2 =

1
2n(r)

∇n(r)2 = ∇n(r).

Izpeljali smo enačbo:
d

ds
(ne) = ∇n. (5.111)

To pa enačba žarka, ki pove, kako se v prostoru spreminja smer žarka. Teorija opisana zgoraj
je uporabna v vsakem primeru, ko so karakteristične razdalje spreminjanja lomnega količnika n
mnogo večje od valovne dolžine svetlobe.
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Ravni žarek Če je ∇n(r) = 0 potem dobimo de
ds = 0 kar pove, da se e ne spreminja vzdolž

sebe. To je ravni žarek.
Lomni zakon Imejmo lomni količnik odvisen le od ene koordinate, npr. y. Torej n = n(y).

Enačba žarka je vektorska, kar pomeni, da imamo pravzaprav tri enačbe, ki jih za ta primer
zapǐsemo:

d

ds
(nex) = 0,

d

ds
(ney) =

∂n

∂y
,

d

ds
(nez) = 0.

Iz teh enačb razberemo:

nex = konst.

nez = konst.

Če žarek začne v xz ravnini, potem v tej ravnini tudi ostane. Iz enačbe nex = konst. lahko
izpeljemo lomni zakon. Če začetni kot, ki ga žarek oklepa z osjo y označimo z ϑ0, sledi:

n0 sinϑ0 = n sinϑ −→ sinϑ
sinϑ0

=
n0

n
.

Če imamo mejo dveh sredstev v katerih je lomni količnik n1 oziroma n2, zapǐsemo:

sinϑ1

sinϑ2
=
n2

n1
(5.112)

Fermatov pristop

Enačbo žarka smo v preǰsnjem poglavju izpeljali iz enačb (5.104) in (5.105) z upoštevanjem
aproksimacije geometrijske optike. Zgodovinska pot je bila drugačna. Fermatovo načelo pravi,
da se v prostoru elektromagnetno valovanje širi tako, da je časovni razmik, ki ga svetloba porabi
od točke (1) do točke (2), minimalen:

∆t =
∫ (2)

(1)

dt =
1
c0

∫ (2)

(1)

nds =
1
c0

∫ (2)

(1)

n(r) ds = min. (5.113)

Navidezno Fermatovo načelo nima nobene zveze z enačbami, ki smo jih napisali zgoraj in, ki
so več ali manj sledile iz Maxwellovih enačb. Zato se zdi nekoliko presenetljivo, da s pomočjo
Fermatovega načela pridemo do iste enačbe žarka. Pokažimo, da je res tako. Pomagali si bomo
z znanjem analitične mehanike. Kvadrat ločnega elementa ds zapǐsemo (tu gre le za drugačen
zapis, ki je matematično neoporečen):

ds2 = drdr =
(
dr
du

)2

du2.

Pisali bomo tudi ṙ = dr
du ter ds =| ṙ | du. Enačbo (5.113) zato zapǐsemo v obliki:

∆t =
1
c0

∫ (u2)

(u1)

n(r) | ṙ | du =
∫ (u2)

(u1)

F(r, ṙ, u)du = min. (5.114)
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Tu smo vpeljali F(r, ṙ, u) = 1
c0
n(r) | ṙ | . V zgornji enačbi spoznamo isti problem, ki smo ga

že srečali pri analitični mehaniki. Spomnimo se na Euler-Lagrangeovo enačbo in sklepamo, da
velja:

d

du

(
∂F
∂ṙ

)
− ∂F
∂r

= 0, (5.115)

iz česar nato sledi:

d

du

(
n

ṙ
| ṙ |

)
=
∂n(r)
∂r

| ṙ |= (∇n(r)) | ṙ | −→ d

| ṙ | du

(
n(r)

ṙ
| r |

)
= ∇n(r). (5.116)

Zadnji izraz še nekoliko preoblikujemo:

d

ds

(
n(r)

ṙ
| r |

)
=

d

ds
(n(r)e(r)) = ∇n(r). (5.117)

To pa je enačba žarka. Kot vidimo je Farmatovo načelo enakovredno aproksimaciji geometrijske
optike. Vendar pa iz Farmatovega načela ne moremo dobiti odvisnosti amplitude žarka od r.

5.3.2 Uklon

Vrsta poskusov s svetlobo kaže, da se svetloba na ovirah uklanja. Tako se elektromagnetno
valovanje za oviro širi tudi v smereh, kjer bi geometrijsko pričakovali senco. Nastene seveda
vprašanje, kako to pojasniti. Odrešilno zamisel imenujemo Huygensovo načelo2, ki pravi, da iz
vsake točke valovanja izhajajo krogelna elementarna valovanja. Klasično si predstavljamo npr.,
da je vsaka točka valovnega čela izvir krogelnega elementarnega valovanja. Novo valovno čelo
dobimo kot ovojnico elementarnih valov. Seveda nastane vprašanje kako Huygensovo načelo
zapisati z matematičnim zapisom. V ta namen zapǐsimo najprej rešitev valovne enačbe ∇2E −
1
c2
∂2E
∂t2 = 0 kot produkt krajevnega in časovnega dela:

E(r, t) = E0e
i(kr−ωt) = E0e

ikre−iωt = Ψ(r)e−iωt. (5.118)

To vstavimo v valovno enačbo, izločimo časovno odvisnost in dobimo Helmholtzovo enačbo:

(∇2 + k2)Ψ(r) = LΨ(r) = 0. (5.119)

Tu je L Helmholtzov operator. Enačba pove, da je vrednost valovne funkcije Ψ(r) v primeru
ravnega valovanja rešitev enačbe LΨ(r) = 0. Za različne izvore Helmholtzovo enačbo seveda
različno zapǐsemo, kot bomo pokazali v spodnjih vrsticah.

Imejmo sedaj dve različni rešitvi Helmhotzove enačbe: Ψ1(r) ter Ψ2(r). Oglejmo si naslednja
dva izraza:

∇ · (Ψ1∇Ψ2) = ∇Ψ1∇Ψ2 + Ψ1∇2Ψ2,

∇ · (Ψ2∇Ψ1) = ∇Ψ1∇Ψ2 + Ψ2∇2Ψ1.

Ko ta dva izraza med seboj odštejemo, dobimo:

Ψ1∇2Ψ2 −Ψ2∇2Ψ1 = ∇ · (Ψ1∇Ψ2 −Ψ2∇Ψ1), (5.120)

2Načelo je postavil Christiaan Huygens (1629 do 1695), najprej pa sta ga razvila Augustin Fresnel (1788 do
1827) in Gustav Kirchoff (1824 do 1887)
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kar lahko zapǐsemo tudi takole:

Ψ1LΨ2 −Ψ2LΨ1 = ∇ · (Ψ1∇Ψ2 −Ψ2∇Ψ1). (5.121)

Ta enačba odpira nekoliko bolj poglobljen pogled na značilnost elektromagnetnega valovanja.
Med seboj povezuje dve različni rešitvi Helmholtzove enačbe. To pa pomeni, da lahko med
seboj povežemo tudi vsako elektromagnetno valovanje in elementarno valovanje, ki ga oddajajo
točke prvega valovanja. Povezati torej želimo neko valovanje, ki ga opǐsemo z enačbo LΨ(r) = 0
ter krogelno elementarno valovanje, ki ga le-to oddaja. Kako pa sploh matematično opǐsemo
krogelno valovanje, ki ga oddaja točkast izvor? Odgovor na to vprašanje bomo uganili na podlagi
analogije s Poissonovo enačbo∇2ϕ = − ρ

ε0
. V primeru, ko imamo opraviti z vakuumom v katerem

ni nabojev, vemo, da velja ∇2ϕ = 0. Potencial točkastega naboja pa smo iskali z enačbo
∇2ϕ = − eδ3(r−r′)

ε0
. Rešitev te enačbe je ϕ(r, r′) = e

4πε0|r−r′| . Sklepamo, da podobno velja tudi
za Helmhotzovo enačbo. Valovno funkcijo ravnega valovanja izračunamo z enačbo LΨ(r) = 0,
valovno funkcijo krogelnega elementarnega valovanja pa utegnemo poiskati z enačbo:

(∇2 + k2)G(r, r′) = −δ3(r− r′) (5.122)

Rešitev te enačbe je oblike:

G(r, r′) =
eik(r−r′)

4π | r− r′ |
, (5.123)

kjer je G(r, r′) Greenova funkcija. Ta predstavlja val, ki se širi iz točkastega izvora, ki je v točki
r′. V principu bi imeli lahko v števcu tudi e−ik(r−r′), vendar taka rešitev ne bi bila fizikalno
smiselna. Predstavljala bi namreč val, ki bi se iz neskončnosti širil proti točki r′. To pomeni,
da bi morali imeti v neskončnosti izvore, ki bi koherentno proti točki r′ poslali valovanje. Takih
izvorov seveda nimamo.

Ugotoviti želimo, kakšnim lastnostim ustreza valovna funkcija Ψ(r), ki opisuje elektroma-
gnetno valovanja, če naj bo vsaka točka tega valovanja hkrati izvor krogelnega elementarnega
valovanja. In sicer to storimo takole. V enačbo (5.121) vstavimo naslednji dve možni rešitvi
Helmholtzove enačbe:

Ψ1 = Ψ(r′), (5.124)

Ψ2 = G(r, r′). (5.125)

Hkrati pa bomo upoštevali, da velja LΨ(r′) = 0 ter LG(r, r′) = −δ3(r − r′). Do uporabnega
rezultata se dokopljemo, če po vstavitvi zgornjih izrazov v enačbo (5.121), le-to še integriramo,
in sicer:∫

(−Ψ(r′)δ3(r− r′)−G(r, r′) · 0)d3r′ =
∮

(Ψ(r′)∇G(r, r′)−G(r, r′)∇Ψ(r′))dS′. (5.126)

Po integraciji dobimo t.i. Helmholtz-Kirchoffovo enačbo:

Ψ(r) =
∫ (

G(r, r′)
∂Ψ(r′)
∂n′

−Ψ(r′)
∂G(r, r′)
∂n′

)
dS′, (5.127)

v kateri smo upoštevali:

dS′ = n′dS, ∇Ψ(r′)n′ =
∂Ψ(r′)
∂n′

ter ∇G(r, r′)n′ =
∂G(r, r′)
∂n′

.

Kelmholtz-Kirchoffova enačba pove, kakšna je vrednost valovne funkcije Ψ(r) v točki r, če je
vsaka točka tega valovanja izvor krogelnega elementarnega valovanja, ki ga opǐsemo z G(r, r′).
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Na vrednost valovne funkcije Ψ(r)v neki točki r torej vplivajo tudi vrednosti valovanja v drugih
točkah r′.

Iz Helmholtz-Kirchoffove enačbe bomo izpeljali Huygensov princip. Vzemimo krožni val, ki
ga je oddal točkast izvor v točki Ps. V nekem trenutku ta val zamrznemo, vemo pa tudi, kakšne
vrednosti zavzame valovna funkcija na tem valu:

Ψ(rs) = A
eikrs

| rs |
, (5.128)

Huygensov princip pravi, da je vsaka točka tega vala točkast izvor krogelnega elementarnegta
valovanja. Lego neke poljubne točke na valu označimo rs. Ta točka torej predstavlja izvor
krogelnega valovanja, ki ga opǐsemo z Greenovo funkcijo:

G(r0) = B
eik

′r0

| r0 |
. (5.129)

Poenostavljeno lahko rečemo, da novo valovno fronto dobimo kot ovojnico krogelnega elemen-
tarnega valovanja, ki ga oddajajo vse točke, ki so za rs oddaljene od izvora v točki Ps. Denimo,
da nas zanima vrednost valovne funkcije Ψ(r). Pri izpeljavi Helmholtz-Kirchoffove enačbe smo
pokazali, da na vrednost valovne funkcije v neki poljubni točki (v tem primeru v točki r) vplivajo
vrednosti, ki jih valovna funkcija zavzame v drugih točkah (v tem primeru na valu, ki je za rs
oddaljen od izvora v točki Ps). Seveda je v tej trditvi upoštevano dejstvo, da je vsaka točka
valovanja točkast izvor krogelnega elementarnega valovanja. Helmholtz-Kirchoffova enačba torej
omogoča izračunati vrednost Ψ(r), če poznamo Ψ(rs). Zadostuje, da vstavimo nastavka (5.128)
in (5.129) v Helmholtz-Kirchoffovo enačbo in jo integriramo po ploskvi dS′. Ta je v tem primeru
kar krožni val, ki ga opǐsemo z vektorjem rs. Pri tem upoštevamo tudi, da velja:

r = rs + r0 oziroma r0 = r− rs.

Njaprej izračunajmo še n · ∇Ψ(rs) ter n · ∇G(r0), kjer je n normala na ploskev:

∇Ψ(rs) = A

(
ik− r

| rs |2

)
eikrs

| rs |
,

n · ∇Ψ = A

(
ikn− rsn

| rs |2

)
eikrs

| rs |
≈ iA

eikrs

| rs |
(kn) (5.130)

Gledamo namreč za velike | rs |, zato nekatere člene lahko zanemarimo. Analogno dobimo za
∇G:

n∇G(r0) = iB
eik

′r0

| r0 |
(k′n). (5.131)

Obe enačbi (5.130) in (5.131) vstavimo v Helmholtz-Kirchoffovo enačbo in dobimo:

Ψ(r0) = iAB

∮
(∂V )

(
ei(k

′r0+krs)

| rs || r0 |
(kn)− ei(k

′rs+kr0)

| rs || r0 |
(k′n

)
dS =

= iAB

∮
(∂V )

ei(krs+k|r−rs|)

| rs || r− rs |
n
(
k− k

r− rs
| r− rs

)
dS (5.132)

kjer upoštevamo, da velja | k |=| k′ |= k. Enačbo (5.132) imenujemo Heugensov princip.
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Uklon na pravokotni odprtini

S pomočjo valovne enačbe je ta problem težko rešljiv. Huygensov princip pa nam omogoča,
da to storimo na nekoliko bolj preprost način. Najprej gledamo t. i. Frauenhoferjev uklon
(slikaXX). Privzamemo, da je izvor valovanja zelo daleč od odprtine, zaradi česar so fronte ob
odprtini skoraj ravne. Podobno tudi za odprtino. Uklonjeno sliko gledamo relativno zelo daleč,
zaradi česar smemo tudi tu fronte obravnavati kot ravne. Ta dva privzetka omogočata nekoliko
preprosteǰso pot do rezultata. Kot med površino odprtine ter k′ in k je tako vsaj v nekem
območju prostora konstanten. Enačbo (5.132) zapǐsemo glede na zgornje privzetke ter glede na
sliko XX takole:

Ψ(r0) = iABk

∫
(S)

ei(krs−k′r0)

| rs || r0 |
(kn + k′n)dS = C

∫
(S)

ei(krs+k′r0)dS. (5.133)

Člen iABk (kn+k′n)
|rs||r0| smo zapisali z C, kjer je C neka skoraj konstanta.

Sedaj v ravnino odprtinice postavimo koordinatni sistem. Vsako točko v ravnini odprtinice
predstavimo z vektorjem r. Pomembno je, da se faza valovanja spreminja s tem, ko spreminjamo
vektor r. Z drugimi besedami, faza valovanja povsod na odprtinici ni enaka. Zanima nas kako se
člen (krs + k′r0) spreminja, ko se ”vozimo”po ploskvi odprtinice. Predpostavili smo sicer, da so
vektorji k, k′, rs ter r0 približno konstantni, toda faza valovanja ob odprtinici ni povsod enaka.
Faza valovanja je v zgornji enačbi povezana z vsoto krs + k′r0. Uvedemo vektor r = (x, y, 0), v
skladu s slikama XX ter XXX pa lahko pokažemo:

k′r0 = kr0 − k(re0),
krs = krs + k(res).

Tu je e0 smer vektorja r0 in es smer vektorja rs. Enačbo (5.133) lahko sedaj zapǐsemo kot:

Ψ(r0) = Ceik(r0+rs)

∫
(S)

eik(e0−es)rdS = Ceik(r0+rs)

∫ a
2

− a
2

dx

∫ b
2

− b
2

dy eikδexxeikδeyy.

Tu smo pisali: δex = esx − e0x, ter δey = esy − e0y. Drugi integral seveda pridelamo samo s
primerno orientacijo koordinatnega sistema: x-os je vzporedna z a-stranico odprtinice, y-os pa
je vzporedna z stranico b. Ko upoštevamo matematično zvezo:∫ a

−a
eiαxdx =

eiαx

iα
|a−a =

2
α

sinαa,

dobimo:

Ψ(r0) = C ′ sin
kδexa

2
kδexa

2

sin kδeyb
2

kδeyb
2

. (5.134)

To pa je znana rešitev za uklon na odprtini.

5.3.3 Umeritvene invariantnosti EM polja

Maxwellove enačbe ne določajo polj natančno — kot bomo videli, imamo proste roke ne samo
pri konstantah, ampak celo pri funkcijah.

178
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Najprej se pozanimajmo za stacionaren primer. Veljata enačbi

∇·B = 0 in ∇×E = 0.

Ker vemo, da veljata zvezi ∇·∇ ×A = 0 ter ∇ × ∇ϕ = 0 za poljubni polji A in ϕ, lahko za
magnetno in električno polje vpeljemo vektorski in skalarni potencial:

B = ∇×A in E = −∇ϕ.

V stacionarnem primeru je bilo dokaj preprosto vpeljati potenciala. Kaj pa sicer? Veljata enačbi

∇·B = 0 in ∇×E = −∂B
∂t

Za magnetno polje enako kot prej vpeljemo potencial B = ∇ × A. Če to vstavimo v drugo
enačbo, dobimo

∇×E +
∂∇×A

∂t
= ∇×

(
E +

∂A
∂t

)
= 0.

Izraz v oklepaju sedaj lahko vpeljemo kot gradient skalarnega polja (z minusom, ki je stvar
dogovora), tako da dobimo umeritveno invarianco3:

B = ∇×A, (5.135)

E = −∇ϕ− ∂A
∂t

. (5.136)

Takoj se pokaže prva korist vpeljave potencialov: namesto šestih imamo štiri prostorske spre-
menljivke.

Preden pa kaj s pridom izkoristimo, moramo poravnati dolgove do drugih dveh Maxwellovih
enačb, ki smo jih doslej puščali vnemar:

∇×B = µoj + εoµo
∂E

∂t
in ∇·E =

ρ

εo
.

Če v prvo vstavimo potencialna polja, dobimo:

∇× ∇×A = µ0j + ε0µ0(−
∂

∂t
∇ϕ− ∂2A

∂t2
).

Levo stran s pomočjo identitete ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A razvijemo in preuredimo, tako,
da dobimo enačbo:

∇2A− 1
c2
∂2A
∂t2

= −µ0j +∇(∇ ·A +
1
c2
∂ϕ

∂t
). (5.137)

Ne izgleda preveč lepo. Tudi ko pogledamo, kaj dobimo iz druge prej navedene Maxwellove
enačbe, ni nič lepše:

−∇2ϕ− ∂

∂t
∇ ·A =

ρ

ε0
. (5.138)

Odrešilni zamisli pravimo Lorentzova umeritev, ki postavi zadnji člen v enačbi (5.137) na nič:

∇ ·A +
1
c2
∂ϕ

∂t
= 0. (5.139)

3angleško gauge invariance
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Iz te zveze izrazimo ∇ ·A in to vstavimo v enačbo (5.138). Dobimo:

∇2ϕ− 1
c2
∂2

∂t2
ϕ = − ρ

ε0
. (5.140)

Ta enačba in enačba (5.137) (v kateri upoštevamo Lorentzovo umeritev):

∇2A− 1
c2
∂2A
∂t2

= −µoj. (5.141)

predstavljata drugačen zapis Maxwellovih enačb. Kot vidimo, so Maxwellove enačbe z vpeljavo
vektorskega potenciala A in skalarnega potenciala ϕ postale dosti bolj simetrične. Da pa smo
jih mogli zapisati v takšni obliki, smo morali uporabiti Lorentzovo umeritev. Takoj nastane
vprašanje, če smo to sploh storili upravičeno. Z enačbama (??) in (4.10) smo sicer pokazali, da
elektromagnetno polje s potencialoma A in ϕ ni enolično določeno, kar pomeni, da iste vrednosti
E in B določajo različni potenciali A in ϕ. Z Lorentzovo umeritvijo pa smo zahtevali, da je
izpolnjena enačba ∇·A+ 1

c2
∂
∂tϕ = 0. Očitno to ni možno za poljbuni funkciji ϕ in A. Vstavimo

v Lorentzovo umeritev umeritveno transformacijo, pa dobimo:

∇ ·A′ +
1
c2
∂ϕ′

∂t
= ∇ ·A +∇2ζ +

1
c2
∂ϕ

∂t
− 1
c2
∂2ζ

∂t2
= ∇2ζ − 1

c2
∂2ζ

∂t2
= 0.

Če hočemo, da velja Lorentzova umeritev, ζ ni poljubna funkcija, ampak mora ustrezati valovni
enačbi.

5.3.4 Splošne rešitve Maxwellovih enačb

Poglejmo si rešitve Maxwellovih enačb, kot smo jih zapisali zgoraj. Najprej si bomo pogledali
stacionarne razmere v katerih velja:

∇2ϕ = − ρ

ε0
∇2A = −µ0j. (5.142)

Očitno lahko pričakujemo simetričnost rešitev za ϕ in A, saj sta obe zgornji enačbi tudi sime-
trični. Rešitev za ϕ že poznamo, saj imamo spet opraviti s Poissonovo enačbo, torej sledi:

ϕ(r, t) =
1

4πεo

∫
ρ(r′)
|r− r′|

d3r′

Rešitev za A je simetrična in jo lahko kar takoj zapǐsemo:

A(r, t) =
µo
4π

∫
j(r′)
|r− r′|

d3r′.

Zanimajo nas tudi rešitve za jakost električnega polja E in gostoto magnetnega polja B:

E = −∇ϕ =
1

4πε0

∫
ρ(r′)∇ 1

| r− r′ |
d3r′ =

1
4πε0

∫
(r− r′)ρ(r′)d3r′

| r− r′ |3
. (5.143)

Podobno za B:

B = ∇×A =
µ0

4π

∫ (
∇ 1
| r− r′ |

)
× j(r′)d3r′ = −µ0

4π

∫
(r− r′)× j(r′)d3r′

| r− r′ |3
, (5.144)
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kjer upoštevamo matematično zvezo: ∇×f(r)j(r) = f(r)(∇× j(r))+∇f(r)× j, ter ∇× j(r) = 0,
saj imamo opraviti z nevrtinčnimi električnimi tokovi. Zvezi:

B = −µ0

4π

∫
(r− r′)× j(r′)d3r′

| r− r′ |3
, (5.145)

pravimo Biot-Savartov zakon.
Zdaj pa si oglejmo še rešitve Maxwellovih enačb v nestacionarnih razmerah. V tem primeru

veljata enačbi:

∇2ϕ− 1
c2
∂2ϕ

∂t2
= −ρ(r

′, t)
ε0

ter ∇2A− 1
c2
∂2A
∂t2

= µ0j(r′, t), (5.146)

ki ju rešimo z nastavkoma:

ϕ(r, t) =
1

4πε0

∫
ρ(r′, t− |r−r′|

c )
|r− r′|

d3r′

A(r, t) =
µo
4π

∫
j(r′, t− |r−r′|

c )
|r− r′|

d3r′.

Rešitvi upoštevata zakasnitev motnje glede na oddaljenost izvira od točke, v kateri računamo
potenciala. Zato nosita ime retardirani (zakasnjeni) potencial.

Sevanje dipola

V praznem prostoru sta ϕ in A valujoči polji, ki nam opisujeta vse značilnosti elektromagnetnega
valovanja. V sledečem si oglejmo kakšno polje povzročajo spreminjajoče se dipolno porazdeljeni
naboji za katere velja: ∫

ρ(r′, t)d3r′ = 0. (5.147)

Dimenzija območja kjer so naboji porazdeljeni naj bo a (slika XX). Dogovorimo se tudi, da naj
velja a

|r−r′| << 1, kjer pǐsemo | r − r′ |=| r0 | . Če koordinatni sistem postavimo tako, da je
njegovo sredǐsče znotraj območja, kjer so porazdeljeni naboji in, če nas zanimajo le polja v velikih
oddaljenostih od nabojev, potem velja | r′ |<<| r |→ r ≈ r0. Vse naštete izraze bomo spridom
uporabljali v sledečih računih, zato si jih velja zapomniti.

V splošnem rešitve za ϕ in A v primeru statične dipolne porazdelitve že poznamo, saj
jih lahko izračunamo iz enačb za retardirane potenciale ali s pomočjo multipolnega razvoja
potenciala. Vendar pa bi radi izvedeli še kaj več. Zanimajo nas primeri, ko se dipolna porazdelitev
nabojev spreminja. Ker velja r ≈ r0 lahko enačbe za retardirane potenciale v mejah najnižjega
reda zapǐsemo:

ϕ(r, t) ≈ ϕ(r0, t) =
1

4πε0

∫
ρ(r′, t− |r0|

c )
|r0|

d3r′

A(r, t) ≈ A(r0, t) =
µo
4π

∫
j(r′, t− |r0|

c )
|r0|

d3r′.

V prvi enačbi bomo sedaj ρ(r′, t − |r0|
c ) = ρ(r′, t − |r−r′|

c ) razvili v Taylorjevo vrsto, in sicer po
spremenljivki r0. Z upoštevanjem zveze:

| r− r′ |=
√
r2 + r′2 − 2rr′ = r

√
1 +

r′2

r2
− 2

rr′

r2
≈ r(1− rr′

r2
+ ...),
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sledi:

ρ(r′, t− | r− r′ |
c

) = ρ(r′, t− | r |
c

+
∂ρ

∂t

rr′

cr
) ≈ ρ(r′, t− | r0 |

c
) +

∂ρ

∂t

r0r′

cr0
. (5.148)

Za potenciala ϕ in A imamo torej enačbi:

ϕ(r0, t) =
1

4πε0
r0

cr20

∫
r′
∂ρ

∂t
(r′, t− | r0 |

c
)d3r′,

A(r0, t) =
µ0

4π

∫
j(r′, t− |r0|

c )d3r′

r0
.

V prvi enačbi smo upoštevali, da je
∫
ρ(r′)r′d3r′ = 0. Zdaj upoštevajmo zakon o ohranitvi

naboja, ki ga opǐsemi s kontinuitetno enačbo ∂ρ
∂t + ∇·j = 0, zato sledi:

ϕ(r0, t) = − r0

4πε0cr20

∫
r′∇·j(r′, t− | r0 |

c
)d3r′. (5.149)

Člen
∫

r′∇·jd3r lahko zapǐsemo tudi takole:∫
r(∇ · j)d3r =

∫
rk

(
∂ji
∂ri

)
d3r =

∫ (
∂

∂ri
(jirk)− ji

∂rk
∂ri

)
)
d3r =

=
∫
∇i(jirk)d3r−

∫
jid

3rδik = −
∫

jd3r.

Prvi integral je enak nič, saj integriramo daleč stran od porazdelitve nabojev, kjer so vsa polja
enaka nič. Zgornji izraz za ϕ torej zapǐsemo takole:

ϕ(r0, t) =
r0

4πε0cr20

∫
d3r′j(r′, t− | r0 |

c
). (5.150)

Vidimo, da sta tudi v primeru spreminjajoče se dipolne porazdelitve izraza za ϕ in A popolnoma
simetrična. Opazimo lahko, da velja:

ϕ =
r0

| r0 |
cA. (5.151)

Zdaj se vrnimo k našemu osrednjemu problemu. Radi bi poiskali rešitve za potenciala ϕ in A ter
za polji E in B, ko se dipolna porazdelitev spreminja. Do sedaj smo poiskali le zvezo med ϕ in
A, sedaj pa bi radi zvedeli še kaj o vrednostih obeh potencialov. V ta namen začnimo z enačbo:

ϕ(r0, t) =
r0

4πε0cr20

∫
r′
∂

∂t
ρ(r′, t′)d3r′ =

r0

4πε0cr20

∂

∂t

∫
r′ρ(r′, t′)d3r′,

ki smo jo napisali že zgoraj, le da smo tokrat pisali: t′ = t − r0
c . Kot vemo od prej pomeni∫

r′ρ(r′, t′)d3r′ dipolni moment. Zgornjo enačbo zato napǐsemo v sledeči obliki:

ϕ(r0, t) =
r0

4πε0cr20
ṗ(t′). (5.152)

Kot vidimo je potencial povezan s ṗ, pada pa z 1
r0

, torej počasneje kot dipolni člen pri multi-
polnem razvoju potenciala dipola (v tem primeru nam ostane le dipolni člen). Tudi za vektorski
potencial A dobimo podobno relacijo:

A(r0, t) =
µ0

4πr0
ṗ(t′). (5.153)
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Iz dobljenih rešitev za ϕ in A lahko izračunamo kako se spreminjata E in B. In sicer po kraǰsem
preurejanju dobimo:

E = −∇ϕ− ∂A
∂t

=
1

4πε0cr0

(
p̈(t− | r0 |

c
)× r0

r0

)
× r0

r0
, (5.154)

B = ∇×A =
µ0

4πr0

(
p̈(t− | r0 |

c
)× r0

r0

)
(5.155)

Vidimo,da velja:

E = c

(
B× r0

r0

)
= B× c. (5.156)

Vse te enačbe kažejo, da spreminjajoča se dipolna porazdelitev nabojev v okolici ustvarja elek-
tromagnetno valovanje.

5.3.5 Cauchy-jeva enačba za elektromagnetno polje

Že v poglavju o teoriji elastičnosti smo videli določeno podobnost med mehaniko kontinuov ter
teorijo elektromagnetnega polja. Zdaj si to podobnost lahko bolj natančno ogledamo. Začeli
bomo z Maxwellovimi enačbami:

∇·E =
ρ

ε0
, ∇·B = 0,

∇×E = −∂B
∂t

, ∇×B = µ0j + ε0µ0
∂E
∂t
.

ki jih vstavimo v izraz ∂
∂t

∫
ε0(E×B)d3r:

∂

∂t

∫
ε0(E×B)d3r = ε0

∫ (
∂E
∂t

×B + E× ∂B
∂t

)
d3r =

= −ε0
∫

(E×∇×E + c2B×∇×B)d3r−
∫

(j×B)d3r. (5.157)

Sedaj uporabimo še naslednji dve matematični zvezi:

E×∇×E =
1
2
∇E2 − (E∇)E,

(E∇)E = ∇ · (E⊗E)−E(∇ ·E),

iz česar dobimo:
E×∇×E =

1
2
∇E2 −∇(E⊗E) + E

ρ

ε0
. (5.158)

Analogno enačbo dobimo tudi za B, le da upoštevamo ∇·B = 0:

B×∇×B =
1
2
∇B2 −∇(B⊗B). (5.159)

Če izraza za E×∇×E ter B×∇×B vstavimo v enačbo (5.157), dobimo:

∂

∂t
ε0

∫
(E×B)d3r = −ε0

∫ (
1
2
∇E2 −∇(E⊗E) +

c2

2
∇B2 − c2∇(B⊗B)

)
d3r−

−
∫

(ε0E
ρ

ε0
+ j×B)d3r.
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To enačbo zapǐsemo takole:

∂

∂t

∫
gid

3r =
∫
∂σik
∂xk

d3r +
∫
fid

3r, (5.160)

kjer smo pisali:

gi = −ε0(E×B)i gostota gibalne količine polja (5.161)

σik =
1
2
ε0E

2δik − ε0EiEk +
1

2µ0
B2δik −

1
µ0
BiBk Maxwellov tenzor (5.162)

fi = ρEi + (j×B)i gostota sile elektromagnetnega polja (5.163)

Enačba (5.160) je Cauchy-jeva enačba za elektromagnetno polje. Pove, da je elektromagnetno
polje nosilec gibalne količine. Opǐsemo ga z ”napetostnim”tenzorjem (Maxwellov tenzor), na
nabite delce pa deluje s silo. Do vseh teh rezultatov smo prǐsli zgolj s preurejanjem Maxwellovih
enačb, katerih vsebina je očitno zelo bogata.

Cauchy-jeva enačba za elektromagnetno polje je v zgodovini v filozofskem in tudi fizikalnem
smislu odigrala pomembno vlogo. Podobnost med teorijo elektromagnetnega polja in mehaniko
kontinuov so si razlagali z obstojem etra-nekakšne snovi, ki naj bi napolnjevala celotno vesolje.
Eter je interpretacija elektromagnetnega polja, tako, da enačbe, ki opisujejo elektromagnetno
polje dobijo obliko enačb mehanike kontinuov.

5.3.6 Energija elektromagnetnega polja

Iz maxwellovih enačb bomo izpeljali še eno pomembno lastnost elektromagnetnega polja. Zanima
nas, koliko energije je naloženo v njem. Začnemo z Maxwellovima enačbama za rotor električnega
in rotor magnetnega polja:

∇×B = µ0j + ε0µ0
∂E
∂t
, (5.164)

∇×E = −∂B
∂t
. (5.165)

Prvo enačbo množimo z E, drugo pa z B in obe enačbi med seboj odštejemo:

ε0µ0E
∂E
∂t

+ B
∂B
∂t

= −µ0jE + E∇×B−B∇×E.

Z upoštevanjem verižnega pravila E∇×B−B∇×E = −∇·(E×B) dobimo:

∂

∂t

(
1
2
ε0µ0E

2 +
1
2
B2

)
= −∇·(E×B)− µ0jE,

kar zapǐsemo raje takole:
∂w

∂t
+ ∇·P = −jE. (5.166)

Tu smo pisali:

w =
1
2
ε0E

2 +
1

2µ0
B2 gostota energije (5.167)

P =
1
µ0

(E×B) Poytingov vektor (5.168)

184
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Količino jE imenujemo gostota moči. Spomnimo se še gostote sile: f = ρE + (j × B). Če to
enačbo množimo z j, dobimo jf = ρEj, zato sledi:

∂w

∂t
+ ∇·P = −1

ρ
jf . (5.169)

Enačbo (??) imenujemo kontinuitetna enačba za elektromagnetno polje. Povezuje spremembe
gostote energije elektromagnetnega polja z gostoto električnega toka j ter z gostoto magnetnega
polja B in jakostjo električnega polja E. Če je j = 0 imamo:

∂w

∂t
+ ∇·P = 0 (5.170)

Omenimo še eno uporabno zvezo glede energije magnetnega polja. To izračunamo z enačbo:

WB =
1
2

∫
B2

µ0
dV =

1
2

∫
HBdV. (5.171)

Tu integriramo po celotnem prostoru v katerem je B različen od nič. V zgornji enačbi upoštevamo
B = ∇×A, ∇×H = j ter matematično zvezo ∇·(a× b) = b∇× a− a∇× b. Dobimo:

WB =
1
2

∫
dVH∇×A =

1
2

∫
dV∇·(H×A) +

1
2

∫
dVA∇×H =

=
1
2

∮
H×AdS +

1
2

∫
dVAj.

Prvi člen je enak nič, saj integriramo daleč stran, kjer so vsa polja enaka nič. Ostane:

WB =
1
2

∫
dVAj, (5.172)

kjer pa integriramo le tam, kjer je električni tok različen od nič. Ta zveza je uporabna pri
računanju določenih nalog.

5.3.7 Lagrangeova funkcija za delec v elektromagnetnem polju

Kot smo videli v preǰsnjih poglavjih opǐsemo elektromagnetno polje s skalarnim potencialom ϕ
ter z vektorskim potencialom A. V primeru, da imamo opraviti le z električnim poljem, velja:
E = −∇ϕ. Vsakemu nabitemu delcu v električnem polju smo priredili potencialno energijo
U = eϕ. Vendar pa smo tu upoštevali le prisotnost električnega polja. Nič pa nismo povedali
o potencialni energiji delca, ki se nahaja v električnem in magnetnem polju. Sedaj nas torej
zanima, kakšna je potencialna energija delca v splošnem. Najti želimo Lagrangeovo funkcijo za
delec v elektromagnetnem polju, in sicer tako, da bo Euler-Lagrangeova enačba dala Lorentzovo
silo F = eE + ev ×B.

Euler-Lagrangeovo enačbo zapǐsimo najprej v nekoliko spremenjeni obliki:

d

dt

(
mṙ− ∂U

∂r

)
= −∂U

∂r
−→ mr̈ =

d

dt

(
∂U

∂r

)
− ∂U

∂r
.

Upoštevamo tudi zveze E = −∇ϕ − ∂A
∂t ter B = ∇ × A. Če to dvoje vstavimo v izraz za

Lorentzovo silo, dobimo:

mr̈ = e(−∇ϕ− ∂A
∂t

+ v ×∇×A). (5.173)
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V tej enačbi nam bo prav prǐsla tale matematična zveza, ki jo najdemo v priročniku: v×∇×A =
∇(vA)− (v∇)A. Vstavimo jo v zgornjo enačbo in dobimo:

mr̈ = e

(
−∇ϕ− ∂A

∂t
+∇(vA)− (v∇)A

)
=

= e

(
∇(−ϕ+ vA)− ∂A

∂t
− (v∇)A

)
.

Če to primerjamo z Euler-Lagrangeovo enačbo, kot smo jo zapisali zgoraj, vidimo:

∂U

∂r
= e∇(ϕ− vA) ter

∂U

∂ṙ
= −eA− (v∇)A. (5.174)

Iz prve enačbe sledi takoj:
U(r, ṙ, t) = eϕ− evA. (5.175)

Sedaj brez težav lahko zapǐsemo še Lagrangeovo funkcijo za delec v elektromagnetnem polju:

L =
1
2
mṙ2 − eϕ+ evA. (5.176)

5.3.8 Invariantnosti Newtonovih enačb glede na umeritvene transfor-
macije

Iz analitične mehanike vemo, da se delec giblje po taki trajektoriji, da je akcija S minimalna.
V primeru delca v elektromagnetnem polju, bomo akcijo zapisali kot vsoto dveh členov, in sicer
takole:

S =
∫ t2

t1

L(r, ṙ, t)dt =
∫ t2

t1

1
2
mṙ2dt︸ ︷︷ ︸
S0

−
∫ t2

t1

eϕdt+
∫ t2

t1

eAvdt︸ ︷︷ ︸
Sint

. (5.177)

Torej: S = S0 + Sint, kjer je Sint integracijski del akcije. Zapǐsemo ga tudi takole:

Sint = −
∫ t2

t1

eϕdt+
∫ r2

r1

eAdr. (5.178)

Vidimo, da je akcija odvisna od ϕ in A. Toda elektromagnetno polje, ki je določeno z E in B v
skladu z umeritvenimi invariantnostimi ni enolično določeno z ϕ in A. Zato sledi vprašanje, če
je akcija neodvisna od umeritvenih invariantnosti. V ta namen vstavimo enačbi (??) ter (4.10)
v zgornjo enačbo:

S′int = Sint +
∫ t2

t1

e
∂ζ

∂t
dt+ e

∫ r2

r1

∇ζdr = Sint + e(ζ(r2, t2)− ζ(r1, t1)). (5.179)

Umeritvene invariantnosti torej vplivajo na akcijo, vendar prispevajo le v začetni in končni točki.
Člen e(ζ(r2, t2) − ζ(r1, t1)) ne vpliva na gibalne enačbe, saj je njegov prispevek, kot rečeno, le
v začetni in končni točki. Vsa preostala trajektorija pa ostane ista kot prej. To pomeni, da se
Newtonov zakon ni odvisen od umeritvenih invariantnosti.

186
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Hamiltonove enačbe za delec v elektromagnetnem polju

Sedaj, ko poznamo Lagrangeovo funkcijo za delec v elektromagnetnem polju, lahko zapǐsemo še
Hamiltonovo funkcijo H. Kot vemo iz analitične mehanike, velja:

H = ṙp− L = H(p, r, t). (5.180)

Najprej moramo izračunati p:

p =
∂L
∂ṙ

= mṙ + eA −→ ṙ =
1
m

(p− eA). (5.181)

To vstavimo v izraz za H in dobimo:

H =
1
m

(p− eA)p− 1
2m

(p− eA)2 + eϕ−

−e 1
m

(p− eA)A =

=
1

2m
(p− eA)2 + eϕ.

SE NEKAJ!!!!!!

5.3.9 Maxwellove enačbe v štirih dimenzijah

Ostanimo za začetek še kar pri elektromagnetnem polju. Še enkrat zapǐsimo izraz za akcijo
oziroma nujo delca v polju:

S =
∫ t2

t1

dt

[
1
2
mv2 + evA− eU

]
.

Akcijo, povezano s potencialom polja, označimo z Sint:

Sint =
∫ t2

t1

evAdt−
∫ t2

t1

eϕdt = e

(∫ r2

r1

Adr−
∫ t2

t1

ϕdt

)
.

Naj izgleda nekoliko nepomembno, a uvedimo vektorje četverce, s pomočjo katerih bomo zgornjo
enačbo lepše in kraǰse zapisali. Potencial bo četverec oblike

Aµ = (A, i
ϕ

c
).

Prve tri komponente so kar komponente vektorja magnetnega potenciala, zadnja pa je električni
potencial in je za razliko od prvih imaginarna. Podobno uvedemo krajevni vektor četverec:

rµ = (r, ict)

Zadnja, časovna komponenta je imaginarna, česar pa si ne smemo razlagati s kakšno misterio-
znostjo časa.

Kot bomo videli kasneje, je imaginarnost dobrodošla pomoč pri računanju skalaranih pro-
duktov četvercev. Alternativni pristop uvedbe četvercev sicer časovne komponente obravnava
kot realne, vendar uvede drugačne metrične lastnosti štiri dimenzionalnega prostora, ki mu takšni
četverci pripadajo. Ta pristop za razliko od našega deluje tudi v splošni teoriji relativnosti.
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Vrnimo se k našemu štiridimenzionalnemu prostoru z običajno metriko, a nekoliko ne-
običajnim časom. Akcijo, povezano s potenciali elektromagnetnega polja, zapǐsemo s pomočjo
četvercev:

Sint = e

∫
Aµdrµ.

Zapis akcije povezane s potenciali elektromagnetnegta polja, se je torej z uvedbo štiri-dimenzionalnega
prostora poenostavil. Pokažemo lahko, da se močno poenostavi tudi zapis mnogih drugih enačb,
ki opisujejo elektromagnetno polje. Začnimo z enačbama za magnetni potencial A ter električni
potencial ϕ:

∇2A− 1
c2
∂2A
∂t2

= −µ0j, (5.182)

∇2ϕ− 1
c2
∂2ϕ

∂t2
= − ρ

ε0
. (5.183)

V njiju nastopa operator ∇2 oziroma Laplaceov operator. Takoj se lahko vaprašamo, kaj je
Laplaceov operator v štiridimenzionalnem prostoru? Uvedimo najprej štiri-gradient4:

∇µ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
,
∂

ic∂t

)
=
(
∇, ∂

ic∂t

)
. (5.184)

Kot vemo, v običajnem trodimenzionalnem prostoru velja ∆ = ∇2 = ∇∇. Isto naj velja tudi v
štiridimenzionalnem prostoru, le da tu Laplaceov operator označimo z �2:

�2 = ∇µ∇µ = ∇2 − 1
c2
∂2

∂t2

Vidimo, da je Laplaceov operator v štiridimenzionalnem prostoru valovni operator. To je do-
brodošla lastnost, iz katere takoj sledi nakaj uporabnih enačb. Najprej zapǐsimo zgornji enačbi
za potenciala A in ϕ:

�2A = −µ0j, (5.185)

�2ϕ = − ρ

ε0
. (5.186)

Če vpeljemo še četverec izvorov elektromagnetnega polja kot jµ = (j, iρc), lahko obe zgornji
enačbi zapǐsemo kot eno samo. In sicer drugo enačbo pomnižimo z i

c , nato pa obe enačbi še
seštejemo. Dobimo:

�2Aµ = −µ0jµ (5.187)

Še dve uporabni enačbi dobimo iz izraza za Lorentzovo umeritev ter iz kontinuitetne enačbe.
Lorentzova umeritev ∇ ·A + 1

c2
∂ϕ
∂t pove, da je štiri-divergenca štiri-potenciala enaka nič:

∇µ ·Aµ = 0. (5.188)

Iz kontinuitetne enačbe pa pridemo do ugotovitve, da je štiri-divergenca izvorov elektromagne-
tnega polja enaka nič:

∇µ · jµ = 0 (5.189)

4Vektorje in diferencialne operatorje v štiridimenzionalnem prostoru bomo označevali kot štiri-vektorje, štiri-
operatoje. Vedno pred ime operatorja damo besedo štiri
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Dobili smo torej tri omembe vredne enačbe, ki opisujejo elektromagnetno polje v štiri-dimenzionalnem
prostoru:

∇µ ·Aµ = 0, ∇µ · jµ = 0, �2Aµ = −µ0jµ.

Kot vidimo v njih nastopata štiri-potencial Aµ in štiri-tok jµ. Zanima nas še, kaj se dogaja z
enačbami za jakost električnega polja E in gostoto magnetnega polja B v štir-idimenzionalnem
zapisu.

Komponente vektorjev E in B bomo izračunali prek vpeljave tenzorja elektromagne-
tnega polja:

Fµν =
∂Aµ
∂xν

− ∂Aν
∂xµ

. (5.190)

Ta tenzor ima dve lastnosti, ki sta vredni omembe. Najprej Fii = 0, kar pomeni, da so ničelni
vsi diagonalni elementi. Druga lastnost pa je antisimetričnost Fµν = −Fνµ. Če v potu lastnega
obraza izračunamo preostalih šest komponent tenzorja, dobimo:

Fµν =


0 Bz −By − iEx

c

−Bz 0 Bx − iEy

c

By −Bx 0 − iEz

c
iEz

c
iEy

c
−Ez

c 0

 .

Kako so torej Maxwellove enačbe za polji E in B skrite v tem tenzorju? Izračunamo jih na sledeč
način. Najprej poglejmo, kaj je divergenca tega tenzorja. Dobimo:

∂Fµν
∂xν

=
∂2Aµ
∂x2

ν

− ∂

∂xµ

(
∂Aν
∂xν

)
=
∂2Aµ
∂x2

ν

= �2Aµ = −µ0jµ. (5.191)

Divergenca tenzorja elektromagnetnega polja nam torej da četverec izvorov . To pomeni, da sta
v enačbi

∂Fµν
∂xν

= −µ0jµ (5.192)

vsebovani dve Maxwellovi enačbi za polji E in B, in sicer ∇×B = −µ0j + 1
c2
∂E
∂t ter ∇·E = ρ

ε0
.

Dokažimo to z neposrednim računom. Izračunajmo npr. ∂F1ν

∂xν
:

∂F1ν

∂xν
= 0 +

∂Bz
∂y

− ∂By
∂z

+
∂Ex
ic ic ∂t

=

= (∇×B)x −
1
c2
∂Ex
∂t

= µojx = µojx.

Za i = 4 (časovno komponento) pa je dokaz takšen:

∂F41

∂x1
+
∂F42

∂x2
+
∂F43

∂x3
+
∂F44

∂x4
= − ∂Ex

ic ∂x
− ∂Ey
ic ∂y

− ∂Ez
ic ∂z

=

=
i

c
∇·E =

i

c

ρ

εo
=

icρ

c2εo
= µo icρ = µoj4.

Divergenca tenzorja elektromagnetnega polja torej da dve Maxwellovi enačbi od skupno štirih.
Kaj pa preostali dve? Hitro vidimo, da zahtevi ∇·B = 0 zadosti enačba:

∂F24

∂x1
+
∂F13

∂x2
+
∂F12

∂x3
= 0. (5.193)
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Tako ostane le še enačba ∇×E = −∂B
∂t . Prepričamo se lahko, da to enačbo dobimo takole:

ic
∂F24

∂x1
+ ic

∂F41

∂x2
+ ic

∂F12

∂x4
= 0. (5.194)

V splošnem torej Maxwellovi enačbi ∇·B = 0 ter ∇×E = −∂B
∂t dobimo iz enačbe:

∂Fµω
∂xν

+
∂Fνµ
∂xω

+
∂Fων
∂xµ

= 0. (5.195)

Ta enačba skupaj z enačbo:
∂Fµν
∂xν

= −µ0jµ (5.196)

predstavlja zapis Maxwellovih enačb za jakost električnega polja E ter gostoto magnetnega polja
B v štiri-dimenzionalnem prostoru.
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Poglavje 6

Teorija relativnosti

6.1 Posebna teorija relativnosti

V poglavju o elektromagnetnem polju smo več ali manj govorili o posledicah Maxwellovih enačb.
Pokazali smo, da je vsebina štirih Maxwellovih enačb presenetljivo bogata. Zanimivo je, da
struktura teorije elektromagnetnega polja ne opisuje zgolj elektromagnetnega polja, temveč
nas napeljuje na misel, da utegne biti prostor štir-idimenzionalen. Videli smo, da sta v štiri-
dimenzionalnem zapisu električno in magnetno polje le dva obraza iste interakcije. Vse enačbe, ki
opisujejo elektromagnetno polje se v štiri-dimenzionalnem zapisu močno poenostavijo. Maxwel-
love enačbe v sebi skrivajo še eno presenetljivo dejstvo, na katerega v dosedanjih razmǐsljanjih
sploh nismo bili pozorni. Pomislimo, kako smo Maxwellove enačbe našli. Opazovali smo pojave
povezane z električnim in magnetnim poljem in iz rezultatov poskusov, ki smo jih napravili na
Zemlji, sklepali o povezavi med električnim in magnetnim poljem. Kot pomembno posledico
Maxwellovih enačb smo nato izpeljali valovno enačbo in za hitrost razširjanja elektromagne-
tnega valovanja dobili c = 1√

ε0µ0
. Ta rezultat je presenetljiv. Pričakovali bi namreč, da bo v

hitrosti razširjanja elektromagnetnega valovanja avtomatično upoštevana tudi hitrost s katero
se Zemlja giblje po vesolju. V nasprotju z našimi pričakovanji pa smo za hitrost razširjanja
elektromagnetnega valovanja dobili vrednost, ki ni odvisna od tega, ali smo pojave povezane
z elektromagnetnim valovanjem opazovali v mirujočem ali gibajočem se opazovalnem sistemu.
Za hitrost svetlobe vedno dobimo c = 1√

ε0µ0
. Zgodovinsko gledano je bilo to vprašanje dokaj

nerazumljivo vse do začetka 20 stoletja. Invariantnost hitrosti razširjanja elektromagnetnega va-
lovanja glede na gibanje/mirovanje opazovalnega sistema je prvi uspešno razložil Einstein (1905)
s postavitvijo posebne teorije relativnosti.

6.1.1 Lortentzova transformacija

V tem poglavju si natančneje oglejmo, kaj pomeni dejstvo, da je hitrost svetlobe za vse opazovalce
enaka.

Postavimo torej zahtevo: ne glede na to, v katerih koordinatah opisujemo val, njegova hitrost
mora biti c = 1√

ε0µ0
. To pomeni tudi, da je oblika Maxwellovih enačb v vseh opazovalnih sistemih

enaka. Imejmo opazovalni sistem S in opazovalni sistem S′, ki se giblje glede na S s hitrostjo v.
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Domenimo se tudi, da vse količine v opazovalnem sistemu S zapǐsemo brez črtice, v se količine
v opazovalnem sistemu S′ pa zapǐsemo s črtico. Sledi:

�2Aµ = �′2Aµ = 0.

Dolžini krajevnih vektorjev valov sta

|r|2 = c2t2 in |r′|2 = c2t′
2
.

Če naj bo c v obeh sistemih enaka, velja

|r|2 − c2t2 = |r′|2 − c2t′
2(= 0)

Pomen te enačbe je bolj jasen, če se spomnimo štiri-vektorja lege rµ = (r, ict). Lego valovne
fronte elektromagnetnega valovanja v sistemu S opǐsemo z rµ, v sistemu S′ pa z r′µ = (r′, ict′).
Zgornja enačba pove, da je dolžina štiri-vektorja položaja elektromagnetnega vala neodvisna
glede na opazovalni sistem. Pravimo, da je rµ invarianta gibanja:

r2µ = r′2µ (6.1)

To zvezo primerjamo z zvezami za ohranitev dolžine vektorja v dveh dimenzijah pri vrtežu za
kot ϕ:

x2 + y2 = x′
2 + y′

2
, oziroma r2 = r′2,

kjer veljata zvezi

x′ = x cosϕ+ y sinϕ, (6.2)
y′ = −x sinϕ+ y cosϕ. (6.3)

Recimo, da se sistem S′ giblje glede na S v smeri osi x s hitrostjo v. Potem nek dogodek v
koordinatnem sistemu S popǐsemo z rµ = (x, y, z, ict), v sistemu S′ pa z r′mu = (x′, y, z, ict′). Pri
prehodu iz S v S′ in obratno se v tem primeru transformirata le koordinati x in ict. S pomočjo
enačb (6.2) in (6.3) ugotovimo, da je prehod iz enega sistema v drugega ekvivalenten vrtenju
za imaginarni kot iϕ v štiri-dimenzionalnem prostoru. Samo tako ostane druga koordinata ict′

lahko po transformaciji še vedno imaginarna. Ko namreč imaginarni kot iϕ vstavimo v enačbi
(6.2) in (6.3) in pri tem upoštevamo cos iϕ = chϕ in sin iϕ = ishϕ ter x→ x, y → ict, dobimo:

x′ = xchϕ− ctshϕ,
ct′ = −xshϕ+ ctchϕ.

Tudi ϕ ni težko izračunati. Za koordinatno izhodǐsče v S′ mora veljati, da je njegova koordinata
v S x = vt, kar pomeni, da je x′ = vt chϕ− ct shϕ = 0 in

thϕ =
v

c
= β.

Z β smo označili kvocient hitrosti gibanja S′ glede na S in svetlobne hitrosti. Brez težav sedaj
izračunamo koeficiente v zapisanih zvezah med koordinatami:

chϕ =
1√

1− th2ϕ
=

1√
1− β2

= γ,

shϕ =
thϕ√

1− th2ϕ
= βγ.
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Vpeljali smo koeficient γ = 1√
1−β2

. Sedaj zapǐsimo Lorentozovo transformacijo, kot se jo

običajno zapǐse za sistema S in S′, kjer se S′ glede na S giblje s hitrostjo v v smeri osi x:

x′ = γ(x− vt),
y = y′,

z = z′,

t′ = γ
(
t− xv

c2

)
.

Vidimo, da sta prostorska in časovna koordinata prepleteni, torej je čas odvisen od izbire opa-
zovalnega sistema. Obstaja sicer več izbir invariantnosti za štiri dimenzionalno valovno enačbo,
vendar je ta skladna s poskusi. Ravno tako za majhne relativne hitrosti preide v Galilejevo.

Zapǐsimo sedaj Lorentzovo transformacijo v štirih dimenzijah s tenzorjem. Vpeljemo Loren-
tzovo matriko:

Lµν =


γ 0 0 iγβ
0 1 0 0
0 0 1 0

−iγβ 0 0 γ

 . (6.4)

Vsi štiri-vektorji se pri prehodu iz S v S′ transformirajo takole:

a′µ = Lµνaν (6.5)

V tem primeru je aν nek poljuben štiri-vektor, npr. rν , jν , Aν ali kak drug. Tenzor elektroma-
gnetnega polja pa se transformaira takole:

F ′
µν = LµκLκωFων (6.6)

Omenimo še eno lastnost Lorentzove transformacije. Ta tvori t.i. Poincarejevo grupo Produkt
Lµν in Lνκ je še vedno Lorentzova transformacija.

Nekaj posledic Lorentzove transformacije

(Fitzgeraldova) kontrakcija (skrčenje) dolžin. 1 Palico z dolžino l′ postavimo v sistem
S′ tako, da miruje in je vzporedna osi x. Ob trenutku t = 0 izmerimo njeno dolžino v sistemu S
(to storimo tako, da izračunamo koordinati krajǐsč in ju odštejemo). Takrat med koordinatami
krajǐsč veljata zvezi x′1 = γx1 in x′2 = γx2. Dolžina v S je tedaj l = |x2 − x1| = 1

γ |x
′
2 − x′1| =

l′

γ =
√

1− β2 l′. Dolžina gibajoče palice se potemtakem (za mirujočega opazovalca) zmanǰsa (v
smeri gibanja). Enak rezultat dobimo pri mirujoči palici in gibajočem se opazovalcu.

Podalǰsanje (dilatacija) časa. V sistem S′ postavimo uro (nihalo) in izmerimo en nihaj,
ko se izhodǐsči pokrijeta. Privzeli bomo, da je nihaj kratek (dt) in se s tem izognili računu
spremembe koordinate ure v S. Če torej velja t′ = γt, velja tudi dt′ = γ dt, kar pomeni, da ura
v gibajočem se sistemu (ki se giblje glede na opazovalca) teče počasneje (čas nihaja je dalǰsi). V
zvezi s tem še problem sočasnosti: dogodka, ki sta v enem sistemu sočasna, sta sočasna v drugem
le, če imata v vsakem od sistemov isto x oz. x′ koordinato (in sta x, x′ osi vzporedni v). V zvezi
z merjenjem dolžin: opazovalec mora sočasno v svojem sistemu izmeriti krajǐsči palice.

1George Francis Fitzgerald, 1851 — 1901; privzel je skrčenje dolžin teles, ki se gibljejo glede na eter, da bi
tako pojasnil izid slavnega Michelson – Morleyevega poskusa.
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Paradoks dvojčkov je ena od zanimiveǰsih posledic in zato tu omenjena. Na Zemlji živita
dvojčka (ki sta enako stara), nakar se eden odpravi na vesoljsko potovanje s hitrostmi blizu
svetlobne. Najprej pospeši in nato s stalno hitrostjo leti stran od Sončevega sistema, potem
pa se nekje obrne nazaj ter s stalno hitrostjo prileti nazaj do Zemlje in pristane (se ustavi).
Pri tem je tisti dvojček, ki je ostal na Zemlji, stareǰsi, ker je drugemu čas tekel počasneje. A
res? O tem, kako je drugemu tekel čas med pospeševanjem, ne vemo nič povedati, ker zanj ne
moremo uporabiti naših enačb. (Mimogrede: kolikor je meni znano: tudi pri pospeševanju se
čas podalǰsuje.)

6.1.2 Relativistična dinamika

V tem poglavju želimo najti relativistično gibalno enačbo. Newtonov zakon dp
dt = F vsebuje

časovni odvod. V teoriji relativnosti zaenkrat še ene vemo, kako naj definiramo časovni odvod.
Videli smo, da je čas relativna količina in ne teče za vse opazovalce enako hitro. Da bi se izognili
relativnosti časa, vpeljemo v teoriji relativnosti lastni čas:

dτ =
dt

γ
= dt′,

ki je lasten vsakemu telesu oziroma je čas sistema, v katerem telo miruje. In tako sedaj lahko
gradimo dinamiko, ki bo invariantna na Lorentzovo transformacijo. Za drugi Newtonov zakon
poskusimo najti ekvivalent:

dp
dτ

= F.

Kot so formalisti v težavah pri vpeljavi sile in mase v klasični dinamiki, smo mi sedaj v težavah,
ker sploh ne vemo kaj je sila, kaj gibalna količina. . . Pa pojdimo po majhnih korakih do modrosti.
Najprej s postulatom uvedimo četverec gibalne količine:

pµ =
(
m
dr
dτ
, imc

dt

dτ

)
. (6.7)

Zelo hitro ugotovimo, kaj je hitrost; z maso delimo gibalno količino:

vµ =
pµ
m

=
(
dr
dτ
, ic

dt

dτ

)
=

(
v√

1− β2
,

ic√
1− β2

)
= γ(v, ic).

Izračunajmo kvadrat hitrosti:

vµ · vµ =
v2

1− β2
− c2

1− β2
=
c2(β2 − 1)

1− β2
= −c2.

Kot je značilno za četverce, je velikost četverca hitrosti konstantna. Podobno velja za gibalno
količino:

pµ · pµ = −m2 c2

Zgornji definiciji štiri-hitrosti in štiri-gibalne količine sta torej uporabni, saj sta invariantni glede
na koordinatni sistem. Tako se sedaj lahko lotimo vprašanja, kako zapǐsemo gibalno enačbo
v relativistični dinamiki. To bomo izračunali po nekoliko dalǰsi poti. Najti moramo najprej
Lagrangeovo funkcijo, ki bo invariantna glede na koordinatni sistem, poleg tega pa moramo iz
nje s pomočjo Euler-Lagrangeove enačbe dobiti Lorentzovo silo. Če torej uspemo najti ustrezno
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enačbo za Lagrangeovo funkcijo in akcijo, tako, da bosta ti dve invariantni glede na koordinatni
sistem, je pot do relativistične gibalne enačbe odprta. Začnimo kar z akcijo za klasični delec:

S =
1
2
mv2dt+ e

∫
Avdt− e

∫
ϕdt. (6.8)

Z vpeljavo štiri-vektorja potenciala Aµ = (A, icϕ), ter štiri-vektorja lege rµ = (r, ict) smo to
enačbo elegantneje zapisali:

S =
1
2
mv2 + e

∫
Aµdrµ. (6.9)

Tako definirana akcija seveda ni invariantna glede na koordinatni sistem oziroma na Lorentzovo
transformacijo. V prvem členu namreč nastopa diferencial laboratorijskega časa dt. Pričakujemo,
da bo v relativistični akciji nastopal diferencial lastnega časa dτ , saj je ta invarianten glede
na koordinatni sistem. Zgornjo definicijo akcije zato nekoliko dopolnemo, tako, da bo le ta
invariantna glede na koordinatni sistem:

S = −mc2
∫
dτ + e

∫
Aµvµdτ. (6.10)

Tu smo upoštevali vµ = drµ

dτ . Če člen −mc2
∫
dτ = −mc2

∫
dt
√

1− v2

c2 razvijemo do prvega reda,
dobimo −mc2

∫
dt+

∫
1
2mv

2dt.

Hitro sedaj zapǐsemo še relativistično Lagrangeovo funkcijo. Ker velja:

S = −mc2
∫
dt

√
1− v2

c2
+ e

∫
Avdt− c

∫
ϕdt =

∫
L(r, ṙ, t)dt,

sledi:

L = −mc2
√

1− v2

c2
+ eAv − eϕ. (6.11)

Nadaljna pot do gibalne enačbe je jasna. Lagrangeovo funkcijo vstavimo v Euler-Lagrangeovo
enačbo d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
= ∂L

∂r in dobimo:

d

dt

 mv√
1− v2

c2

 = −e∇ϕ+ e∇(Av)− e
dA
dt

=

= −e∇− e
∂A
∂t

+ e(∇(Av)− (v∇)A).

Tu smo upoštevali dAdt = ∂A
∂t −(v∇)A. V zadnjem členu ∇(Av)−(v∇)A prepoznamo v×∇×A,

saj smo to matematično identiteto že večkrat srečali. Zgornjo enačbo torej zapǐsemo:

d

dt
(mγv) = eE + ev ×B. (6.12)

Naša definicija relativistične akcije je bila torej uporabna, saj smo dobili, ko smo Lagrangeovo
funkcijo vstavili v Euler-Lagrangeovo enačbo, Lorentzovo silo. Ker velja pµ = (mvγ, imcγ),
lahko torej zapǐsemo naslednje tri enačbe:

dp1

dt
= e(E1 + v2B3 − v3B2), (6.13)

dp2

dt
= e(E2 + v3B1 − v1B3), (6.14)

dp3

dt
= e(E3 + v1B2 −B1v2. (6.15)
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Podrobna primerjava zgornjih enačb s tenzorjem elektromagnetnega polja pokaže, da vsaj za
i = 1, 2, 3 lahko zapǐsemo zgornje enačbe v obliki:

dpi
dt

= eFiµvµ. (6.16)

Ali to velja tudi za i = 4? Ker odgovora ne poznamo, poglejmo, kaj dobimo še iz enačbe

dp4

dt
= eF4µvµ.

Upoštevamo, da je vµ = (v, ic), pa dobimo:

d

dτ
(icmγ) = eγ

(
iE

v
c

)
−→ d

dt
(mc2γ) = eEv =

= (eE + ev ×B)v = FLorentzv.

V izrazu dp4
dτ = eF4µvµ se torej skriva relativistična energija. Iz Newtonove fizike vemo, da velja:

d

dt

(
1
2
mv2

)
= Fv. (6.17)

V teoriji relativnosti očitno opravlja vlogo energije izraz:

E = mc2γ. (6.18)

To energijo imenujemo polna energija delca. Če delec miruje je γ = 1, tako, da ima delec
energijo:

E0 = mc2, (6.19)

kar imenujemo mirovna energija delca. Razliko med polno in mirovno energijo, kadar se delec
giblje, pripǐsemo kinetični energiji:

Wkin = mc2(γ − 1). (6.20)

Za majhne hitrosti se zgornji izraz ujema s klasično definicijo kinetične energije:

za majhne hitrosti mc2

 1√
1− v2

c2

− 1

 −→ 1
2
mv2. (6.21)

Enačba dp4
dt = eF4µvµ da torej zelo smiselne rezultate, zato jo sprejmemo kot pravilno. Relativi-

stično gibalno enačbo torej zapǐsemo:

dpµ
dτ

= eFµνvν kjer je µ = 1, 2, 3, 4. (6.22)

V njej pa se ne skriva le časovno spreminjanje gibalne količine delca, temveč tudi časovno spre-
minjanje energije.
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6.2 Splošna teorija relativnosti

V poglavju o posebni teoriji relativnosti smo le-to obravnavali v tesni povezanosti s teorijo elek-
tromagnetnega polja. Vse od vpeljave Maxwellovih enačb, smo postopoma spoznavali možnost,
da je prostor štiri-dimenzionalen. To nas je privedlo do posebne teorije relativnosti. Izpeljali
smo relativistično akcijo, Lagrangeovo funkcijo in gibalno enačbo. Po vsem tem lahko ugoto-
vimo, da teorija elektromagnetnega polja in posebna teorija relativnosti nista neodvisni ena od
druge, temveč sta med seboj močno prepleteni. V teoriji relativnosti postaneta električna in
magnetna interakcija le dva obraza iste interakcije. Toda elektromagnetna interakcija ni edina
v naravi znana interakcija. Takoj se zato vprašamo, kako so druge interakcije povezane s teorijo
relativnosti. Odgovor ni preprost. V tem poglavju se zato dotaknimo splošne torije relativnosti,
ki je teorija gravitacije.

6.2.1 Zapis enačb v splošni teoriji relativnosti

Podobno, kot smo v posebni teoriji relativnosti vpeljali nekatere nove oznake, npr. štiri-vektorje,
tenzor elektromagnetnega polja itd, tudi v splošni teoriji relativnosti uvedemo nov način zapisa
nekaterih enačb, kar nam odpre nov pogled na gravitacijo.

Štiri-vektor lege definiramo kot:

xµ(ct, r) in dxµ = (cdt, dr). (6.23)

Uvedemo indekse zgoraj, ki jih imenujemo kontravariantni indeksi. V posebni teoriji relativ-
nosti smo štiri-vektorje definirali tako, da so imeli eno komponento imaginarno. Imaginarnost
ni bila posledica kašne misterioznosti, temveč je bila dobrodošla lastnost pri računaju skalarnih
produktov. V splošni teoriji relativnosti štiri-vektorje definiramo tako, da imajo vse komponente
realne, definiramo pa drugačno metriko. Kako to storimo? Imejmo npr. dogodek (1), ki ga
opǐsemo z xµ = (ct, r), ter dogodek (2), ki ga opǐsemo z x′µ = (ct+cdt, r+dr). Štiridimenzionalno
razdaljo med tema dvema dogodkoma imenujemo ločni element ds, ki ga definiramo s pomočjo
metričnega tenzorja gµν :

ds2 = gµνdx
µdxν . (6.24)

Metrični tenzor definiramo takole:

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (6.25)

Pri tem povejmo, da indekse spodaj imenujemo kovariantni indeksi. Zdaj lahko izračunamo
kvadrat ločnega elementa. Upoštevamo, da velja dxµ = (cdt, dr), in iz enačbe (6.24) dobimo:

ds2 = gµνdx
µdxν = c2dt2 − dr2 = c2dt2

(
1− dr2

c2dt2

)
= c2dt2

1
γ2
.

V zgornji enačbi opazimo lastni čas, zato:

ds = cdτ. (6.26)

Nadaljujmo s pravili za zapis indeksov v splošni teoriji relativnosti. Pomnižimo dxµ z gµν :

gµνdx
ν = (cdt,−r) = dxµ.
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Množenje gµν z dxµ spremeni predznak krajevne koordinate r. Štiri-vektorjev tako ni potrebno
definirati z eno imaginarno komponento, da dobimo ustrezni skalarni produkt, temveč za to
poskrbi metrični tenzor. Glede na zgoraj povedano lahko takoj zapǐsemo še tole zvezo:

(gµν)−1dxµ = gµνdxµ = gµνgνγdx
γ = δµγdx

γ = dxµ.

Vidimo, da velja :

(gµν)−1 = gµν → gµνgνγ = δµγ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ter gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Kvdrat ločnega elementa lahko sedaj zapǐsemo tudi takole:

ds2 = gµνdx
µdxν = dxνdx

ν = c2dτ2.

Delimo zgornjo enačbo z dτ2, dobimo:(
ds

dτ

)2

= gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
=
dxν
dτ

dxν

dτ
= vνv

ν .

Pravila, ki veljajo za dxµ in dxµ, veljajo tudi za štiri-vektor hitrosti vµ oziroma vµ.

6.2.2 Akcija v splošni teoriji relativnosti

Zgornje definicije uporabe indeksov v splošni teoriji relativnosti zadostujejo za naše nadalnje
razmǐsljanje o gravitaciji. Začnimo z akcijo za delec v elektromagnetnem polju:

S = −mc2
∫
dτ + e

∫
gµνA

µvνdτ. (6.27)

Člen e
∫
gµνA

µvν je povezan z elektromagnetno interakcijo. Tudi gravitacijsko interakcijo po-
skušamo zapisati na podoben način in ugibamo, ali morda za delec v gravitacijskem polju velja:

S = −mc2
∫
dτ + prispevek gravitacije (6.28)

Vendar se takšna definicija akcije ne izkaže kot uspeša. Ideja sploše teorije relativnosti je, da
je gravitacija povezana z geometrijo prostora. Zadostuje, če v zgornji enačbi vzamemo že samo
prvi člen in v njem upoštevamo drugačno geometrijo prostora. Pokažimo kako. Začnemo torej z
akcijo za prost delec:

S = −mc2
∫
dτ. (6.29)

Glede na enačbe, ki smo jih napisali v preǰsnjem poglavju lahko zgornjo enačbo nekoliko preo-
blikujemo:

S = −mc
∫
cdτ = −mc

∫
ds. (6.30)

Ker vemo, da se gibanje realizira le za najmanǰso akcijo, zgornja zveza pomeni, da bo realizirano
gibanje imelo najkraǰso štiridimenzionalno razdaljo med začetno in končno točko. To pa je sedaj
poplnoma drugačno gledanje na gibanje telesa. Gibanje po najkraǰsi poti imenujemo geodezično
gibanje, krivulja, ki to gibanje opisuje, je geodezična krivulja.
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Geodezična krivulja med dvema točkama na ravnini bo daljica. Na krogli bo to del glav-
nega kroga, ki gre skozi obe točki. Avtomatično se torej ponuja ideja, da učinek gravitacije
lahko pravzaprav povežemo z geometrijo prostora. Masa v prostoru spremeni njegove lastnosti.
Pravimo, da masa prostor ukrivi. Tako v splošni teoriji relativnosti gravitacije ne vpeljujemo
neposredno, pač pa preko ukrivljenosti prostora. Ali z drugimi besedami, narava prostora je
zaradi prisotnosti snovi drugačna, uporabljati moramo drugačno geometrijo2.

6.2.3 Geodezična enačba

Naša naslednja naloga je torej, da ukrivljenost prostora povežemo z gravitacijo. V ta namen
zapǐsimo enačbo za akcijo takole:

S = −mc
∫
ds = −mc

∫ √
gµνdxµdxν = −mc

∫ √
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ. (6.31)

V tej enačbi razberemo Lagrangeovo funkcijo:

L =

√
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ. (6.32)

Če zahtevamo, da naj bo Lagrangeova funkcija odvisna od xµ, ẋµ, τ , lahko postavimo:

gµν = gµν(xγ). (6.33)

S tem pridemo do Lagrangeove funkcije za katero velja L = L(xγ , ẋγ , τ). Ukrivljenost prostora
pa smo vpeljali z zamislijo, da je metrični tenzor prostora odvisen od xγ . Nadaljna pot k opisu
gravitacije s ponuja sama od sebe. Gravitacijsko silo bomo z metričnim tenzorjem gµν(xγ)
povezali tako, da bomo Lagrangeovo funkcijo vstavili v Euler Lagrangeovo enačbo: d

dτ

(
∂L
∂ẋγ

)
−

∂L
∂xγ = 0. Dobimo:

d

dτ

 2gγν dx
ν

dτ

2
√
gµν

dxµ

dτ
dxν

dτ

−
∂gµν∂x

γ dxµ

dτ
dxν

dτ

2
√
gµν

dxµ

dτ
dxν

dτ

= 0 −→ d

dτ

(
gγν

dxν

dτ

)
− 1

2
∂gµν
∂xγ

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0.

Člen d
dτ

(
gγν

dxν

dτ

)
odvajamo implicitno in dobimo:

gγν
d2xν

dτ2
+
∂gµν
∂xω

dxω

dτ

dxν

dτ
− 1

2
∂gµν
∂xγ

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0.

Če upoštevamo, da velja gνµ = gµν lahko dobljeni izraz zapǐsemo takole:

gγν
d2xν

dτ2
+

1
2

(
∂gγν
∂xω

dxω

dτ

dxν

dτ
+
∂dγω
∂xν

dxω

dτ

dxν

dτ
− ∂gµν

∂xγ
dxµ

dτ

dxν

dτ

)
= 0.

2A. Einstein je pri razmǐsljanju izhajal iz “najsrečneǰse zamisli v življenju”. Za opazovalca, ki prosto pada
(npr. v odtrganem dvigalu) gravitacijsko polje ne obstaja (razen šibkega polja dvigala in opazovalca samega).
Gravitacijsko polje tedaj obstaja samo relativno, kot npr. električno pri indukciji. Telesa, ki jih tak opazovalec
spusti, se zanj gibljejo premo enakomerno ali mirujejo “ne glede na svojo kemično sestavo ali fizikalno naravo”.
Zato je privzel, da je v fizikalnem pogledu gravitacijsko polje ekvivalentno sistemski sili v pospešenem sistemu,
kar je imenoval načelo ekvivalentnosti, ki pa, kot je vedel, velja samo lokalno.
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Vse skupaj pomnožimo z glγ in upoštevamo, da je vseeno, s katero črko zapǐsemo neme indekse.
Dobimo končno geodezično enačbo:

δlν
d2xν

dτ2
+

1
2
glγ
(
∂gγν
∂xµ

+
∂gγµ
∂xν

− ∂gµν
∂xγ

)
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0.

Upoštevali smo tudi gγνglγ = δlν . V končni obliki zapǐsemo geodezično enačbo takole:

d2xl

dτ2
+ Γlµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (6.34)

kjer vpeljemo t.i. Christoffelov simbol Γlµν :

Γlµν =
1
2
glγ
(
∂gγν
∂xµ

+
∂gγµ
∂xν

− ∂gµν
∂xγ

)
. (6.35)

Geodezična enačba je posplošitev drugega Newtonovega zakona v splošni teoriji relativnosti. Člen
d2xl

dτ2 predstavlja pospešek v lastnem sistemu, člen Γlµν
dxµ

dτ
dxν

dτ pa predstavlja učinek gravitacijske
sile. Če je prostor raven je ta člen enak nič. To pomeni, da je pospešek enak nič in je gibanje
največ premo enakomerno. Če pa je metrični tenzor gµν odvisen od koordinat xγ , oziroma je
prostor ukrivljen, potem se zdi, da na telo deluje gravitacijska sila. Gravitacijska sila je v splošni
teoriji relativnosti torej povezana z geometrijo prostora. Zato v v nekem smislu gravitacijska sila
ni prava sila, ampak je fiktivna sila, kot naprimer Coriolisova sila v vrtečem se koordinatnem
sistemu. Fiktivna pomeni, da je gravitacija povezana z opazovalnim sistemom.

6.2.4 Keplerjev problem v splošni teoriji relativnosti

Vrsta zanimivih posledic sledi iz zgornjega pristopa k opisu gravitacije. V tem poglavju se
ukvarjajmo z gibanjem planetov okoli sonca oziroma s Keplerjevim problemom. Naj bo Sonce
v sredǐsču koordinatnega sistema. Razdaljo med planetom in Soncem označimo z r (slikaXXX).
Problema se bomo lotili v sferičnih koordinatah. Najprej zapǐsimo v sferičnih koordinatah kva-
drat ločnega elementa:

ds2 = c2dt2 − dr2 − r2dϑ2 − r2 sin2 ϑdϕ2.

Če definiramo dxµ kot:
dxµ = (cdt, dr, dϕ, dϑ),

sledi, da mora imeti metrični tenzor, ki zaenkrat opisuje raven prostor, v sferičnih koordinatah
obliko:

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 ϑ


Odvisnost metričnega tenzorja od koordinat xγ je zaenkrat samo navidezna. Zgornji tenzor še ve-
dno opisuje raven prostor. Pričakujemo, da bo v metričnem tenzorju, ki bo opisoval ukrivljenost
prostora zaradi Sonca, nastopala masa Sonca M0. Takega tenzorja na tem mestu ne znamo najti,
ker je postopek prezapleten. Navedemo pa lahko rezultat, ki ga imenujemo Schwarzhschildova
rešitev:

gµν =


(
1− 2GM0

r

)
0 0 0

0 − 1

(1− 2GM0
r ) 0 0

0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 ϑ

 (6.36)
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Tu smo z G označili gravitacijsko konstanto. S pomočjo tega tenzorja pridemo do diferencialnih
enačb, ki določajo tir gibanja planeta okoli Sonca. Spet, postopek je prezapleten, da bi ga opisali,
zato navedimo le retultat:

d2u

dϕ2
+ u =

GM0

A2
+

3GM0u
2

c2
, (6.37)

dϕ

dτ
=

A

r2
. (6.38)

Enačbe so zelo podobne tistim, ki smo jih izpeljali pri analitični mehaniki. Tam smo dobili:

d2u

dϕ2
+ u =

GM0

A2
, (6.39)

dϕ

dt
=

A

r2
. (6.40)

V tem primeru je parameter A povezan z površinsko hitrostjo, tako v relativističnem primeru, kot
v klasičnem primeru pa je u = 1

r . Zdaj se lotimo rešitev enačb (6.37) ter (6.38). Najpreprosteǰsa
klasična rešitev za gibanje planeta okoli Sonca je kroženje:

1
r

= u =
GM0

A2
= konst. (6.41)

Če to vstavimo v enačbo (6.37), vidimo, da to ni rešitev. Splošna teorija relativnosti torej napove,
da planeti ne morejo krožiti okoli Sonca. Njihova orbita ne more biti krožnica. Najti moramo
torej druge rešitve enačb (6.37) ter (6.38). Žal ti dve enačbi analitično nista rešljivi. Rešitve
moramo poiskati numerično. Lahko pa naredimo približen račun. Denimo, da se planet giblje
okoli Sonca po tiru, ki je skoraj krožnica, v tem tiru pa upoštevamo majhen popravek odvisen
od kota ϕ:

u =
GM0

A2
+ g(ϕ) = u0 + g(ϕ) (6.42)

Vstavimo to v enačbo (6.37) in zanemarimo člene z g(ϕ)2:

d2g

dϕ2
+ g =

3GM0

c2

(
GM0

A2
+ g

)2

≈ 3
(GM0)3

c2A4
+ 6

(GM0)2

c2A2
+ ...

Tu smo upoštevali tudi u0 = GM0
A2 . Dobljeni izraz preuredimo in dobimo diferencialno enačbo za

g(ϕ):
d2g

dϕ2
+
(

1− 6
(GM0)2

c2A2

)
g = 3

(GM0)3

c2A4
. (6.43)

Rešitev te enačbe je:

g(ϕ) =
3(GM0)3

c2A4
(
1− 6 (GM0)2

c2A2

) + C sin

(√
1− 6

(GM0)2

c2A2
ϕ

)
+D cos

(√
1− 6

(GM0)2

c2A2
ϕ

)
. (6.44)

Takoj opazimo, da g(0) 6= g(2π), kar pomeni, da se pri enem obhodu planet ne vrne več v isto
točko. Če tir planeta narǐsemo, vidimo, da je to skoraj elipsa (v okviru približka, ki smo ga
naredili z nastavkom u = u0 + g(ϕ)), katere prerihelij pa procesira, oziroma kroži okoli Sonca.
Pojav je znan kot procesiranje perihelija. Teorija se v okviru merskih natačnosti ujema z
opazovanjem pri Merkurju, ki ima zelo ekscentrično orbito. Izračunajmo še za koliko se zavrti
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perihelij pri enam obhodu planeta. Za kot 2π se perihelij zasuče, ko je kot, ki opisuje lego planeta
določen z enačbo:

ϕ = ϕ0 =
2π(√

1− 6 (GM0)2

c2A2

) . (6.45)

S preprostim logičnim računom pa pridemo do ugotovitve, da se pri enem obhodu preihelij zasuče
za:

∆ϕ =
4π2

ϕ0
= 2π

(
1− 3

(GM0)2

c2A2

)
(6.46)

Zasuk perihelija v Sončevem sistemu je najbolj opazen pri Merkurju, ki je Soncu najbližji. Za
druge planete pa je bolj ali manj nemerljiv zaradi perturbacij, ki jih povzroča medsebojno gravi-
tacijsko delovanje planetov. Merkurjev preihelij se v stotih (zemeljskih) letih zavrti za 43 kotnih
sekund.

6.2.5 Ukrivljanje svetlobnega žarka v gravitacijskem polju

Potovanje svetlobnega žarka je gibanje kot vsako drugo, le da fotone (kvante elektromagnetnega
polja) opǐsemo kot delce brez mirovne mase ki se gibljejo z največjo možno hitrostjo (svetlobna
hitrost). Zanje je lastni čas τ = t

γ(=∞) = 0, kar pa je možno le, če gre v enačbi (6.38) A →
∞. Enačbo (6.37) za primer gibanja svetlobnih kvantov v gravitacijskem polju centralne mase
zapǐsemo takole:

d2u

dϕ2
+ u =

3GM0

c2
u2 kjer je u =

1
r
.

Rešitev homogene enačbe je u = sinϕ
R , kjer je R parameter. Hkrati je to tudi rešitev klasične

Newtonove enačbe. V klasičnem primeru se svetloba giblje mimo centralne mase premo. Pa-
rameter R predstavlja v tem primeru najmanǰso oddaljenost žarka svetlobe od centralne mase,
vendar to velja le v klasičem primeru. V relativističnem računu je to le parameter. Relativistično
rešitev ǐsčemo z majhnimi perturbacijami u1:

u =
sinϕ
R

+ u1.

Ko to vstavimo v enačbo in zanemarimo drugi red perturbacij, dobimo tole:

d2u1

dϕ2
+ u1

∼=
3GM0

c2
sin2 ϕ

R2
.

Z nastavkom u1 = A+B cos 2ϕ pridemo do orbite, ki upošteva relativistične popravke v prvem
redu:

u(ϕ) =
sinϕ
R

+
3
2
GM0

c2R2

(
1 +

1
3

cos 2ϕ
)
.

Označimo s ϕ∞ kot odklona fotona od prvotne smeri, ko je foton daleč od centralne mase (r →∞
oziroma u → 0). Ker pričakujemo majhne odklone, najprej izraz za orbito razvijmo za majhne
kote:

u(ϕ) ∼=
ϕ

R
+

3
2
GM0

c2R2

(
1 +

1
3

)
=
ϕ

R
+

2GM0

c2R2
.

Kot smo že ugotovili, je u(ϕ∞) = 0, torej je

ϕ∞ = −2κM
c2R2

. (6.47)
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Celoten odklon žarka je dvakrat tolikšen (slikaXX):

∆ϕ∞ = −4GM0

c2R2
. (6.48)

Tako gosto in temno telo lahko deluje kot gravitacijska leča; ker se fotoni, ki gredo blizu
površine, odklonijo, se lahko (glede na izvor) na drugi strani temnega telesa zberejo. Ali, malo
bolj eksotično: ob mrku lahko vidimo zvezdo, ki je geometrijsko skrita za Soncem.
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Poglavje 7

Splošna teorija relativnosti

Doslej poznamo v izrazu za štirivektor sile le njegovo obliko za Lorentzovo silo, ki se glasi

Fµ = eFµνuν . (7.1)

Kaj pa druge vrste sile? Predvsem nas bi tu zanimala druga najpomembneǰsa sila v makroskop-
skem svetu in to je gravitacijska sila. Da bi ugotovili, kako zastaviti teorijo gravitacvijskih
interakcij, si bomo najprej ogledali sistemske sile v pospešenih koordinatnih sistemih.

7.1 Sistemske sile v vrtečem se koordinatnem sistemu

aj se koordinatni sistem S̄ vrti glede na koordinatni sistem S, tako da kaže os vrtenja v smeri z
v obeh koordinatni sistemih. Koordinate v obeg koordinatnih sistemih so povezane s transfor-
macijsko enačbo

x = x̄ cosωt− ȳ sinωt
y = x̄ sinωt+ ȳ cosωt
z = z̄. (7.2)

Če dvakrat odvajamo transformacijsko zvezo med obema koordinatnima sistemoma dobimo

¨̄x = −2ω ˙̄y − ω2x̄ = 0
¨̄y = −2ω ˙̄x− ω2ȳ = 0
¨̄z = 0. (7.3)

Ker telo v sistemu S miruje, mora veljati, da je njegov pospešek nič. Tos mo upoštevali tudi pri
izpeljavi zgornje enačbe. Le-to lahko zapǐsemo tudi vektorsko, pri čemer dobi obliko

r̈ = −2(ω × ṙ)︸ ︷︷ ︸
Coriolisova sila

+ ω2r︸︷︷︸
Centrifugalna sila

. (7.4)

Zaradi vrtenja se torej pojavita dve novi sili, ki delujeta na delec. Prvo imenujemo Coriolisovo
silo, ki deluje pravokotno na smer hitrosti delca in pravokotno na smer kotne hitrosti vrtenja
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koordinatnega sistema, in centrifugalno silo, ki deluje vedno v smeri obratni od smeri osi vrte-
nja. Obe sili imenujemo sistemski, saj imasta izvor v lastnostih koordinatnega sistema, t.j. v
njegovem vrtenju.

Postavimo zgornje enačbe v nekoliko drugašno obliko. Uvedimo za zav́ cetek raje polarne
koordinate

x̄ = r cosφȳ = r sinφ,

kjer je φ = ωt kot vrtenja. Na koordinato z̄ lahko pozabimo saj se pri vrtenju okroh te osi ne
spreminja. V novih koordinatah lahko izpeljemo pospeška kot

¨̄x = r̈ cosφ− 2φ̇ṙ sinφ− φ̈r sinφ− φ̇2r cosφ = 0
¨̄y = r̈ sinφ+ 2φ̇ṙ cosφ+ φ̈r cosφ− φ̇2r sinφ = 0. (7.5)

Odvisnost od odvodov φ smo ohranili namenoma. Od tod pa lahko zlahka preberemo, da mora
biti

r̈ = φ̇2r

φ̈ = −2
r
φ̇ṙ. (7.6)

Od tu dobimo kot rešitev enačb gibaja funkciji r, φ = r(t), φ(t). Uvedimo sedaj nek nov parameter
λ, ki naj bo linearna funkcija časa, in reparametrizirajmo krivulji r(t), φ(t). Dobimo

d2r

dλ2
= r

(
dφ

dλ

)2

d2φ

dλ2
= −2

r

dφ

dλ

dr

dλ
d2t

dλ2
= 0. (7.7)

Sedaj dokažimo šee tole zanimivo lastnost zgornjega sistema enbačb gibanja delca. Izpeljemo jih
namreč lahko iz variacisjkega principa za akcijo

S =
∫ [(

dr

dλ

)2

+ r2
(
dφ

dλ

)2

− c2
(
dt

dλ

)2
]
dλ =

∫
L(ṙ, φ̇, ṫ)dλ, (7.8)

kjer smo sedaj s piko označili odvajanje po parametru λ. Prepričajmo se, da to drži! Euler -
Lagrangeova enačba za spremenljivko r se glasi

d

dλ

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= 0. (7.9)

Od tod očitno sledi
d

dλ
(2ṙ) = 2r(φ̇)2 −→ d2r

dλ2
= r

(
dφ

dλ

)2

, (7.10)

kar je ravno prva enačba v En. 7.7. Za spremenljivko φ velja podobno

d

dλ

(
∂L
∂φ̇

)
− ∂L
∂φ

= 0, (7.11)
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od tod zopet očitno sledi
d

dλ

(
2r2φ̇

)
= 0 −→ d2φ

dλ2
= −2

r
ṙφ̇, (7.12)

kar je druga enačba v En. 7.7. In končno še spremenljivka t

d

dλ

(
∂L
∂ṫ

)
− ∂L
∂t

= 0, (7.13)

od tod zopet očitno sledi
d

dλ

(
ṫ
)

= 0 −→ d2t

dλ2
= 0, (7.14)

kar je tudi zadnja enačba v En. 7.7. Od tod zaključimo, da se da sistemske sile izpeljati tudi iz

variaciskega principa, v katerem nastopa akcija z Lagrangianom
(
dr
dλ

)2
+ r2

(
dφ
dλ

)2

− c2
(
dt
dλ

)2
.

7.2 Princip ekvivalence

Uvedimo sedaj trivektor xµ = (r, φ, ct), ki je zgolj projekcija štirivektorja dogodka xµ = (r, φ, z, ct)
na ravnino vrtenja x, y. V tem primeru lahko za kvadrat razmika med dvema dogodkoma na
ravnini vrtenja zapǐsemo

ds2 = dr2 + r2dφ2 − c2dt2 = gµνdx
µdxν , (7.15)

kjer smo uvedli metrični tenzor gµν v obliki

gµν =

 1 0 0
0 r2 0
0 0 −1

 . (7.16)

Hitro opazimo pomembno lastnmost tega tenzorja, ki ga loči od doslej znanih. Namrec gµν je
funkcija koordinat, oziroma

gµν = gµν(xκ). (7.17)

Specoifično, v zgornjem primeru je funkcija r! Videti je, da je odvisnost metričnega tenzorja od
koordinat potemtakem ekvivalentna obstoju sistemskih sil. Poglejmo si to hipotezo pobližje.

Ker že vemo, da je

ds2 = gµνdx
µdxν = dxµdx

ν = dr2 + r2dφ2 − c2dt2 = −c2dτ2, (7.18)

od tod sledi, da je akcija En. 7.8 enaka

S =
∫ [(

dr

dλ

)2

+ r2
(
dφ

dλ

)2

− c2
(
dt

dλ

)2
]
dλ =

∫ (
ds

dλ

)2

dλ =
∫
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ. (7.19)

Če sedaj definiramo še neko drugo akcijo in pri tem upoštevamo, da je po naši definiciji ds2

negativen, takole

S ′ =
∫ √

−gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ, (7.20)
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lahko hitro pokažemo, da imasta akciji S in S ′ isto Euler-Lagrangeovo enačbo, in da mora biti
na krivulji, ki jo določa Euler-Lagrangeova enačba konstantna

gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
=
dxµ
dλ

dxν

dλ
= const. (7.21)

Če naj bo zgoren izraz res invarianta na krivulji, potem mora biti očitno λ ravno lasten čas τ (do
konstante seveda)! Če sedaj povežemo celotno zgodbo, pomnižimo S ′ z −mc, ugotovimo, da gi-
baklbe ebnačbe v vrtečem se koordinatnem sistemu dobimo z minimizacijo akcije relativističnega
delca, v prostoru, v katerem je metrični tenzor funkcija koordinat, torej

S ′ = −mc
∫
dτ =

∫ √
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ. (7.22)

Ponovimo zaključek: sistemske sile lahko potemtakem dobimo iz izraza za relativistično akcijo
prostega delca, če je pri tem metrični tenzor funkcija koordinat. Tej ugotovitvi pravimo tudi
načelo ekvivalence.

7.3 Enačba geodetske krivulje

Poǐsčimo sedaj enačbo gibanja za popolnoma splošno odvisnost metričnega tenzorja od koordinat.
Veliko lažje bo poiskati Euler-Lagrangeovo enačbo akcije S kot S ′. Poglejmo! Sedaj že vemo, da
mora biti parameter (loči med indeksom λ in parametrom gibanja λ) λ enak lastnemu času

S =
∫
gµν(xλ)

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ =

∫
gµν(xλ)ẋµẋνdτ =

∫
L(xλ, ẋµ)dτ. (7.23)

S piko smo tu označili odvod po lastnem času. Euler-Lagrangeova enačba za ta funkcional se
seveda glasi

d

dτ

(
∂L
∂ẋλ

)
− ∂L
∂xλ

= 0, (7.24)

oziroma
d

dτ

(
2gµλ(xλ)ẋµ

)
=
gµν(xλ)
∂xλ

ẋµẋν . (7.25)

To lahko razpǐsemo tudi v tejle obliki

2
gµλ(xλ)
∂xα

ẋαẋν + 2gµλ(xλ)ẍµ =
gµν(xλ)
∂xλ

ẋµẋν . (7.26)

Ker pa velja še tale zveza, ki jo dobimo s permutacijo nemih indeksov

2
gµλ(xλ)
∂xα

ẋαẋµ =
gµλ(xλ)
∂xα

ẋαẋµ +
gαλ(xλ)
∂xµ

ẋαẋµ, (7.27)

lahko zapǐsemo Euler-Lagrangeovo enačbo v obliki

gµλ(xλ)ẍµ = −1
2

(
gµλ(xλ)
∂xν

+
gνλ(xλ)
∂xµ

− gµν(xλ)
∂xλ

)
ẋµẋν . (7.28)

Pomnožimo sedaj zgornjo enačbo na obeh straneh z gβλ in upoštevajmo identiteto gβλgµλ = δβµ ,
kjer je delta seveda Kroneckerjev delta, pa dobimo

ẍβ = −1
2
gβλ

(
gµλ(xλ)
∂xν

+
gνλ(xλ)
∂xµ

− gµν(xλ)
∂xλ

)
ẋµẋν . (7.29)
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Vpeljimo sedaj še Christoffelova polja

Γβµν =
1
2
gβλ

(
gµλ(xλ)
∂xν

+
gνλ(xλ)
∂xµ

− gµν(xλ)
∂xλ

)
, (7.30)

pa lahko Euler-Lagrangeovo enačbo zapǐsemo v obliki

ẍβ = −Γβµν ẋ
µẋν . (7.31)

To enačbo imenujemo tudi enačba geodetske krivulje oziroma geodezike. Opisuje gibanje
delca v prostoru, v katerem je gµλ = gµλ(xλ). Takoj opazimo, da se enačba geodezike, v primeru,
da je metrični tenzor konstanta, reducira na

ẍβ = 0. (7.32)

Glede na princip ekvivalence Christoffelova polja torej opisujejo sistemske sile in so enaka nič, če
teh sil ni. Prostor, v katerem ni sistemskih sile imenujemo tudi inercialen.

Zanimivo je enačbo geodezike primerjati z enačbo za Lorentzovo silo. Le-ta se glasi

ẍβ =
e

m
F βνuν =

e

m
F βν ẋ

ν =
e

m
gµν

(
∂Aµ
∂xν

− ∂Aν
∂xµ

)
ẋν . (7.33)

Primerjajmo to z

ẍβ = −Γβµν ẋ
µẋν = −1

2
gβλ

(
gµλ(xλ)
∂xν

+
gνλ(xλ)
∂xµ

− gµν(xλ)
∂xλ

)
ẋµẋν . (7.34)

Ugotovimo lahko, da igra metrični tenzor podobno vlogo pri gravotacijski interakciji kot jo igra
elektromagnetni potencial pri elektromagnetni interackiji, medtem ko igrajo Christoffelova polja
podobno vlogo kot tenzor elektromagnetnega polja.

7.4 Metrična teorija gravitacije

Sedaj smo pripravljeni, da formuliramo Einsteinovo metrično teorijo gravitacije. Naša hipoteza
bo, da je gravitacija “zgolj” sistemska sila in da je potemtakem posledica odvisnosti metričnega
tenzorja od koordinat:

gravitacija ⇐⇒ sistemska sila ⇐⇒ gµν(xλ). (7.35)

Če bi poznali odvisnost gµν(xλ) bi lahko preko enačbe geodezike dobili trajektorijo gibanja delca.
Osnovno vprašanje, na katerega še ne znamo odgovoriti je potemtakem, kako in od kod izračunati
komponente metričnega tenzorja za poljubno porazdelitev mas v prostoru.

Tu metrična teorija gravitacije postaen preveč matamatično zahtevna, da bi si jo ogledali v
vseh detajlih. Zato nanjo poglejmo le s ptičje perspektive.

V prostoru, ki ga določa gµν(xλ) se da skonstruirati nek tenzor, imenujemo ga Riccijev
tenzor, sestavljeni iz drugih odvodov metričnega tenzorja

Rµν = Rµν(
∂2gµν(xλ)
∂xλ∂xκ

). (7.36)
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Če sedaj sestavimo takšnole kombinacijo

Rµν −
1
2
gµνRλ

λ, (7.37)

se da pokazati popolnoma splošno, da mora veljati

∂

∂xν

(
Rµν − 1

2
gµνRλ

λ

)
= 0. (7.38)

Spomnimo pa se, da že od prej vemo za obstoj nekekga drugega tenzorja, katerega štiridivergenca
je tudi nič. To je štiritenzor napetosti delcev in EM polja, za katerega velja

∂

∂xν
T µν = 0. (7.39)

Nekako naravno je predpostaviti, da sta si ta dva tenzorja sorazemrna. To je seveda zgolj
predpostavka, ki jo je potrebno preveriti s primerjavo njenih posledic z eksperimenti. Torej
postavimo

Rµν − 1
2
gµνRλ

λ = −8πGT µν , (7.40)

kar imenujemo tudi Einsteinova enačba gravitacije. Konstanta sorazmernosti med obema
tenzorjema je bila izbrana tako, da v limiti šibkega gravitacijskega polja dobimo nazaj Newtonovo
gravitacijsko silo, kjer je G konstanta gravitacije. To je očitno parcialna diferencialna enačba
drugega reda, za odvode metričnega tenzorja in nam na koncu daje izraze za Christoffelova polja,
ki nastopajo v gibalni enačbi delcev. Metrična teorija gravitacije je s tem zaokrožena.

Zgornji sistem enačb je seveda v splošnem težko, če sploh, rešljiv. V primeru točkaste
mirujoče mase v izhodǐsču je K. Schwartzschildu leta 1916 uspelo najti sferično simetrično rešitev,
ki je oblike

ds2 = gµνdx
µdxν = (1− 2MG

c2r
)−1dr2 + r2dφ2 + r2 sinφ2dθ2 − (1− 2MG

c2r
)c2dt2. (7.41)

Pot h geodeziki je lahko sedaj dvojna. Lahko bi iz komponent metričnega tenzorja izračunali
Christoffelova polja in jih vstavili v enačbo geodezike. Ta pristop je zelo zamuden in dolgo-
vezen. Lahko pa bi zgolj sestavili akcijo S ′ podobno kot prej in izpeljali enačbo geodezike za
Schawartzshildovo metriko direktno. Izbrali si bomo drugo, lažjo pot.

7.5 Enačba gibanja delca v gravitacijskem polju (Keplerjev
problem)

Najprej se omejimo n agibanje v ravnini, za katerega mora veljati θ = const.. V tem primeru je
akcija

S =
∫
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ =

=
∫ [

(1− 2MG

c2r
)−1

(
dr

dτ

)2

+ r2
(
dφ

dτ

)2

− (1− 2MG

c2r
)c2
(
dt

dτ

)2
]
dτ. (7.42)
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Kot že vemo, ima ta akcija popolnoma enako Euler-lagrangeovo enačbo kot akcija prostega
relativističnega delca (do multiplikativne konstante m)

S ′ =
∫ √

−gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ = −c

∫
dτ. (7.43)

Lagrangeova funkcija, iz katere bomo dobili enačbo gibanja, je potemtakem

L(ṙ, φ̇, ṫ, r) = f(r)−1

(
dr

dτ

)2

+ r2
(
dφ

dτ

)2

− f(r)c2
(
dt

dτ

)2

, (7.44)

kjer smo vpeljali

f(r) = (1− 2MG

c2r
). (7.45)

Glede na to, da je Lagrangeova funkcija L(ṙ, φ̇, ṫ, r), dobimo tri Euler-Lagrangeove enačbe. Po
vrsti so to

d

dτ

(
∂L
∂ṫ

)
− ∂L
∂t

= 0 −→ d

dτ

(
f(r)ṫ

)
= 0 −→ f(r)ṫ = A. (7.46)

S tem smo dobili tudi prvi integral gibanja, za katerega bomo pokazali, da je v zvezi z ohranje-
vanjem celotne energije gibanja. Druga Euler-Lagrangeova enačba daje

d

dτ

(
∂L
∂φ̇

)
− ∂L
∂φ

= 0 −→ d

dτ

(
r2φ̇
)

= 0 −→ r2φ̇ = h. (7.47)

To je hkrati tudi drugi integral gibanja. Če ne bi imeli odvajanja po lastnem času, pač pa zgolj
po času, bi bil to drugi Keplerjev zakon.

Tretja Euler-Lagrangeova enačba pa se glasi

d

dτ

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= 0, (7.48)

oziroma
d

dτ

(
−2f−1(r)ṙ

)
= c2f ′(r)ṫ2 + f−2(r)f ′(r)ṙ2 − 2rφ̇2, (7.49)

kjer je f ′(r) = df(r)
dr . Ko zgornjo enačbo pomnožimo z f(r)/2 dobimo nazadnje

r̈ − f ′(r)
2f(r)

ṙ2 − rf(r)φ̇2 +
c2f ′(r)f(r)

2
ṫ2 = 0. (7.50)

Sedaj upoštevamo oba integrala gibanja En. 7.46 in 7.47, pomnožimo z f−1(r)ṙ in ostanemo
nazadnje z

f−1(r)ṙr̈ − f ′(r)
2f2(r)

ṙ3 − h2

r3
ṙ +

c2f ′(r)
2f2(r)

A2 = 0, (7.51)

oziroma od tod
d

dτ

(
f−1(r)ṙ2 +

h2

r2
− c2A2

f(r)

)
= 0. (7.52)

Našli smo terj še zadnji integral gibanja, ki se glasi

f−1(r)ṙ2 +
h2

r2
− c2A2

f(r)
= −E. (7.53)
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Ugotovimo še, kaj je konstanta E. Najprej se povrnimo nazaj k izrazu za akcijo

S =
∫ (

f(r)−1

(
dr

dτ

)2

+ r2
(
dφ

dτ

)2

− f(r)c2
(
dt

dτ

)2
)
dτ =

=
∫ (

f−1(r)ṙ2 +
h2

r2
− c2A2

f(r)

)
dτ = −

∫
Edτ. (7.54)

Po drugi strani pa seveda vemo, da mora veljati

S =
∫
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ =

∫
ẋµẋ

µdτ = −c2
∫
dτ. (7.55)

Od tod seveda zalkučimo, da mora veljati E = c2. Torej mora biti vedno E > 0. To velja za
vse snovne delce, torej delce z mirovno maso. Za fotone, ki nimajo mirovne mase in se zato
lahko gibljejo s svetlobno hitrostjo pa mora biti ẋµẋµ = 0, oziroma E = 0. Splošen pogoj na
inatgraciijsko konstanto e je torej, E ≥ 0.

Nadaljujmo. Najprej vpeljimo novo spremenljivko u = 1
r , za katero velja, če upoštevamo še

drugi integral gibanja

du

dφ
= − 1

r2
dr

dτ

dτ

dφ
−→ ṙ = −r2φ̇ du

dφ
= −hdu

dφ
. (7.56)

Torej lahko En. 7.53, če jo pomnožimo še z f(r)h−2 zapǐsemo kot(
du

dφ

)2

+
f(r)
r2

− c2A2

h2
= −c

2f(r)
h2

. (7.57)

Sedaj se spomnimo še definicije f(r) lahko iz zgornje enačbe dobimo(
du

dφ

)2

+ u2 − 2MG

c2
u3 − 2MG

h2
u =

c2A2 − c2

h2
. (7.58)

To enačbo sedaj končno odvajajmo še po d
dφ pa dobimo gibalno enačbo v obliki(

d2u

dφ2

)
+ u =

MG

h2
+

3MG

c2
u2. (7.59)

Zaenkrat še ne vidimo pomen te enačbe. Da bi jo bolje spoznali, jo moramo primerjati z ustrezno
enačbo Newtonske mehanike.

Pri Newtosnki analizi Keplerjevega problema, torej gibanja masne točke v gravitacijskem po-
lju mase M vemo, da se mora ohranjati celotna energija. V cilindričnih koordinatah to zapǐsemo
kot

1
2
m
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
− mMG

r
= E. (7.60)

Ampak pazljivo: v zgornji enačbi pika pomeni odvod po času in ne po lastnem času! Delimo z
maso delca m poa ostanemo z izrazom

ṙ2 + r2φ̇2 − 2MG

r
= E′(=

2E
m

). (7.61)
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Sedaj zopet uvedemo spremenljivko u = 1
r in upoštevamo še drugi Keplerjev zakon v Newtonski

fiziki r2φ̇ = h, pa dobimo da je ṙ = −hdudφ , pri čemer ne smemo pozabiti, da sedaj pika pomeni
odvajanje po času. To vstavimo v zgornjo enačbo in imamo(

du

dφ

)2

+ u2 − 2MG

h2
u =

E′

h2
. (7.62)

Torej je kosnatnta gibanja A res v zvezi z energijskim integralom saj ustreza c2A2 − c2 ≡ E′.
Odvajajmo zgornjo enačbo še po φ pa dobimo končno(

d2u

dφ2

)
+ u =

MG

h2
, (7.63)

od koder že sledijo konične sekcije kot rešitve Keplerjevega problema v obliki

u(φ) = a cosφ+
MG

h2
. (7.64)

Če torej primerjamo gibalno enačbo v Einsteinovi teoriji gravitacije in Newtonovi teoriji gravi-
tacije, torej enačbi En. 7.59 in 7.63, uvidimo, da se razlikujeta le po zadnjem členu drugega reda
v u, sicer pa sta si zelo podobni (ne moremo reči identični, ker newtosnka gravitacija vsebuje
časovne odvode, einsteinovska pa odvode po lastnem času).

7.6 Precesija perihelija Merkurja

Poglejmo si najprej približne rešitve enačb gibanja za Keplerjev problem pri snovnem delcu.
Enačbo En. 7.59 (

d2u

dφ2

)
+ u =

MG

h2
+

3MG

c2
u2. (7.65)

bi lahko rešili numerično in dobili rozeti podobne trajektorije, kjer bi se perihelij (točka traj-
ektorije najbližje masi M) počasi vrtela okrog mase M . Temu vrtenju pravimo tudi precesija
perihelija. Ogledali si jo bomo s približnim računom.

V najnižjem redu predpostavimo, da je rešitev enačbe gibanja kar krožnica. Podobno rav-
namo tudi v newtosnki mehaniki pri analizi Keplerjevega problema. Torej nastavimo kot začetni
približek u = MG

h2 in ǐsčemo bolj natančno rešitev z nastavkom

u(φ) =
MG

h2
+ g(φ), (7.66)

kjer predpostavimo, da g(φ), opisuje majhno motnjo krožnega gibanja. Če vstavimo to v gibalno
enačbo dobimo do najnižjega reda po g

d2g(φ)
dφ2

+
(

1− 6(MG)2

c2h2

)
g(φ) =

3(MG)3

c2h4
+ . . . (7.67)

To seveda ni nič drugega kot enačba harmonskega oscilatorja v φ, z lasno frekvenco ω2 = 1 −
6(MG)2

c2h2 . Če bi bila ω2 = 1 potem bi delec prǐsel nazaj v začetno lego po kotu ∆φ0 = 2π
ω =
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2π. Člen − 6(MG)2

c2h2 predstavlja torej relativistični popravek zaradi katerega delec pri povratku v
začetno lego opravi nekoliko večji kot kot 2π. Namreč sedaj bo

∆φ =
2π
ω

=
2π√

1− 6(MG)2

c2h2

≈ 2π
(

1 +
3(MG)2

c2h2
+ . . .

)
= ∆φ0 + 2π

3(MG)2

c2h2
. (7.68)

Pri eni periodi gibanja se torej izhodǐsče gibanja pomakne v smeri gibanja za kot

∆φ−∆φ0

2π
≈ 3(MG)2

c2h2
. (7.69)

Zgornja enačba opisuje slovito relativistično precesijo preihelija. Ta relativistični efekt je za vse
planete našega osončja majhne, razen za Soncu najbližji planet Merkur, in pada v splošnem
s četrto potenco srednje oddaljenosti od Sonca, saj je h ∼ r−2. Za Merkur, katerega srednja
oddaljenost od Sonca je 5.8 × 107 km in ki obkroži Sonce v 88 dneh se da izračunati, da je
∆φ−∆φ0

2π probližno 43 ločnih sekund na stoletje. To je še enkrat toliko kot bi dobili iz perturbacij
v gibanje Merkurja zaradi ostalih večjih planetov v newtonski mehaniki.

7.7 Odklon svetlobe v gravitacijskem polju

Druga rešitev enačb gibanja, ki si jo bomo pobližje ogledali je odklon svetlobe v gravitacijskem
polju. Za foton smo že ugotovili, da moramo za integracijsko konstanto E vzeti vrednost nič,
kar nas pripelje v tem primeru do sledeče enačbe gibanja(

d2u

dφ2

)
+ u =

3MG

c2
u2. (7.70)

Člen na desno strani zgornje enačbe spet opisuje gravitacijske efekte. Če ga namreč ne bi imeli,
bi dobili sledečo rešitev zgornje enačbe

u0(φ) =
sinφ
R

, (7.71)

kar opisuje ravno premico z najmanǰso oddaljenostjo R od izhodǐsča. Brez gravitacijskih efektov
se foton torej giblje po premici, kar bi znali uganiti tudi brez zgornje enačbe. Če pa imamo v
izhodǐsču maso M pa rešitev nastavimo v obliki

u(φ) =
sinφ
R

+ δu(φ), (7.72)

kjer je δu(φ) perturbativen popravek. Vstavimo zgornji nastavek nazaj v En. 7.70 pa dobimo
do najnižjega reda (

d2δu(φ)
dφ2

)
+ δu(φ) =

3MG

c2R2
sinφ2 + . . . (7.73)

Ostali členi vsi prispevajo popravke v vǐsjem redu po 3MG
c2R2 . Ustrezna rešietv zgornje enačbe se

glasi
δu(φ) = A+B cos 2φ. (7.74)

Vstavimo jo nazaj in dobimo enačbo za konstanti A in B:

−4B cos 2φ+A+B cos 2φ =
3MG

c2R2
sinφ2 =

3MG

2c2R2
(1− cos 2φ). (7.75)
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Od tod dobimo kot rešitev

A =
3MG

2c2R2
, B =

MG

2c2R2
, (7.76)

s tem je do najnižjega reda rešitev En. 7.70 podana z

u(φ) =
sinφ
R

+
3MG

2c2R2

(
1 +

1
3

cos 2φ
)

+ . . . . (7.77)

Zanima nas le trajektorija žarka daelč stran od mase M . Takrat je r −→ ∞ in φ −→ φ∞ � 1,
tako da se zgornja enačba v tej limiti glasi

0 ∼ φ∞
R

+
2MG

c2R2
+ . . . . (7.78)

Žarek se torej v gravitacijskem polju odkloni za skupen kot ∆φ = 2φ∞, kar nam daje

∆φ =
4MG

c2R2
. (7.79)

Za žarek, ki gre tik ob Soncu bi dobili po zgornji enačbi ∆φ ∼ 1, 75 ločne sekunde. To je dvakrat
toliko kot bi dobili iz newtosnke fizike, če bi upoštevali, da se fotyon giblje kot klasični delec v
gravitacisjkem polju. Relativistični odklon svetlobnega žarka je eksperimentalno potrdil Sir A.
Eddington leta 1917.

7.7.1 Modeli vesolja (kozmologija)

Hubble je opazil, da imajo daljne galaksije tem večji rdeči premik, tem dlje so. Glede na Do-
pplerjev1 pojav (∆λ

λ
∼= v

c ) se torej hitreje oddaljujejo, dlje kot so:

v = Hr,

kjer je H Hubblova konstanta, ki znaša okoli 100km/sM pc
2. Glede na to, da se galaksije v vseh

smereh enako oddaljujejo, sklepamo da so nekoč bile skupaj, torej je 1
H
∼= 1010let ocena za

starost vesolja. Preden pa si ogledamo zakaj se galaksije oddaljujejo, pa omenimo še kozmološki
načeli.

Predempirični (kozmološki) načeli.

1. Kakršnokoli že je vesolje, je homogeno in izotropno. To kozmološko načelo vpeljemo eno-
stavno zato, ker ni razloga za preferenčno smer.

2. Antropski princip: kakršnokoli že je vesolje, ker vi obstajate in tole berete, mora dopuščati
vaš obstoj oziroma obstoj človeka.

Navedenih principov ne znamo izpeljati od nikoder, sta nekakšna temeljna postulata kozmologije.

1Christian Doppler, 1803 — 1853
2M pc = mega parsek, to je 3, 24 · 106 svetlobnega leta
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Standardni modeli. Obravnavajmo snov v vesolju kot enakomerno porazdeljen plin, kar si
na velikih merilih smemo privoščiti. Naj bo vesolje nekakšna krogla. Vprašamo se po gibalnih
enačbah za snov znotraj krogle z radijem r:

r̈ = −GM
r3

r,

kjer je masa M = 4πr3

3 ρ. Glede na prvi kozmološki princip lahko opustimo vektorski zapis:

r̈ = −GM
r2

.

To enačbo pomnožimo z ṙ in dobimo:

ṙr̈ = −GM
r2

ṙ −→ d

dt

(
ṙ2

2

)
=

d

dt

(
GM

r

)
oziroma

d

dt

(
ṙ2

2
− GM

r

)
= 0

To pomeni, da je izraz znotraj oklepaja enak neki konstanti:

1
2
ṙ2 − GM

r
=

1
2
C.

C je kozmološka konstanta, ki določa ukrivljenost vesolja. Iz splošne teorije relativnosti sledi, da
ima lahko le tri določene vrednosti. Glede na te tudi poimenujemo standardne modele vesolja:

C =

 −c2 odprto vesolje,
0 ravno vesolje (Einstein – de Sitterjevo),
c2 zaprto vesolje.

Poglejmo si preprosto rešitev za C = 0 (Einstein – de Sitterjevo vesolje). Rešujemo preprosto
enačbo

ṙ =

√
2GM
r

.

Spremenljivki brez težav ločimo
√

2GM
∫ t
0

dt =
∫ r(t)
0

√
rdr. Odvisnost med velikostjo vesolja in

njegovo starostjo je torej

r =
(

3
2

√
2GM

)2/3

t2/3.

V prej zapisano preprosto diferencialno enačbo vstavimo še Hubblov zakon

ṙ = Hr =

√
2GM
r

in izračunamo Hubblovo konstanto

H =
√

2GM
r3/2

=
√

2GM
3
2

√
2GM t

∼=
1
t
.

Hubblova konstanta je torej odvisna od časa, vendar je glede na opazovanja danes še težko o tem
kaj reči.
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Če si pogledamo odvisnost velikosti vesolja od starosti še za ostala dva modela, bomo opazili
troje različnih vesolij, ki imajo vsak svoje značilnosti, med drugim tudi vsak svojo odvisnost
Hubblove konstante od časa. Odprto vesolje se širi precej hitreje kot ravno Einstein – de Sitterjevo
in ima tako kot ravno samo začetek razširjanja, konca pa ne. Zaprto vesolje si tudi deli skupni
začetek s prvima dvema, a se neha širiti in se skrči nazaj v eno samo točko.

Poleg merjenja Hubblove konstante lahko starost vesolja ocenjujemo tudi drugače, ena od
metod je merjenje temperature remanentnega sevanja, ki je danes okoli 3K, začetna temperatura
pa je temperatura rekombinacije (ko iz protonov in elektronov nastanejo vodikovi atomi). Re-
manentno sevanje ni popolnoma izotropno. O tem, ali je vesolje homogeno, se še vedno delajo
študije. Gostota vesolja je okoli en vodikov atom na kubični meter, vendar je homogenost odvi-
sna od tega v katerem merilu gledamo. Pojavljajo se tudi vprašanja o tem, ali na velikih merilih
delujejo kakšne nam neznane sile / interakcije. . . Kozmologija je veda, ki nastaja in ki je usodno
povezana z nastajajočo teorijo kvantne gravitacije.
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Poglavje 8

Kvantna mehanika

8.1 Interferenčni poskusi z elektroni

Zamislimo si eksperiment1, pri katerem curek enako pripravljenih elektronov pošljemo skozi
eno izmed dveh rež v steni na zaslon, kjer merimo število elektronov, ki na dani koordinati z
zaslon zadenejo. Ker gre v obeh primerih za verjetnostno porazdelitev števila elektronov glede na
koordinato z, bi pričakovali, da bo vsota verjetnostnih gostot %1(z) prehoda skozi prvo režo ter
%2(z) prehoda skozi drugo odprtino enaka rezultatu poskusa, pri katerem sta odprti obe luknjici
hkrati. Z drugimi besedami to pomeni, da bi sešteli dva neodvisna dogodka2. Vendar pa se
rezultat %12(z), ki ga dobimo z izvedbo poskusa, z našo ugotovitvijo niti malo ne ujema.

Če poznamo interferenčne poskuse z elektromagnetnim valovanjem (naprej EMV) lahko opa-
zimo podobnost rezultatov. Ker vemo, da pri EMV merimo gostoto toka j, ki je sorazmerna vsoti
kvadratov amplitud električne poljske jakosti in gostote magnetnega polja3, hočemo tudi verje-
tnostno gostoto zapisati kot kvadrat nečesa. Zato definirajmo v splošnem kompleksno amplitudo
verjetnosti φ(z) (v nadaljevanju pri φ ne bom pisal odvisnosti od koordinate), tako da bo veljalo:

%i(z) = |φi|
2 = φiφ

∗
i ; i− indeks luknjice (8.1)

Torej lahko za verjetnostno porazdelitev %12(z) sedaj malo drugače zapǐsemo trditev, ki
jo lahko imenujemo tudi postulat kvantne mehanike: Pri sestavljanju dogodkov se seštevajo
verjetnostne amplitude in ne gostote verjetnosti!

%12(z) = |φ1 + φ2|2 6= %1(z) + %2(z) (8.2)

1Eksperimenti se imenujejo po C. J. Davisson-u (1881-1958; NN 1937) in L. H. Germer-ju (1896-1971).
2Verjetnostni račun: (P verjetnost, A, B, C, U, V pa so elementarni dogodki)

a...... ∀A; P (A) = 0 ; verjetnost vsakega dogodka je nenegativna,
b...... ∃U ; P (U) = 1 ; obstaja gotov dogodek,
c...... A + B = C; P (A) + P (B) = P (C) ; velja, če sta A in B disjunktna dogodka
č...... ∃A; P (A) = 1− P (A) ; vsak dogodek ima sebi nasprotni dogodek
d...... ∃V ; P (V ) = 0 ; obstaja nemogoč dogodek

3Merimo j ∝ E2 + B2 ;
Celotna zaslonska vrednost E in B je vsota zaslonskih vrednosti meritve pri eni ter pri drugi odprtini (E = E1+E2,
B = B1 + B2 ), zato je kvadrat vrednosti enak : E2 = (E1 + E2)2 = E2

1 + E2
2 + 2E1E2. Člen E2

2 + 2E1E2 pa
glede na pojav imenujemo ’interferenčni člen’.
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Oglejmo si, kaj nam postulat dejansko pove. Z upoštevanjem izrazov (8.1) in (8.2) smemo
zapisati:

%12(z) = (φ1 + φ2)(φ
∗
1 + φ∗2) = φ1φ

∗
1 + φ1φ

∗
2 + φ2φ

∗
1 + φ2φ

∗
2

%12(z) = %1(z) + φ1φ
∗
2 + φ2φ

∗
1 + %2(z) = %1(z) + %2(z) + 2Re[φ1φ

∗
2]

Po analogiji z EMV člen 2Re[φ1φ
∗
2] imenujemo kvantnomehanska interferenca.

8.2 Feynmanova postulata

V splošnem se ne ukvarjamo z interferenco, temveč z gibanjem. Sicer bo kmalu jasno, da je
nesmiselno govoriti o trajektorijah, še vedno pa lahko vpeljemo verjetnost prehoda delca v točko
(b) iz točke (a):

%(b, a) = |K(b, a)|2 (8.3)

V tem primeru pomeni K(b, a) verjetnostno amplitudo prehoda, ki jo imenujemo tudi propagator.

Zamislimo si, da je med točkama (a) in (b) postavljenih veliko med seboj vzporednih zaslonov
z režami. Ker so le-te poljubno razporejene po prostoru, lahko sedaj seštevamo posamezne
amplitude prehodov (za vsako režo posebej):

K(b, a) = K11′1′′···(b, a) +K21′1′′···(b, a) + · · ·+K12′1′′···(b, a) + · · ·

Indeks amplitude pove skozi katero režo (številka) na katerem zaslonu (črtica) smo potovali v
(b) iz (a). Torej lahko enačbo (8.3) zapǐsemo malo drugače in jo imenujemo po poti integral :

%(b, a) =

∣∣∣∣∣∣
∑

(po poteh)

Kpot(b, a)

∣∣∣∣∣∣
2

(8.4)

Delec torej za prehod nima na voljo le ene trajektorije kot v klasični mehaniki. Za prehod so
mu odprte vse možne poti, od katerih pa si eno izbere. Zato postane sam pojem trajektorije
v Kvantni mehaniki degradiran! Pomembno je, da vselej upoštevamo vse poti, tudi če se nam
zdijo popolnoma nesmiselne. Za pot se zato uveljavlja tudi izraz zgodovina prehoda.

Verjetnostna amplituda prehoda je torej vsota verjetnostnih amplitud za posamezne poti,
po vseh poteh:

K(b, a) =
∑
{x(t)}

φ [x(t)] (8.5)

Enačbo (8.5) imenujemo 1. Feynmanov4 postulat.

V klasični mehaniki smo kar naprej operirali z akcijo, zato ne bo nič narobe, če jo tudi sedaj
poskusimo vpeljati v enačbe. Zamislimo si torej, da je verjetnostna amplituda za katerokoli pot
sorazmerna eksponentni vrednosti akcije5, pomnožene z neko konstanto:

φ [x(t)] ∝ e
i
~ S[x(t)] (8.6)

4Richard Feynman (1918 - 1988 , NN 1965)
5Akcija: S[x(t)] =

R t2
t1 L(x, ẋ, t)dt ; Lagrangeova funkcija: L(x, ẋ, t) = 1

2
mẋ2 − V (x) ; glej TF1
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V sorazmernosti, ki nastopa v enačbi (8.6) se prefinjeno skriva normalizacijska konstanta, ki jo
seveda izračunamo za vsak primer posebej. V eksponentu se pojavi neka nova konstanta ~, za
katero velja:

~ = h/2π = 1, 054 · 10−34Js

in kjer je h seveda Planckova6 konstanta. Na podlagi teh ugotovitev lahko sedaj brez dlake na
jeziku rečemo, da so gibanja, pri katerih je akcija S [x(t)] istega reda velikosti kot ~, kvantnega
značaja.

Na podlagi novih ugotovitev in enačbe (8.6) lahko ponovno zapǐsemo verjetnostno amplitudo
prehoda:

K (b, a) ∝
∑
{x(t)}

e
i
~ S[x(t)] (8.7)

Vidimo, da v izrazu (8.7), ki ga imenujemo 2. Feynmanov postulat nastopa kar klasična
akcija! Oglejmo si, kaj ta ugotovitev dejansko pomeni.

8.2.1 Posledice Feynmanovih postulatov

Bolj ali manj je vse, kar bomo ugotovili od sedaj naprej posledica postulatov (8.5) in (8.7).
V preǰsnjem poglavju smo postavili pogoj za gibanja kvantnega značaja. Če ta pogoj upoštevamo
skupaj z limito7, v kateri ~ pošljemo proti 0, smemo ugotoviti, da se v tej limiti kvantna mehanika
reducira v klasično. V izbranem primeru so namreč vse akcije velike v primerjavi s ~. Oglejmo
si to še analitično (seveda v limiti ~ → 0). Ker gledamo limitno aproksimacijo, najprej razvijmo
x(t) ter akcijo do najnižjega reda:

x(t) → xkl(t) + δx(t)

S[x(t)] → Skl [xkl(t)] + δS [xkl(t), δx(t)] + · · ·

Ne bo odveč, če povemo, da je Skl klasična akcija in xkl klasična trajektorija, ki skupaj z ẋkl
zadostuje Euler-Lagrangeovi enačbi:

d

dt

(
∂L

∂ẋkl

)
− ∂L

∂xkl
= 0

Zaradi majhnih sprememb akcije smemo trditi, da sta δS in ~ primerljiva, oziroma:

lim
~→0

Skl
~
→∞ ; lim

~→0

δS
~
→ konc̆no

Uporabimo razvoj do najnižjega reda za ponoven zapis verjetnostne amplitude iz enačbe (8.6):

e
i
~ S[x(t)] → e

i
~ Skl[xkl(t)] · e i

~ δS[xkl(t),δx(t)]

φ[x(t)] ∝ e
i
~ Skl[xkl(t)] · e i

~ δS[xkl(t),δx(t)]

6Konstanto (h = 6, 624 · 10−34Js) je leta 1900 vpeljal Max Planck (1858 - 1947, NN 1918)
7Namesto limite ~ → 0 bi lahko gledali tudi S → ∞, ~ pa bi bila še naprej konstanta. Vendar pa je bolje

ohraniti konstantno akcijo in pogledati pogoje, pri katerih bo gibanje, ki ji zadostuje, klasičnega značaja.
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Prvi člen produkta je neko dobro definirano število, med tem, ko za drugi člen ( e
i
~ δS[xkl(t),δx(t)])

lahko ugotovimo, da v dani limiti vedno hitreje oscilira! Če dani nastavek uporabimo na postulatu
(8.7), smemo prvi del izpostaviti iz vsote, drugi del pa seštejemo le po odmikih vseh danih poti:

K(b, a) ∝ e
i
~ Skl[xkl(t)] ·

∑
{δx(t)}

e
i
~ δS[xkl(t),δx(t)]

Površen pogled na zgornji zapis bi lahko v nas vzbudil napačno misel, in sicer bi zaradi vsote po
fluktuacijah celoten del ovrednotili z 0. Če pa bi bilo to res, bi lahko izbrali poljubno trajektorijo,
saj bi se oscilacije izničile, hkrati pa bi veljalo tudi K(b, a) = 0 in P (b, a) = 0. To pa bi pomenilo,
da v točko (b) iz (a) sploh ne moremo priti! Kaj smo spregledali? Da bi to ugotovili, si poglejmo
spremembe akcije malo bolj natančno:

δS =
∫ tb

ta

[
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x

]
δx(t)dt

δS [xkl(t), δx(t)] =
∫ tb

ta

[
d

dt

(
∂L

∂ẋkl

)
− ∂L

∂xkl

]
δx(t)dt = 0

Vidimo, da je le δS enaka 0. Ker pa nastopa v eksponentu, pa je celoten člen, ki smo ga prej
proglasili za enakega 0, enak 1:

e
i
~ δS[xkl(t),δx(t)] = 1

V limiti (~ → 0) nam torej ostane le ena sama trajektorija, ki je klasičnega značaja:

K(b, a) ∝
∑
{x(t)}

e
i
~ S[x(t)] ∝ e

i
~ Skl[xkl(t)] (8.8)

Sedaj, ko smo vse skupaj lepo formulirali, pa se pojavi vprašanje praktične uporabe. Opa-
zimo namreč, da moramo sešteti po neskončno mnogih poteh. Oglejmo si torej postopek računanja
po poti integralov.

8.3 Funkcionalni integral

Računanja po poti integrala se lotimo podobno kot računanja Riemannovega8 integralu. V
ta namen postavimo točki (a) in (b) v koordinatni sistem, na katerega absciso nanašamo lego x,
na ordinato pa čas t. S tem smo točkama pripisali koordinate: (a) = (xa, ta), (b) = (xb, tb).

Kot lahko opazimo, je za regularnost postopka pomembno, da so slike posameznih trajek-
torij na grafu x(t) takšne, da imajo pri določenem času (tvmesni) natančno določeno koordinato
(x(tvmesni)). S tem pogojem zadostimo zahtevi, da se delec v določenem trenutku ne nahaja na
več mestih hkrati9! Seveda pa moramo po drugi strani dovoliti, da gre delec skozi isti zaslon
lahko tudi večkrat.

8Riemanov (Bernhard Riemann (1826 - 1866)) integral (ploščino A pod funkcijo) računamo tako, da dani
interval razdelimo na n enakih delov s širino ε in nato seštejemo ploščine posameznih pravokotnikov (xi+1−xi = ε
; xa = x0, xb = xn).

A =

Z xb

xa
f(x) dx = lim

ε→0

X
i

εf(xi)

9Enoznačna odvisnost od časa.
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Abscisni del med točkama (a) in (b) razdelimo z zasloni na N enakih delov z dolžino δ, tako
da velja xa = x0 in xb = xN :

Nδ = xb − xa

δ = xi+1 − xi

Prav tako tudi časovni del podobno razdelimo na N enakih delov ε (ta = t0, tb = tN ):

Nε = tb − ta

ε = ti+1 − ti

S tem smo posamezne trajektorije diskretizirali glede na posamezne dele intervala. Če hkrati
upoštevamo še enačbo (8.7), lahko rečemo, da je vsaka poljubna trajektorija eden izmed členov
v vrsti za K(b, a):

e
i
~ S[x(t)] = exp

[
i
~

N−1∑
i=1

[(
1
2
m

(xi+1 − xi)2

(ti+1 − ti)2
−V(xi)

)
(ti+1 − ti)

]]

Seveda je x fiksen v točkah (a) in (b), iz česar sklepamo, da nam po prvem in zadnjem delu
intervala ni potrebno seštevati.

Definirajmo sedaj malce drugačen zapis vsote po vseh poteh∑
{x(t)}

→ lim
ε,δ→0

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞︸ ︷︷ ︸
N−1

dx1 . . . dxN−1

in ga uporabimo za zapis K(b, a):

K(b, a) ∝
∑
{x(t)}

e
i
~S[x(t)] ∝ lim

ε,δ→0

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞︸ ︷︷ ︸
N−1

e
i
~S[x(t)] dx1 . . . dxN−1

Če uvedemo še novo oznako D[x(t)]:

D[x(t)] = lim
N→∞

dx1dx2 . . . dxN−1

smemo zapisati verjetnostno amplitudo K(b, a) v obliki funkcionalnega integrala:

K(xb, tb;xa, ta) ∝
∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞︸ ︷︷ ︸
N−1

e
i
~S[x(t)] D[x(t)] (8.9)

Seveda pa ni diskretizirana samo integracija , temveč tudi sama funkcija:

S[x(t)] =
∫ tb

ta

L(x, ẋ, t) dt→
∑
i

[
L(xi,

xi+1 − xi
ε

, ti) · ε
]

Vprašanje, ki je na tem mestu zelo vmesno, je konvergenca funkcijskega integrala. Če bralca to
področje hudo zanima, naj pogleda v kakšno matematično knjigo, saj se s tem tukaj ne bomo
ukvarjali.
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8.3.1 Lastnosti funkcionalnega integrala

Med točkama (a) in (b) vzemimo poljubno točko (c) = (xc, tc). Ker gre pri vpeljavi D[x(t)]
za limito produkta, smemo le-tega z upoštevanjem vmesne točke zapisati tudi takole:

D[x(t)] = Dac[x(t)] dxc Dcb[x(t)] ,

hkrati pa smemo razdeliti na dva dela tudi integral Lagrangeove funkcije:

S[x(t)] =
∫ tb

ta

L(x, ẋ, t) dt =
∫ tc

ta

L(x, ẋ, t) dt+
∫ tb

tc

L(x, ẋ, t) dt = Sac[x(t)] + Scb[x(t)]

S tem nastavkom smo torej razdelili akcijo na dva dela, katerih vsota je enaka prvotni akciji. Če
sedaj dobljena rezltata uporabimo v enačbi (8.9), smemo zapisati:

K(xb, tb;xa, ta) =
∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞︸ ︷︷ ︸
N−1

Dac[x(t)] e
i
~Sac[x(t)] dxc e

i
~Scb[x(t)] Dcb[x(t)]

Takoj lahko opazimo, da v zgornji enačbi lahko ponovno uporabimo enačbo (8.9) in tako zapǐsemo:

K(xb, tb;xa, ta) =
∫
K(xb, tb;xc, tc) K(xc, tc;xa, ta) dxc (8.10)

Tako smo ugotovili, da vaerjetnostna amplituda zadošča lastnosti Markova. Od tod pa lahko
izluščimo še enkaj. Postavimo sedaj tb = ta, torej konec in začetek naj sovpadata. Glede na
to, da v zgornji enačbi tc predstavlja nek vmesni čas, mora biti v tem, primeru tudi ta enak
tb = ta = tc = t. Dobimo torej

K(xb, t;xa, t) =
∫
K(xb, t;xc, t) K(xc, t;xa, ) dxc. (8.11)

Od tod pa seved že sledi, da je

K(xb, t;xa, t) = δ(xb − xa). (8.12)

Če torej začetek in konec gibanja sovpadata, mora biti ustrezna verjetnostna amplituda kar delta
funkcija. To je seveda edino smiselno.

Iz zgornjih lastnosti funkcionalnega integrala pa sledi še ena pomembna lastnosti, namreč
verjetnotsna amplitudi mora biti očitno nič, če je začetni čas večji od končnega, torej

K(xb, tb;xa, ta) = 0, za tb < ta. (8.13)

Tudi te lastnosti najbrz ni potrebno še posebej utemeljevati. Zgornji dve lastnosti verjetnostne
amplitude sta bistvei in nastopata kot neke vrste robna pogoja v času. Z njima se bomo srečali
še večkrat.
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8.4 Klasični prosti delec

Ponovimo najprej nekaj dejstev iz klaseične mehanike prostega delca. Lagrangeova funkcija se v
tem primeru glasi

L =
1
2
mẋ2

. Ko jo vstavimo v Euler Lagrangeovo enačbo, dobimo enostavno diferencialno enačbo drugega
reda

d
dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0 ⇒ ẍ = 0,

katere rešitev je seveda kot že vemo

x0(t) =
x2(t− t1) + x1(t2 − t)

(t2 − t1)
. (8.14)

kjer snmo upoštevali robna pogoja

x1 = x(t1) oziroma x2 = x(t2). (8.15)

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upoštevanje Euler - Lagrangeove enačbe zapǐsemo
v tejle obliki

S =
∫ (2)

(1)

L(x, ẋ, t)dt =
∫ (2)

(1)

(
1
2mẋ

2
)
dt =

m

2
(x(2)ẋ(2)− x(1)ẋ(1)) . (8.16)

Od tod dobimo
S =

m

2(t(2)− t(1))
((x(2)− x(1))2 . (8.17)

Preostane nam le še, da si pogledamo klasično energijo oscilatorja. Za celotno energijo prostega
delca seveda dobimo

H = 1
2m

(x(2)−x(1))2
(t(2)−t(1))2 , (8.18)

ki je seveda konstantna. S tem smo o prostem delcu v klasični mehaniki še enkrat povedali vse
kar že vemo.

8.5 Kvantni prosti delec

V kvantnomehanskem primeru je seveda osnovna količina, ki jo znamo izračunati propagator
oziroma verjetnostna amplituda, ki se v tem primeru glasi

K(x2, t2;x1, t1) =
∫
. . .

∫
D[x(t)]e

i
~S[x(t)], (8.19)

pri čemer je

S =
∫ t2

t1

L(x, ẋdt =
∫ T

0

(
1
2mẋ

2
)

dt. (8.20)

Vse možne poti oziroma trajektorije v zgornji enači morajo seveda zadoščati robnim pogojem

x1 = x(t1) oziroma x2 = x(t2). (8.21)
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Te trajektorije sedaj parametriziramo oziroma opǐsemo s klasičnimi trajektorijami v obliki

x(t) = x0(t) + y(t) (8.22)

Klasično trajektorijo smo zapisali v preǰsnjem poglavju in je ne bomo še enkrat. Za devijacijo
y(t) seveda očitno velja, da mora imeti robna pogoja

y(ta) = y(tb) = 0. (8.23)

Sedaj pa nam ne preostane nič drugega, kot da pot delca zapǐsemo z newtonovimi trajektorijami,
upoštevajoč odstopanja y(t):

x(t) = x0(t) + y(t) −→ S[x(t)] = S0[x0(t)] +
1
2

∫ tb

ta

(
mẏ2(t)

)
dt. (8.24)

V zgornji enačbi nimamo linearnega člena v y(t). To je posledica dejstva, da x0(t) zadošča Euler-
Lagrangeovi enačbi. Dobljeno akcijo sedaj skupaj s trditvijo, da odstopanj v končnih točkah ni,
uporabim v enačbi (8.9):

K(xb, tb;xa, ta) = e
i
~S0[x0(t)]

∫ y(tb)

y(ta)

e
i
~

R tb
ta

1
2mẏ

2(t) dt D[y(t)] =

= A(tb − ta)e
i
~S0(xb,tb;xa,ta). (8.25)

Tu smo upoštevali, da preostali funkcionalni integral ni več odvisen od robnih pogojev (ker y(t)
ni večodvisen od robnih pogojev) in je zgolj funkcija časovne razlike tb − ta.

Za izračun funkcije A(tb − ta) bomo zopet uporabili lastnost En. 8.10

K(xb, tb;xa, ta) =
∫
K(xb, tb;xc, tc) K(xc, tc;xa, ta) dxc. (8.26)

skupaj z lastnostjo propagatorja, da je

K(xb, t;xa, t) = δ(xb − xa). (8.27)

Z upoštevanjem obeh identitet lahko ugotovimo, da mora veljati tale enačba

δ(xb − xa) =
∫
K(xb, tb;x, 0) K(x, 0;xa, ta) dx. (8.28)

Najprej bomo ugotovili tole: če v propagatorju zamenjamo vrtsni red argumentov dobimo
identičen rezultat kot če bi vzeli kompleksno konjugrano vrednost. Velja torej

K(x, 0;xa, ta) = K∗(xa, ta;x, 0). (8.29)

Poleg tega vzemimo še tb = ta = t in potemtakem dobimo

δ(xb − xa) =
∫
K(xb, tb;x, 0) K∗(xa, ta;x, 0) dx = |A(t)|2

∫ +∞

−∞
e

i
~ (S0(xb,t;x,0)−S0(xa,t;x,0)) dx.

(8.30)
Sedaj upoštevamo obliko klasične akcije in ostanemo s sledečo obliko integrala po x

δ(xb − xa) = |A(t)|2
∫ +∞

−∞
e

i
~α(x)(xb−xa)) dx. (8.31)
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Tu smo najprej upoštevali, da je

S0(xb, t;x, 0)− S0(xa, t;x, 0) =
m

2
((xb + xa)− 2x) (xb − xa), (8.32)

in smo vpeljali novo funkcijo

α(x) =
m

2t
((xb + xa)− 2x) oziroma

dα

dx
= −m

t
. (8.33)

Z vpeljavo nove integracijske spremenljivke lahko zgornji integral zapǐsemo kot

δ(xb − xa) = |A(t)|2 2π~
dα
dx

∫ +∞

−∞
e

i
~α(xb−xa)) dα

2π~
= |A(t)|2 2π~

− m
(t)

δ(xb − xa). (8.34)

Pri zadnjem enačaju na desni strani enačbe smo upoštevali integralsko reprezentacijo Diracove
delta funkcije. Od tod lahko izluščimo iskano funkcijo v obliki

A(tb − ta) =
√

m

2πi~(tb − ta)
. (8.35)

Potemtakem se celoten propagator za prosti delec glasi

K(xb, tb;xa, ta) =
√

m

2πi~(tb − ta)
e

i
~

m(xb−xa)2

2(tb−ta) (8.36)

Izpeljali smo torej zaključeno, analitično obliko propagatorja harmonskega oscilatorja. Vidimo,
da se ga da izraziti izključno s klasičnimi količinami. In sicer ga lahko zapǐsemo v alternativni
obliki kot

K(xb, tb;xa, ta) =

√
1

2πi~
|∂

2S0(xb, tb;xa, ta)
∂xa∂xb

| e
i
~S0(xb,tb;xa,ta). (8.37)

Zgornja enačba je eden najpomembneǰsih rezultatov v kvantni mehaniki in velja bolj splošno
kot le za prosti delec, kot bomo kmalu ugotovili.. Potrebno je povdariti, da znamo eksplicitno
izračunati le tiste funkcionalne integrale, ki se jih da tako ali drugače (predvsem pametnimi
koordinatnimi transformaicjami) zreducirati na harmonski oscilator. Gospodar funkcionalnih
integralov pa je berlinski fizik Hagen Kleinert.

Poglejmo si še verjetnostno gostoto, ki jo dobimo iz pravkar izračunanega propagatorja
prostega delca

% = |K(xb, tb;xa, ta)|2 = K(xb, tb;xa, ta) K∗(xb, tb;xa, ta) =

=
m

2π~(tb − ta)

Smiselno je pogledati verjetnost, da delec iz (a) pride v izbrano okolico točke (b), ki jo označimo
z dxb:

% dxb =
m dxb

2π~(tb − ta)

Sedaj pa je čas za izvirno idejo — ker je za verjetnost samo vseeno, s katero spremenljivko je
izražena, jo poskusimo opisati še z gibalno količino:

p = mẋ = m
(xb − xa)
(tb − ta)
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dp =
m dxb

(tb − ta)

Če preǰsnjo izjavo prelijemo v enačbe, lahko opazimo naslednje:

%(y) dy = %(x)dx

%xb
dxb =

dp

2π~
= %p dp

%p =
1

2π~
= konst. (8.38)

Torej vidimo, da so vse gibalne količine, in z njimi tudi vse poti, enako verjetne. Torej ima delec
na svoji poti iz (a) v (b) v vsaki točki na izbiro katerokoli smer ter katerokoli vrednost gibalne
količine. Vendar pa to ne pomeni, da se delec potem ne more odločiti, po kateri poti naj gre.
Enostavno to pomeni, da delec na svoji poti poskusi vse možnosti, ki so mu na razpolago.

8.5.1 De Broglie-jeva enačba

Zanimivih relacij pa ne dobimo samo z izračunom verjetnosti. Povsem dovolj je, če si bolj
podrobno ogledamo propagator sam. V ta namen postavimo koordinatni sistem tako, da bo
veljalo (a) = (0, 0) in (b) = (x, t).

Ko vrednosti koordinat vstavimo v enačbo (??), dobimo:

K(x, t; 0, 0) =
√

m

2πi~t
e

imx2
2~t

V skladu z našim namenom recimo, da je t konstanta, in si oglejmo realni del verjetnostne
amplitude:

Re(K) ∝ cos
[m
2~
x2
]

Kot je razvidno na sliki (8.1), ima graf funkcije cos[x2] različne razdalje med dvema zaporednima
ničlama. Velja, da za velike x smemo reči, da se zaporedne vrednosti valovne dolžine λ približujejo
0. Funkcija cos[ax] ima periodo 2π. Če je λ valovna dolžina, smemo zapisati:

Slika 8.1: Graf funkcije: y = cos
[
t2
]

2π = 2a(x+ λ)− 2ax

Za našo funkcijo torej velja:

2π =
m(x+ λ)2

2~t
− mx2

2~t
=
mλx

~t
+
mλ2

2~t

Ker so vrednosti valovne dolžine zelo majhne, je člen, ki vsebuje odvisnost λ2 veliko manǰsi od
linearnega. Zato ga seveda smemo zanemariti. Ostane nam:

2π =
mλx

~t
=
p

~
λ
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Zapisano v malo lepši obliki pa to ni nič drugega, kot de Broglie-jeva10 enačba:

λ =
2π~
p

(8.39)

Za velike vrednosti x se torej delec obnaša tako, da se verjetnostna amplituda obravnava kot
sinusno valovanje. Delec pri tem ostane delec in ga ne obravnavamo kot valovanje!

8.5.2 Planck – Einsteinova enačba

V preǰsnjem razdelku smo si ogledali primer t = konst., sedaj pa si oglejmo še primer, ko je
konstantna končna lega x delca v prostoru. Verjetnostna amplituda se za ta primer reducira v:

K =
b√
t
e

ia
t

Zopet nas bo zanimal samo realni del oblike:

K ∝ 1√
t
cos
[a
t

]
Analogno s preǰsnjo izpeljavo nas bo tudi tukaj zanimala razdalja med dvema zaporednima
ničlama. Kot je namreč razvidno s slike (8.2), se razdalje med zaporednimi ničlami večajo
skupaj z naraščanjem t. V upanju, da iskana razdalja za velike t konvergira k določeni vrednosti,
si oglejmo periodo dane funkcije:

2π =
mx2

2~t
− mx2

2~(t+ T )
=
mx2

2~t
− mx2

2~t

(
1 +

T

t

)−1

Izraz v oklepaju razvijemo do dugega reda:

Slika 8.2: Graf funkcije: y = 1√
t

cos
[
1
t

]

2π =
mx2

2~t
− mx2

2~t

(
1− T

t
+
T 2

t2
− · · ·

)
=
mx2T

2~t2
− mx2T 2

2~t3
+ · · ·

Pri velikih vrednostih t postane drugi člen dobljenega izraza zelo majhen v primerjavi s prvim
členom, zato ga zanemarimo. Če upoštevamo še naslednji zapis:

E =
1
2
mv2 =

mx2

2t2
,

smemo zapisati:

2π =
mx2

2~t2
T =

E

~
T

Z uporabo definicije krožne frekvence ω = 2π/T vidimo, da smo prǐsli do naslednje pomembne
identitete, znane pod imenom Planck – Einsteinova11 enačba:

E = ~ω (8.40)
10Louis Victor de Broglie (1892 - , NN 1929)
11Albert Einstein (1879 - 1955, NN 1921)
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8.6 Valovna funkcija

Do sedaj smo ves čas zanimali za prehod delca od ene do druge točke, vendar pa se večkrat
izkaže, da nas bolj zanima kje delec je, in ne od kod je prǐsel. Zato se poskusimo znebiti začetne
točke pri verjetnostni amplitudi in uvedimo verjetnost nahajanja delca z valovno funkcijo
Ψ(x, t):

K(x, t;x0, t0) → Ψ(x, t)

Valovno funkcijo smemo razumeti kot verjetnostno amplitudo dogodka v prostoru, torej lahko
zapǐsemo:

%(x, t) = |Ψ(x, t)|2 (8.41)

Ker se delec v prostoru vedno nekje nahaja, smemo v skladu z normalizacijo zahtevati:∫ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx = 1

Z uporabo enačbe (8.10) pa se izkaže, da Ψ(x, t) zadošča naslednji enačbi:

K(x, t;x0, t0) =
∫
K(x, t;x′, t′) K(x′, t′;x0, t0) dx′

Ψ(x, t) =
∫
K(x, t;x′, t′) Ψ(x′, t′) dx′

Dobili smo torej integralsko enačbo, katere jedro je propagator. Ker nas seveda zanima, kakšna je
njegova vrednost, si najprej oglejmo vrednost verjetnostne amplitude prehoda. Zato si izberimo
dva bližnja trenutka v času:

Ψ(x, t+ dt) =
∫
K(x, t+ dt;x′, t) Ψ(x′, t) dx′ ; dt→ 0 (8.42)

Ker smo vzeli za primer dogodka, ki se zgodita v kratkem časovnem intervalu, velja, da je tudi
pot, ki jo delec v tem času prepotuje, zelo kratka! To upoštevamo z naslednjim nastavkom:

S[x(t)] =
∫ t+dt

t

[
1
2
mẋ2 − V (x)

]
dt =

1
2
m

[x(t+ dt)− x(t)]2

dt
− V (x)dt

Ko dano akcijo uporabimo v enačbi (8.7), prirejeni za naš primer, ter upoštevamo še x(t+dt) = x
in x(t) = x′, dobimo Diracov približek12, oziroma propagator

lim
dt→0

K(x, t+ dt;x′, t) ∼= Ae
im
2~

(x−x′)2
dt − i

~V (x)dt (8.43)

Diracov približek se bo izkazal za zelo priročneg pri izpeljavi Schrödingerjeve enačbe v naslednjem
razdelku.

12Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984, NN 1933)
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8.7 Schrödingerjeva enačba

V tem poglavju bomo dokazali fundamentalno ekvivalentnost med funkcionalnim integralom in
pa Schrödingerjevo enačbo. Poglejmo si kako poteka ta dokaz anjprej za valovno funkcijo in nato
se za verjetnostno amplituo samo.

Najprej vstavimo Diracov približek za verjetnostno amplitudo iz enačbe (8.43) v enačbo
(8.42), ter hkrati uvedemo še novo spremenljivko η = x′ − x, dobimo:

Ψ(x, t+ dt) ∼= A

∫ +∞

−∞
e

im
2~

η2

dt −
i
~V (x)dt Ψ(x+ η, t) dη

Hitro lahko opazimo, da člen exp[aη2] pri velikih vrednostih η oscilira, kar nam računsko niti
najmanj ni všeč. Zato se odločimo, da bomo gledali vrednosti valovne funkcije pri majhnih η
oziroma pri kratkih poteh, kar je smiselno glede na preǰsnje predpostavke. V ta namen razvijmo
valovno funkcijo do drugega reda:

Ψ(x, t+ dt) ∼= Ψ(x, t) +
∣∣∣∣∂Ψ
∂x

∣∣∣∣
η=0

η +
1
2

∣∣∣∣∂2Ψ
∂x2

∣∣∣∣
η=0

η2 + · · ·

Ko enačbo za Ψ(x, t+ dt) ponovno zapǐsemo, dobimo:

Ψ(x, t+ dt) ∼= Ae−
i
~V (x)dt

∫ +∞

−∞
e

im
2~

η2

dt

(
Ψ(x, t) +

∂Ψ
∂x

η +
1
2
∂2Ψ
∂x2

η2 + · · ·
)
dη

Opazimo lahko, da je

e
im
2~

η2

dt
∂Ψ
∂x

η

liha funkcija. Ker integriramo po simetričnem intervalu, bo torej integral te funkcije enak 0.
Ostane nam le še:

Ψ(x, t+ dt) ∼= Ae−
i
~V (x)dt

[
Ψ(x, t)

∫ +∞

−∞
e

im
2~

η2

dt dη +
1
2
∂2Ψ
∂x2

∫ +∞

−∞
η2e

im
2~

η2

dt dη

]
Po izračunu vrednosti obeh integralov13, smemo zapisati:

Ψ(x, t+ dt) ∼= Ae−
i
~V (x)dt

√
2πi~ dt
m

[
Ψ(x, t) +

i~ dt
2m

∂2Ψ(x, t)
∂x2

+ · · ·
]

(8.44)

Ker nas zanima koeficient A, razvijmo funkcijo Ψ(x, t+ dt) po času

Ψ(x, t+ dt) = Ψ(x, t) +
∂Ψ(x, t)
∂t

dt+ · · · ,

in si oglejmo rezultat pri pogoju dt→ 0:

Ψ(x, t) = A

√
2πi~ dt
m

Ψ(x, t) ⇒ A =
√

m

2πi~ dt
13Vrednost prvega integrala že poznamo iz poglavja Verjetnostna amplituda prostega delca, vrednost

drugega pa zopet preberemo iz tabel in jo uporabimo za C argument:Z +∞

−∞
x2e−ax2

dx =
1

2a

r
π

a

231
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Ko dobljeno vrednost koeficienta A vnesemo v enačbo (8.44), ostane le še:

Ψ(x, t) +
∂Ψ(x, t)
∂t

dt+ · · · = e−
i
~V (x)dt

[
Ψ(x, t) +

i~ dt
2m

∂2Ψ(x, t)
∂x2

+ · · ·
]

Preostane nam le še razvoj eksponentnega dela množenje dobljenih členov z vrednostjo oglatega
oklepaja. Zapǐsimo torej člene do vključno reda dt, vse vǐsje pa zanemarimo:

Ψ(x, t) +
∂Ψ(x, t)
∂t

dt+ · · · = Ψ(x, t) +
i~
2m

dt
∂2Ψ(x, t)
∂x2

− i

~
V (x)dtΨ(x, t) + · · ·

Na obeh straneh enačbe odštejmo Ψ(x, t) ter nato obe strani pomnožimo z i~/dt. Dobili smo
rezultat, ki ga imenujemo Schrödingerjeva14 enačba:

i~
∂Ψ(x, t)
∂t

= − ~2

2m
∂2Ψ(x, t)
∂x2

+ V (x)Ψ(x, t) (8.45)

Dano enačbo, kateri morajo ustrezati regularne valovne funkcije, je avstrijski fizik izpeljal že
leta 1925, vendar pa je pri tem ubral drugačno pot kot mi. Izpeljavo, ki je zapisana tukaj,
in da enačbo kot posledico zapisa propagatorja s popotnim integralom, pa je leta 1946 objavil
Feynman.

Za Schrödingerjevo enačbo 8.45, velja zanimiv ohranitveni zakon, ki si ga poglejmo. Najprej
Schrödingerjevo enačbo lahko na obeh straneh konjugiramo in dobimo

−i~∂Ψ∗(x, t)
∂t

= − ~2

2m
∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
+ V ∗(x)Ψ∗(x, t) ; V ∗(x) = V (x) (8.46)

Potencial smo seveda privzeli kot realen. Torej Schrödingerjevi enačbi ustreza kot rešitev Ψ(x, t),
konjugirani enačbi pa Ψ∗(x, t). Sedaj, ko smo oboroženi s to ugotovitvijo, pa si oglejmo vrednost
izraza:

∂%(x, t)
∂t

=
∂

∂t
|ψ(x, t)|(x,t)2. (8.47)

Z uporabo definicije (8.41) smemo zapisati (namestoΨ(x, t) bomo pisali le Ψ):

∂%(x, t)
∂t

=
∂Ψ∗

∂t
Ψ + Ψ∗ ∂Ψ

∂t

V desno stran dobljene relacije sedaj vstavimo nastavka (8.45) in (8.46):

∂%(x, t)
∂t

=
1
i~

(
~2

2m
∂2Ψ∗

∂x2
Ψ− ~2

2m
Ψ∗ ∂

2Ψ
∂x2

)
=

= − ~
2im

∂

∂x

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ
)

(8.48)

Da si bomo dobljeno enakost lahko bolje predstavljali, uvedimo novo količino in jo imenujmo
gostota verjetnostnega toka:

j(x, t) =
~

2im

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ
)

(8.49)

Ko nastavek (8.49) uporabimo v enačbi (8.48) dobimo kontinuitetno enačbo za eno dimenzijo:

∂%(x, t)
∂t

+
∂j(x, t)
∂x

= 0 (8.50)

14Erwin Schrödinger (1887 - 1961, NN 1933)
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Enačbo sicer lahko primerjamo s katerokoli klasično kontinuitetno enačbo, a vseeno ne bo odveč,
če si nekaj njenih posledic ogledamo direktno. Najprej poglejmo rezultat pri pogoju, da ni
nobenih verjetnostnih tokov (j(x, t) = 0):

∂%(x, t)
∂t

= −∂j(x, t)
∂x

d
dt

∫ b

a

%(x, t) dx = j(a, t)− j(b, t) = 0

Če torej v oziroma iz intervala ne teče noben verjetnostni tok, se gostota verjetnosti ohranja!
V primeru, ko nek tok teče, pa se gostota na danem intervalu spreminja. Rešitev, ki zadošča
Schrödingerjevi enačbi, mora biti omejena in seveda tudi zvezna. To pomeni da v veliki oddalje-
nosti od izhodǐsča verjetnostnih tokov ni, oziroma:

d
dt

∫ +∞

−∞
%(x, t) dx = j(−∞, t)− j(+∞, t) = 0 (8.51)

Kontinuitetna enačba ni ničdrugega kot nekoliko drugačen zapis Schrödingerjeve enačbe.
Pomudimo se še nekoliko pri izpeljanki iz Schrödingerjeve enačbe in sicer pri enačbi, ki

ji mora zadoščati verjetnostna amplituda sama. Schroedingerjevo enačbo zapǐsemo nekoliko
drugače in sicer takole

ĤΨ(x, t) = i~
∂Ψ(x, t)
∂t

; Ĥ =
~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x) ; p̂ =

~
i

(8.52)

kjer smo s klobukom označili operator celotne enrgije, a o tem malo več kasneje. Glede na to,
da valovna funkcija zadošča lastnosti Markova

Ψ(x, t) =
∫
K(x, t;x

′
, t)Ψ(x

′
, t)dx

′
, (8.53)

hitro uvidimo, da mora tudi verjetnotsna amplituda zadoščati Schrödingerjevi

ĤK(x, t;x
′
, t

′
) = i~

∂K(x, t;x
′
, t

′
)

∂t
; t > t

′
. (8.54)

Zgornja enčba seveda velja le za ∂t ; t > t
′
, ker je sicer verjetnotsna amplitudaK(x, t;x

′
, t

′
) =

0 za t < t
′
. Vse lastnosti verjetnostne amplitude lahko sedaj strnemo v tole ugotovitev

i~ ∂
∂tK(x, t;x

′
, t

′
) = ĤK(x, t;x

′
, t

′
) ; t > t

′

K(x, t;x
′
, t

′
) = δ(x− x

′
) ; t = t

′

K(x, t;x
′
, t

′
) = 0 ; t < t

′
(8.55)

Očitno ima torej propagator nezvezen skok v točki t = t
′
. Le ta ima kar vrednost ∆K = δ(x−x′).

Da bi dobili definicijo, ki bo veljala na celotnem časovnem intervalu z implicitnim skokom na
začetku časovnega intervala, moramo enačbi za t > t

′
prǐsteti člen

i~
∂

∂t
K(x, t;x

′
, t

′
) = ĤK(x, t;x

′
, t

′
) + i~ ∆K δ(t− t

′
) (8.56)

Preverimo, ali dobljena enačba zares popǐse propagator K na celotnem časovnem intervalu z
vsemi limitnimi lastnostmi. V ta namen integrirajmo okolico točke t

′
ter poglejmo limito:

lim
ε→0

(
i~
∫ t

′
+ε

t′−ε

∂K

∂t
dt =

∫
ĤKdt+ i~ ∆K

∫
δ(t− t

′
)dt

)
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lim
ε→0

(
i~
(
Kt′+ε −Kt′−ε

)
= i~ ∆K = i~ δ(x− x

′
)
)

Dobili smo rezultat, ki smo ga hoteli, torej zdaj smemo zapisati splošno definirano obliko
enačbe propagatorja:

i~
∂

∂t
K(x, t;x

′
, t

′
)− ĤK(x, t;x

′
, t

′
) = i~ δ(x− x

′
) δ(t− t

′
). (8.57)

Porpagator torej ustreza nehomogeni Schrödingerjevi enačbi, v kateri nastopajo nehomogeni
členi na desni strani kot posledica robnih pogojev. ki jih mora propagator zadoščati na začetku
časovnega intervala.

8.8 Valovni paket

Primeri, pri katerih postavimo vrednost potenciala V (x) na nič so nam zaradi svoje prepro-
stosti neznansko všeč. Zato si oglejmo še samo valovno funkcijo za prost delec.

Izhajajmo iz ugotovitve, da mora valovna funkcija kot rešitev našega problema zadoščati
Schrödingerjevi enačbi, ki jo za ta primer (V (x) = 0) zapǐsemo takole:

i~
∂Ψ(x, t)
∂t

= − ~2

2m
∂2Ψ(x, t)
∂x2

Opazimo lahko, da v dobljeni parcialni diferencialni enačbi nastopata odvod po času in odvod po
koordinati ločeno, kar pomeni konstantno vrednost obeh strani enačbe. Zato smemo sklepati, da
sta dani spremenljivki v rešitvi Ψ(x, t) separirani. Dano rešitev torej lahko zapǐsemo kot produkt
dela, odvisnega od koordinate, ter dela, odvisnega od časa:

Ψ(x, t) = X(x)T (t)

Potrebovana parcialna odvoda sta torej enaka:

∂Ψ(x, t)
∂t

= X(x)
dT (t)

dt
;

∂2Ψ(x, t)
∂x2

=
d2X(x)

dx2
T (t)

Če odvod po spremenljivki označimo s črtico (’), lahko Schrödingerjevo enačbo zapǐsemo tudi
takole:

A X(x) T ′(t) = X ′′(x) T (t) ; A =
2m
i~

,

oziroma:

A
T ′

T
=

X ′′

X
= konst. = B

Enačba tako razpade na dve homogeni diferencialni enačbi:

A
T ′

T
= B ;

X ′′

X
= B

T ′ − (B/A)T = 0 ; X ′′ −BX = 0

T = Ce
B
A t ; X = De

√
Bx

Dobljeni funkciji zmnožimo in upoštevamo, da so C, D in E konstante, ter da velja C ·D = E:

Ψ(x, t) = E e
√
Bx+ B

A t
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Do popolnega zapisa nam manjka le še vrednost konstante B. To dobimo na podlagi upoštevanja
dejstva, da mora biti argument eksponentne funkcije brez dimenzije. Če tako iz vsote v argu-
mentu izpostavimo i/~, mora imeti na podlagi dimenzijske analize

√
B enoto [kg ·m/s]. Zaenkrat

to količino zaznamujmo s črko p. Njen pravi pomen bomo spoznali kasneje. Namesto konstante
E pred funkcijo napǐsimo kar znak za sorazmernost in dobimo:

Ψ(x, t) ∝ e
i
~ (px− p2

2m t)

Bralec se lahko sam hitro prepriča, da je dana valovna funkcija res rešitev začetne enačbe.
Zelo hitro lahko tudi ugotovimo, da je rešitev enačbe vsaka linearna kombinacija rešitev, ki

se od naše razlikujejo le za neko konstanto ϕ(p):

Ψ(x, t) =
∑
p

[
ϕ(p) e

i
~ (px− p2

2m t)

]
Seveda znamo zapisati zgornjo rešitev tudi v zvezni obliki, ki ji v splošnem rečemo tudi valovni
paket:

Ψ(x, t) =
∫ +∞

−∞
ϕ(p) e

i
~ (px− p2

2m t) dp (8.58)

8.8.1 Heisenbergova neenačba za Gaußov valovni paket

Ob zapisu valovnega paketa se takoj pojavi vprašanje o izbiri parametra ϕ(p). Zanj lahko
uporabimo veliko vrednosti, na tem mestu pa si bomo ogledali Gaußov nastavek:

ϕ(p) = Ae−
(p−p0)2∆2

~2 (8.59)

Pri tem sta seveda p in ∆ neka parametra, o katerih pomenu ne vemo kaj dosti.
Ko nastavek (8.59) vstavimo v enačbo (8.58), dobimo Gaußov valovni paket:

Ψ(x, t) = A

∫ +∞

−∞
e−

(p−p0)2∆2

~2 e
i
~ (px− p2

2m t) dp ,

ki ga po integraciji15 in množenju s konjugirano vrednostjo zapǐsemo takole:

|Ψ(x, t)|2 =

 A2~2√
∆2 +

( ~t
2m

)2 exp

[
−2p2

0∆
2

~2

(
1 +

∆− ~t
2m

1
∆

∆ + ~t
2m

1
∆

)] exp

− (x− p0
m t)

2

2
(
∆2 +

( ~t
2m

)2 1
∆2

)


Seveda je za vse uporabnike nadvse lepo, če poznajo vrednost normalizacijske konstante A. Zato
jo seveda izračunamo ter vstavimo v enačbo, ki se potem glasi takole:

A2 =

√
∆2 +

( ~t
2m

)2
~2

[
2π
(
∆2 +

( ~t
2m

)2 1
∆2

)]− 1
2

exp

[
2p2

0∆
2

~2

(
1 +

∆− ~t
2m

1
∆

∆ + ~t
2m

1
∆

)]

|Ψ(x, t)|2 =
[
2π
(
∆2 +

( ~t
2m

)2 1
∆2

)]− 1
2

exp

− (x− p0
m t)

2

2
(
∆2 +

( ~t
2m

)2 1
∆2

)
 (8.60)

15Upoštevamo identiteto: Z +∞

−∞
e−ax2+bx dx =

r
π

a
eb2/4a
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Očitno se torej verjetnostna gostota v času in prostoru spreminja. Vrh funkcije |Ψ(x, t)|2 se
namreč premika:

x− p0

m
t = 0

Vidimo, da ima člen p0/m dimenzijo hitrosti, na podlagi česar sklepamo, da p0 ni nič drugega
kot gibalna količina.

Oglejmo si še pomen posameznih delov funkcije v enači (8.60). Če rezultat primerjamo z
Gaußovo16 porazdelitvijo:

%g =
1√
2πσ

e−
(x−x0)2

2σ2 (8.61)

Kot je razvidno s slike (8.3) in iz enačb (8.60) in (8.61), lahko zapǐsemo naslednje enakosti:

x = vt ; v =
p0

m

σ2(t) = ∆2 +
(

~t
2m

)2 1
∆2

; t→ 0 ⇒ σ(t) =
(

~t
2m

)
1
∆

Iz vseh teh podatkov je zelo lahko razbrati, nam paket opisuje delec, ki se po prostoru giblje s
konstantno povprečno gibalno količino, hkrati pa je njegova lega v prostoru ob določenem času
do neke mere nedoločena. Tudi, če bi na začetku imeli točno definirano lego (σ(t = 0) = ∆ → 0),
nam to ne bi kaj dosti pomagali, saj bi člen ∆−2 za vsak končen t divergiral. To pa bi pomenilo,
da po času t = 0 ne bi več poznali pozicije delca17!

Slika 8.3: Odvisnost σ in x od časa (levo: t=0, desno: t=t)

Do ugotovitev o načinu premikanja delca ter o nenatančnosti določanja njegove trenutne
lege v prostoru smo do sedaj prǐsli le na podlagi primerjave rešitve Gaußovega valovnega paketa
ter splošne oblike Gaußove porazdelitve. Spodobi pa se, da to pokažemo tudi formalno. Zato si
oglejmo integral produkta verjetnostne gostote in tekoče koordinate. Ker je verjetnostna gostota
na intervalu (−∞,+∞) normirana, nam rezultat integriranja < x > predstavlja povprečno
oziroma pričakovano vrednost koordinate x na intervalu z dano gostoto verjetnosti:

< x > =
∫ +∞

−∞
x |Ψ(x, t)|2 dx

Ko za dano gostoto verjetnosti vstavimo kar rezultat enačbe (8.60) ter vse skupaj pointegriramo,
dobimo naslednji rezultat:

< x > =
p0

m
t

Le-ta nam potrdi preǰsnje ugorovitve, saj pove, da se povprečen položaj delca zares giblje popol-
noma klasično!

16Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855)
17Klasična slika istega primera točne določenosti lege v prostoru v času t = 0 bi bila ker delta funkcija, torej

[%(x, t = 0) = δ(x)]. Enako velja tudi za vsak naslednji čas [%(x, t) = δ(x− vt)], kar pomeni, da je lega klasičnega
delca vedno natančno določena!
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Podobno lahko izračunamo tudi povprečno vrednost kvadrata odmikov od povprečne vre-
dnosti položaja:

< (x− < x >)2 > =
∫ +∞

−∞
(x− < x >)2 |Ψ(x, t)|2 dx

Po integraciji lahko opazimo, da je odmik položaja od povprečne vrednosti enak:

< (x− < x >)2 > = ∆2 +
~t
2m

1
∆2

= σ2(t)

Delec v kvantni mehaniki torej zares nikoli ne more imeti ostro določene lege.
Nekaj odstavkov nazaj smo ugotovili, da spremenljivko p, ki smo jo uvedli pri obravnavi

valovnega paketa, smemo interpretirati kot gibalno količino. Če bi sedaj hoteli izračunati pov-
prečno vrednost gibalne količine < p >, bi morali zopet najprej zapisati gostoto verjetnosti
Ψ(p, t). Iz relacije (8.60) je razvidno:

Ψ(x, t) =
∫

Ψ(p, t) dp

Torej lahko zapǐsemo gostoto verjetnosti glede na gibalno količino in jo seveda normaliziramo:

|Ψ(p, t)|2 = A2e−
2(p−p0)2∆2

~2 ; A2 =

√
2∆2

π~2

Sedaj pa po istem postopku kot prej določimo naslednji vrednosti:

< p > =
∫ +∞

−∞
p |Ψ(p, t)|2 dp = p0

< (p− < p >)2 > =
∫ +∞

−∞
(p− < p >)2 |Ψ(p, t)|2 dp =

~2

4∆2

Dobljena rezultata le še podkrepita preǰsnje. Opazimo lahko namreč, da je povprečna vrednost
gibalne količine ves čas enaka, ter da se odstopanje od povprečne vrednosti gibalne količine s
časom ne spreminja!

Seveda si vsak fizik takoj postavi vprašanje, ali mu ti rezultati povejo še kaj novega? Da
bi se lahko prepričali o smiselnosti vprašanja za bolǰso predstavo definirajmo nedoločenosti
kooordinate in gibalne količine:

∆x =
√
< (x− < x >)2 > ; ∆p =

√
< (p− < p >)2 >,

ter si oglejmo njun produkt:

∆x∆p =

√
∆2 +

(
~t
2m

)2 1
∆2

~
2∆

=
~
2

√
1 +

(
~t
2m

)2 1
∆4

Od tod pa lahko hitro ugotovimo naslednji dve zvezi:

[∆x∆p]t=0 =
~
2

; [∆x∆p]t6=0 ≥ [∆x∆p]t=0

Tako smo torej prǐsli do ugotovitve, da je produkt nedoločenosti lege in gabalne količine za
Gaußov valovni paket najmanj enak ~/2. Zelo hitro pa lahko vidimo, da je dobljeni rezultat
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splošno veljaven, in torej neodvisen od samega nastavka18. Od le-tega je odvisna le oblika odvi-
snosti pri zapisu posamezne nedoločenosti. Dobljeno relacijo zaradi njene splošnosti imenujemo
Heisenbergovo19 načelo nedoločenosti:

∆x ·∆p =
~
2

(8.62)

Produkt nedoločenosti ima torej neko spodnjo mejo. Kot smo povedali že prej, bi torej ostra
določitev lege (∆x = 0) povzročila neumnost in nesmisel v neenačbi.

8.9 Operatorji

Prǐsli smo do mesta, na katerem bomo upravičili definicijo povprečnih vrednosti, ki smo jih z
veliko vnemo računali v poglavju (8.8.1). Izhajajmo iz trditve, da je produkt verjetnostne gostote
nahanjanja na eni izmed koordinat %(x, t) ter kratkega odseka koordinate dx kar verjetnost
nahajanja delca na tem kratkem odseku:

P (dx) = %(x, t) dx (8.63)

Če si torej omislimo neko funkcijo f = f(x), bo integral produkta verjetnosti iz enačbe (8.63)
ter dane funkcije kar povprečna vrednost funkcije f(x) po porazdelitvi valovne funkcije na inte-
gracijskem intervalu:

< f(x) > =
∫
f(x)%(x, t) dx =

∫
Ψ∗(x, t)f(x)Ψ(x, t) dx (8.64)

Ker je % = %(x, t), integriramo pa le po koordinati, bo sama povprečna vrednost funkcije tudi
časovno odvisna:

< f(x) > = < f(x) >t

Pomembno je razumeti, da zato funkcija sama še nima časovne odvisnosti, torej:

< f(x, t) > 6= < f(x) >t

Sedaj, ko razumemo osnove, si za zgled oglejmo nekaj pričakovanih vrednosti. Začnimo z
gibalno količino p:

< p >t = m < v >t = m
d
dt

< x >t =

= m
d
dt

∫
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t) dx =

= m

∫ [
∂Ψ∗

∂t
xΨ + Ψ∗x

∂Ψ
∂t

]
dx

Parcialne časovne odvode lahko nadomestimo z uporabo enačb (8.45) in (8.46):

< p >t =
~
2i

∫ [
∂2Ψ∗

∂x2
xΨ + Ψ∗x

∂2Ψ
∂x2

]
dx

18Tudi če bi že začeli z recimo škatlastim nastavkom, bi zelo hitro dobili nazaj Gaußovega!
19Werner Heisenberg (1901 - 1976, NN 1932)
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Ko uporabimo še nastavek

∂2Ψ∗

∂x2
xΨ =

∂

∂x

(
∂Ψ∗

∂x
xΨ
)
− ∂

∂x
(Ψ∗Ψ)− ∂

∂x

(
Ψ∗x

∂Ψ
∂x

)
+ 2Ψ∗ ∂Ψ

∂x
+ Ψ∗x

∂2Ψ
∂x2

in uvedemo
u(Ψ∗,Ψ, x) =

∂Ψ∗

∂x
xΨ−Ψ∗Ψ−Ψ∗x

∂Ψ
∂x

,

dobimo:
< p >t =

~
2i

∫
∂u

∂x
dx+

~
i

∫
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx

Podobno, kot smo zapisali v enačbi (8.41), tudi tukaj sklepamo, da valovne funkcije padajo dovolj
hitro, tako da, ker je u odvisna od Ψ in Ψ∗, velja:∫ +∞

−∞

∂u

∂x
dx = u(+∞)− u(−∞) = 0

Celotno enačbo zato lahko zapǐsemo na drugačen način:

< p >t =
∫

Ψ∗(x, t)
(

~
i

∂

∂x

)
Ψ(x, t) dx =

∫
Ψ∗(x, t) p̂ Ψ(x, t) dx (8.65)

V enačbi (8.65) smo uporabili definicijo operatorja gibalne količine:

p̂ =
~
i

∂

∂x
(8.66)

Pričakovane vrednosti funkcij torej izračunamo z integralom njihovih operatorjev, ki delujejo na
valovne funkcije. Zato lahko podobno izpeljemo operator za vsako funkcijo gibalne količine:

< f(p) >t =
∫

Ψ∗(x, t) f(p̂) Ψ(x, t) dx ; < f(p) >t = f

(
~
i

∂

∂x

)
(8.67)

Kako pa je s pričakovano vrednostjo položaja? Podobno kot prej smemo zapisati:

< x >t =
∫

Ψ∗(x, t) x Ψ(x, t) dx (8.68)

< f(x) >t =
∫

Ψ∗(x, t) f(x̂) Ψ(x, t) dx

Kot lahko opazimo, x ni20 operator, saj je reprezentacija valovne funkcije Ψ(x, t). x̂ bi postal
pravi operator, če bi valovno funkcijo izrazili z neko drugo neodvisno spremenljivko. Pričakovana
vrednost funkcije namreč ni odvisna od odvisnosti valovne funkcije, zato smemo pričakovati
enak rezultat21, če spremenljivko x zamenjamo z gibalno količino p. Z malo matematičnega
znanja nam ni pretežko ugotoviti, da sta valovni funkciji, reprezentirani z danima neodvisnima
spremenljivkama, povezani s Fourierovo22 transformacijo:

Ψ(x, t) =
1√
2π~

∫
Ψ(p, t) ei

px
~ dp ; Ψ(p, t) =

1√
2π~

∫
Ψ(x, t) e−i

px
~ dx (8.69)

20Velja: x̂ = x; f(x̂) = f(x)
21Parsevalova identiteta:

R
|Ψ(x, t)|2 dx =

R
|Ψ(p, t)|2 dp

22Joseph Fourier (1768 - 1830)
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Oglejmo si torej, kako se z novo reprezentacijo izraža < p >t. V enačbo (8.65) vstavimo namesto
Ψ(x, t) nastavek (8.69) in zapǐsemo:

< p >t =
∫ [

Ψ∗(x, t)
~
i

∂

∂x

1√
2π~

∫
Ψ(p, t)ei

px
~ dp

]
dx

Parcialni odvod po koordinati smemo nesti v integral, hkrati pa še obrnemo vrstni red integracije:

< p >t =
∫ [

Ψ∗(x, t)
~
i

1√
2π~

∫
Ψ(p, t)

ip

~
ei

px
~ dp

]
dx =

=
∫ [

Ψ(p, t)p
1√
2π~

∫
Ψ∗(x, t) ei

px
~ dx

]
dp

Nič ne bo narobe, če adjungirni operator razširimo na ves notranji integral in korensko konstanto:

< p >t =
∫ [

Ψ(p, t)p
[

1√
2π~

∫
Ψ(x, t) ei

px
~ dx

]∗]
dp

Upoštevamo še obratno Fourierovo transformacijo (8.69) in rezultat je kot na dlani:

< p >t =
∫

Ψ(p, t)pΨ∗(p, t) dp

Ker v dobljenem rezultatu p ne nastopa več kot operator, smemo zamenjati vrstni red v integralu.
V p reprezentaciji torej lahko zapǐsemo:

< p >t =
∫

Ψ∗(p, t)pΨ(p, t) dp

Podobno kot v x reprezentaciji tudi tukaj velja:

< f(p) >t =
∫

Ψ∗(p, t)f(p)Ψ(p, t) dp

Hkrati pa smemo ugotoviti tudi naslednji pričakovani vrednosti:

< x >t =
∫

Ψ∗(p, t)
(
i~
∂

∂p

)
Ψ(p, t) dp

< f(x) >t =
∫

Ψ∗(p, t)f(x̂)Ψ(p, t) dp

Opazimo torej, da se pri spremembi reprezentacije operatorji posameznih spremenljivk spreme-
nijo. Hkrati pa lahko vidimo tudi sorodnost oblik operatorjev.

8.9.1 Operator polne energije

Celotno oziroma polno energijo kateregakoli delca oziroma sistema le-teh, lahko opǐsemo z
vsoto kinetične energije in potenciala!

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x)
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V upanju, da bomo dobili obliko operatorja, si oglejmo povprečno vrednost zgoraj napisane
količine v kvantni mehaniki:

〈H(x, p)〉 =
1

2m
〈
p2
〉

+ 〈V (x)〉 =

=
1

2m

〈
~2

i2
∂2

∂x2

〉
+ 〈V (x)〉 =

=
〈
− ~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x)

〉
=
〈
Ĥ
〉

(8.70)

Sedaj, ko smo z enačbo (8.70) definirali obliko operatorja polne energije delca v x reprezentaciji,
pa si ponovno oglejmo Schrödingerjevo enačbo (8.45). Opazimo namreč lahko, da smemo desni
del enačbe zapisati s pomočjo operatorja polne energije:

i~
∂Ψ(x, t)
∂t

=
(
− ~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x)

)
Ψ(x, t)

Torej smemo zapisati:

i~
∂Ψ(x, t)
∂t

= ĤΨ(x, t) (8.71)

8.9.2 Heisenbergova enačba in Ehrenfestov teorem

Do sedaj smo spoznali , kako izračunamo povprečno vrednost poljubnega operatorja ô:

〈ô〉t =
∫

Ψ∗(x, t) ô Ψ(x, t) dx

Opazimo lahko, da je povprečna vrednost operatorja časovno odvisna, saj smo pointegrirali
le po koordinati. Torej se je smiselno vprašati, kako se dani operator s časom spreminja. Zanimal
nas bo torej totalni odvod povprečne vrednosti po času:

d
dt
〈ô〉t =

∫ [
∂Ψ∗

∂t
ôΨ + Ψ∗ô

∂Ψ
∂t

+ Ψ∗ ∂ô

∂t
Ψ
]
dx

V prvi in drugi člen enačbe vstavimo identiteto (8.71):

d
dt
〈ô〉t =

∫ [
i

~

(
ĤΨ

)∗
ôΨ−Ψ∗ô

i

~
ĤΨ + Ψ∗ ∂ô

∂t
Ψ
]
dx

Dobljen izraz pa seveda smemo razstaviti na dva integrala. Če upoštevamo še pravilo:

(ô1ô2)
∗ = ô∗2ô

∗
1 ,

smemo zapisati:

d
dt
〈ô〉t =

i

~

∫ [
Ψ∗ĤôΨ−Ψ∗ôĤΨ

]
dx +

∫ [
Ψ∗ ∂ô

∂t
Ψ
]
dx =

=
i

~

∫
Ψ∗
[
Ĥô− ôĤ

]
Ψ dx +

∫ [
Ψ∗ ∂ô

∂t
Ψ
]
dx =

=
i

~

〈
Ĥô− ôĤ

〉
+
〈
∂ô

∂t

〉
t

,
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saj velja:

Ĥ = − ~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x) = Ĥ∗

Zaradi formalizma vpeljimo še komutator, ki je operator oblike:

[ô1, ô2] = ô1ô2 − ô2ô1 (8.72)

ter ga uporabimo v končni formulaciji Heisenbergove enačbe:

d
dt
〈ô〉t =

i

~

〈[
Ĥ, ô

]〉
+
〈
∂ô

∂t

〉
t

(8.73)

Dobljena enačba nam torej pove, kako se povprečna vrednost danega operatorja spreminja s
časom. Seveda je omembe vreden tudi primer, ko operator ô ni odvisen od časa. V tem primeru
je parcialni odvod operatorja po času enak nič, kar pomeni, da nam ostane le prvi člen na desni
strani enačbe (8.73):

d
dt
〈ô〉t =

i

~

〈[
Ĥ, ô

]〉
(8.74)

Torej je v tem primeru časovna spremenljivost odvisna od komutatorja operatorja polne energije
in danega operatorja.

Nesmiselno bi bilo, če bi poglavje zaključili na tem mestu, saj še nismo dobili občutka, kaj
vse nam dobljeni rezultat še lahko pove. V ta namen si najprej oglejmo enačbo (8.73), v katero
bomo namesto operatorja ô enkrat vstavili x̂ = x, kasneje pa še operator gibalne količine. Ker
v x reprezentaciji noben izmed danih dveh operatorjev ni časovno odvisen, smemo uporabiti kar
enačbo (8.74):

d
dt
〈x̂〉t =

i

~

〈[
Ĥ, x̂

]〉
Seveda nam sedaj ne preostane drugega, kot da izračunamo povprečno vrednost komutatorja, za
katero dobimo rezultat: 〈[

Ĥ, x̂
]〉

= −~2

m

∫
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx

Sedaj smemo zapisati:

d
dt
〈x̂〉 = − i

~
~2

m

∫
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx

=
~
im

∫
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx

=
1
m

∫
Ψ∗
(

~
i

∂

∂x

)
Ψ dx

(8.75)

V integralu na desni strani enačbe lahko prepoznamo povprečno vrednost operatorja gibalne
količine. Torej lahko v kvantni mehaniki zapǐsemo identiteto:

d
dt
〈x̂〉 =

1
m
〈p̂〉

Seveda pa ne bi bili korektni, če dobljene relacije ne bi primerjali z njeno obliko v klasični
mehaniki:

ẋ =
p

m
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Da ne bi predolgo občudovali lepote podobnosti, si raje poglejmo, ali podobne relacije med
kvantno in klasično mehaniko veljajo tudi za druge operatorje. V ta namen si oglejmo rezultat
izračuna, ko enačbo (8.74) uporabimo na operatorju p̂. Zopet moramo seveda izračunati vrednost
komutatorja: [

Ĥ, p̂
]

= −~
i

∂V (x)
∂x

Ko se pozabavamo še z vstavljanjem v enačbo, dobimo:

d
dt
〈p̂〉 =

i

~

〈[
Ĥ, p̂

]〉
= −

〈
~
i

∂V (x)
∂x

〉
V parcialnem odvodu potenciala po koordinati seveda spoznamo silo, tako, da velja:

d
dt
〈p̂〉 = 〈F 〉

S tem smo dobili nekaj podobnega Newtonovemu23 zakonu, ki se klasično glasi:

ṗ = F

Podobne izračune bi lahko nadaljevali, vendar so to namesto nas storili že drugi, tako da
bomo preverjeno ugotovitev samo še zapisali, in jo imenovali Ehrenfestov teorem:

Pričakovane vrednosti operatorjev v kvantni mehaniki ustrezajo istim enačbam, kot
same spremenljivke operatorjev v klasični mehaniki.

Pričakovana vrednost torej sledi klasični mehaniki. Če si to predstavljamo na primeru gibanja,
se bo torej kvantnomehansko delec gibal naključno po vseh možnih poteh, katerih povprečje bo
ravno klasična trajektorija.

8.10 Heisenbergova neenačba

Heisenbergovo neenačbo smo sicer že zapisali v poglavju 8.8.1, vendar nikoli nismo dokazali
njene splošne veljave. Seveda pa bi bilo zelo nerodno, če bi se dokaza lotili brezglavo. Veliko
bolje si je najprej ogledati matematična orodja, ter se šele kasneje posvetiti izpeljavi.

8.10.1 Matematični formalizem

Naj bosta ϕ1(x, t) in ϕ2(x, t) valovni funkciji. Oglejmo si izraz:

∫ ∣∣∣∣∣ϕ1(x, t)− ϕ2(x, t)
∫
ϕ1(x, t)ϕ∗2(x, t) dx∫
|ϕ2(x, t)|2 dx

∣∣∣∣∣
2

dx ≥ 0

Ker v ulomku pod integralom nastopata integraciji po koordinati x, smemo le-tega obravnavati
kot konstanto v smislu odvisnosti od x. Torej velja:∫

|ϕ1(x, t)−Aϕ2(x, t)|2 dx ≥ 0 ; A =
∫
ϕ1(x, t)ϕ∗2(x, t) dx∫
|ϕ2(x, t)|2 dx

(8.76)

23Isaac Newton (1643 - 1727), 1687 - Principia Matematica Philosophiae Naturalis
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Hitro lahko vidimo, da ob izbiri valovnih funkcij, ki sta v sorazmerju24, dobimo spodnjo mejo za
neenakost: ∫

|γϕ2 −Aϕ2|2 dx = |γ −A|2
∫
|ϕ2|2 dx ≥ 0

Spodnjo mejo (ko je vrednost izraza enaka 0) lahko dobimo pri pogoju γ = A. Ta ugotovitev
nam bo kasneje prǐsla zelo prav, vendar pa jo sedaj pustimo pri miru. Oglejmo si raje naslednje:∫

|ϕ1 −Aϕ2|2 dx =
∫

(ϕ1 −Aϕ2)) (ϕ1 −Aϕ2))
∗
dx

=
∫

(ϕ1ϕ
∗
1 −Aϕ2ϕ

∗
1 − ϕ1(Aϕ2)∗ + (Aϕ2)(Aϕ2)∗) dx

=
∫ (

|ϕ1|2 + |Aϕ2|2 −Aϕ∗1ϕ2 −A∗ϕ1ϕ
∗
2

)
dx ≥ 0

Bralec bo opazil, da smo v dveh členih zadje vrstice zgornjega izraza spremenili vrstni red
konstante in valovnih funkcij. To smo smeli narediti, saj nobena od teh količin ne deluje na
druge, kakor recimo deluje operator.

Sedaj prenesimo desna člena zgornjega izraza preko neenačaja:∫ [
|ϕ1|2 + |Aϕ2|2

]
dx ≥

∫
[Aϕ∗1ϕ2 +A∗ϕ1ϕ

∗
2] dx

≥ A

∫
ϕ∗1ϕ2 dx+A∗

∫
ϕ1ϕ

∗
2 dx

in v neenačbo vstavimo vrednost konstante (8.76):∫
|ϕ1|dx+

∣∣∫ ϕ1ϕ
∗
2dx

∣∣2 ∫ |ϕ2|2 dx(∫
|ϕ2|2 dx

)2 ≥
∣∣∫ ϕ1ϕ

∗
2dx

∣∣2∫
|ϕ2|2 dx

+

∣∣∫ ϕ∗1ϕ2dx
∣∣2∫

|ϕ2|2 dx∫
|ϕ1|dx ·

∫
|ϕ2|dx ≥

∣∣∣∣∫ ϕ∗1ϕ2dx
∣∣∣∣2 (8.77)

Tako smo dobili rezultat (8.77), ki velja ∀ ϕ1, ϕ2.

Poglejmo si poseben primer te matematične identitete. Naj bo Ψ(x, t) rešitev Schrödinger-
jeve enačbe (8.45), medtem, ko sorazmernostna koeficienta Â1 in Â2 definiram za hermitska25.

ϕ1(x, t) = Â1Ψ(x, t) ϕ2(x, t) = Â2Ψ(x, t) (8.78)

Sedaj si oglejmo integrale, ki nastopajo v enačbi (8.77):∫
|ϕ1|2 dx =

∫
ϕ∗iϕ1dx =

∫
Ψ∗Â∗i ÂiΨdx =

=
∫

Ψ∗
∣∣∣Âi∣∣∣2 Ψdx =

〈∣∣∣Âi∣∣∣2〉∫
ϕ∗1ϕ2dx =

∫
Ψ∗Â∗1Â2Ψdx =

〈
Â∗1Â2

〉
24ϕ1(x, t) = γϕ2(x, t)
25Za hermitski operator velja identiteta: (ÂiΨ)∗ = Ψ∗Â∗. Lastne vrednosti takšnih operatorjev so realne.
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in jih takoj uporabimo pri novem zapisu neenakosti povprečnih pričakovanih vrednosti
operatorjev: 〈∣∣∣Â1

∣∣∣2〉〈∣∣∣Â2

∣∣∣2〉 ≥ ∣∣∣〈Â∗1Â2

〉∣∣∣2 (8.79)

Sedaj se vrnimo k enačbi (8.76). Tako, ko privzamemo sorazmernost ϕ1 = γϕ2, sledi:

A =
γ
∫
ϕ2ϕ2dx∫
|ϕ2|2 dx

= γ

∫
|γϕ2 −Aϕ2|2 dx = 0

Torej iz same sorazmernosti funkcij ϕ1 in ϕ2 zares dobimo spodnjo mejo (do sedaj smo to samo
privzeli). Sedaj smemo zapisati sam pogoj, ob katerem neenakost (8.76) dobi najmanǰso vrednost:

Â1Ψ = γÂ2Ψ (8.80)

Povedali smo že, da so hermitski operatorji ralni. Torej velja A∗ = A. Za dva hermitska
operatorja torej velja: ∣∣∣〈Â∗1Â2

〉∣∣∣2 =
∣∣∣〈Â1Â2

〉∣∣∣2 (8.81)

Desno stran enačbe razvijmo naprej:

∣∣∣〈Â1Â2

〉∣∣∣2 =
∣∣∣∣∫ Ψ∗Â∗1Â2Ψdx

∣∣∣∣2 =

=
∣∣∣∣∫ Ψ∗

[
1
2

(
Â1Â2 − Â2Â1

)
+

1
2

(
Â1Â2 + Â2Â1

)]
Ψdx

∣∣∣∣2 =

=
∣∣∣∣12 〈Â1Â2 − Â2Â1

〉
+

1
2

〈
Â1Â2 + Â2Â1

〉∣∣∣∣2 (8.82)

Da bi bolje razumeli rezultat, si ga oglejmo po kosih:

|(a+ b)|2 ; a =
1
2

〈
Â1Â2 − Â2Â1

〉
b =

1
2

〈
Â1Â2 + Â2Â1

〉
a∗ =

1
2

〈
Â∗2Â

∗
1 − Â∗1Â

∗
2

〉
H=

1
2

〈
Â2Â1 − Â1Â2

〉
= −a (8.83)

b∗ =
1
2

〈
Â∗2Â

∗
1 + Â∗1Â

∗
2

〉
H=

1
2

〈
Â2Â1 + Â1Â2

〉
= b (8.84)

Operator â∗ = Â1Â2 − Â2Â1 = −â je torej antihermitski; operator b̂∗ = b̂ je hermitski. Seveda
smemo rezultat (8.82) z ugotovitvama (8.83, 8.84) zapisati tudi malo drugače:

|(a+ b)|2 = (a+ b) (a∗ + b∗) = (b+ a)(b− a) = bb− aa+ ab− ba =
= bb∗ + aa∗ = |b|2 + |a|2 (8.85)

Iz rezultatov enačb (8.79, 8.81, 8.85) smemo sklepati na splošno neenakost za dva hermitska
operatorja oblike:∣∣∣〈Â1Â2

〉∣∣∣2 =
1
4

∣∣∣〈Â1Â2 − Â2Â1

〉∣∣∣2 +
1
4

∣∣∣〈Â1Â2 + Â2Â1

〉∣∣∣2 ≤ 〈∣∣∣Â1

∣∣∣2〉〈∣∣∣Â2

∣∣∣2〉 (8.86)
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Ker je desni del neenačbe (8.86) večji ali kvečjemu enak vsoti na levem delu, ter ker sta oba
kvadrata leve strani vedno pozitivni vrednosti, zagotovo velja tudi:〈∣∣∣Â1

∣∣∣2〉〈∣∣∣Â2

∣∣∣2〉 ≥ 1
4

∣∣∣〈Â1Â2 − Â2Â1

〉∣∣∣2 (8.87)

Najmanǰsa vrednost neenakosti (8.87) zahteva dva pogoja:

1. Â1Ψ = γÂ2Ψ

2.
〈
Â1Â2 + Â2Â1

〉
= 0

Ko uvedemo še komutator

Â1Â2 − Â2Â1 =
[
Â1, Â2

]
,

smemo neenačbo (8.87) zapisati tudi v naslednji obliki:〈∣∣∣Â1

∣∣∣2〉〈∣∣∣Â2

∣∣∣2〉 ≥ 1
4

∣∣∣〈[Â1, Â2

]〉∣∣∣2 (8.88)

Produkt pričakovanih vrednosti kvadratov absolutnih vrednosti dveh hermitskih operatorjev je
torej vedno večji od 1/4 kvadrata absolutne pričakovane vreddnosti komutatorja teh dveh ope-
ratorjev.

8.10.2 Heisenbergovo načelo

Neenačbo (8.88) sedaj uporabimo za določena operatorja26:

Â1 = x̂− 〈x̂〉 (∆x)2 =
〈
|x̂− 〈x̂〉|2

〉
Â2 = p̂− 〈p̂〉 (∆p)2 =

〈
|p̂− 〈p̂〉|2

〉
Uvedli smo tudi disperziji, katerih korena ∆x in ∆p imenujemo nedoločenosti. Oglejmo si
komutator:

[(x̂− 〈x̂〉) , (p̂− 〈p̂〉)] = (x̂− 〈x̂〉) (p̂− 〈p̂〉)− (p̂− 〈p̂〉) (x̂− 〈x̂〉) = x̂p̂− p̂x̂

26Morda se bo bralcu zazdelo, da sami sebi hodimo v zelje, saj je celotni matematiccni formalizen ccepel na
predpostavki, da sta operatorja Â1 in Â2 hermitska, kar pa za izbrani operator Â2 = p̂− 〈p̂〉 ne velja! Operator
gibalne koliccine je namrecc antisimetriccen, torej velja

Â∗2 = p̂∗ − 〈p̂〉 = −p̂− 〈p̂〉 6= Â2

A vendar se izkazze, da smo rojeni pod sreccno zvezdo, saj je v izpeljavi relevanten produkt operatorjev ÂiÂj .
Ta je v nassem primeru izbran pravilno!
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Pomembno se je zavedati, da sta 〈x̂〉 in 〈p̂〉 številki in ne operatorja! Rezultat vstavimo v enačbo
(8.88), in se pozabavajmo z matematiko:

(∆x)2 (∆p)2 ≥ 1
4
|〈x̂p̂− p̂x̂〉|2

≥ 1
4

∣∣∣∣∫ Ψ∗ (x̂p̂− p̂x̂)Ψdx
∣∣∣∣2

≥ 1
4

∣∣∣∣∫ Ψ∗
(
x

~
i

∂Ψ
∂x

− ~
i

∂

∂x
(xΨ)

)
dx
∣∣∣∣2

≥ ~2

4i2

∣∣∣∣∫ Ψ∗
(
x
∂Ψ
∂x

−Ψ− x
∂Ψ
∂x

)
dx
∣∣∣∣2 = − ~2

4i2

∣∣∣∣∫ Ψ∗Ψdx
∣∣∣∣2

(∆x)2 (∆p)2 ≥ ~2

4

Na obeh straneh neenačbe korenjen rezultat (8.89) imenujemo Heisenbergovo načelo nedo-
ločenosti z določeno spodnjo mejo:

∆x ·∆p ≥ ~
2

(8.89)

Dobljeno načelo sedaj velja za poljuben delec. Neenačba, ki smo jo izpeljali v poglavju 8.8.1
je namreč veljala le za prost delec (valovni paket). Spodnja mejo neenačbe dosežemo ob dveh
predpostavkah, na podlagi katerih bomo kasneje izpeljali tudi minimalni valovni paket:

1. (x̂− 〈x̂〉) Ψ = γ (p̂− 〈p̂〉) Ψ

2.
∫

Ψ∗ ((x̂− 〈x̂〉) (p̂− 〈p̂〉) + (p̂− 〈p̂〉) (x̂− 〈x̂〉))Ψdx = 0 (8.90)

8.10.3 Minimalni valovni paket

Zanima nas, katere valovne funkcije ustrezajo minimalni vrednosti Heisenbergove neenakosti.
Sposodimo si prvega izmed pogojev (8.90):

(x̂− 〈x̂〉) Ψ(x, t) = γ

(
~
i

∂Ψ
∂x

− 〈p̂〉Ψ
)

γ
~
i

∂Ψ
∂x

= (x− 〈x〉)Ψ + γ 〈p〉Ψ

∂Ψ
∂x

=
i

γ~
(x− 〈x〉) Ψ +

i

~
〈p〉Ψ

Naj bralca ne moti, da smo v drugi vrstici opustili pisanje strešic. Operatorje smo namreč
zamenjali z njihovimi vrednostmi v x reprezentaciji. Ker je γ konstanta, smemo reči, da je
dobljen rezultat linearna diferencialna enačba 1. reda, ki jo rešimo z nastavkom:

Ψ = N · exp
[
i

2γ~
(x− 〈x〉)2 +

i

~
〈p〉x

]
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Z nastavkom smo pridelali še eno konstanto. Da bi lahko določili obe, si moramo ogledati še
drugi pogoj (8.90):〈
Â1Â2 + Â2Â1

〉
Ψ = (x− 〈x〉)

(
~
i

∂Ψ
∂x

− 〈p〉Ψ
)

+
(
i

~
∂

∂x
− 〈p〉

)
[(x− 〈x〉) Ψ] =

= (x− 〈x〉) ~
i

∂Ψ
∂x

− 〈p〉 (x− 〈x〉) Ψ +
i

~
Ψ +

+(x− 〈x〉) ~
i

∂Ψ
∂x

− 〈p〉 (x− 〈x〉) Ψ =

= 2
~
i

(x− 〈x〉)
[
i

γ~
(x− 〈x〉)Ψ +

i

~
〈p〉Ψ

]
− 2 〈p〉 (x− 〈x〉) Ψ +

~
i
Ψ =

=
2
γ

(x− 〈x〉)2 Ψ +
~
i
Ψ (8.91)

Rezultat (8.91) vstavimo v 2. pogoj (8.90). Torej:

2
γ

∫
dxΨ∗ (x− 〈x〉)2 Ψ +

~
i

∫
dxΨ∗Ψ = 0

Iz pogoja
∫

Ψ∗Ψdx = 1 definiram vrednost konstante N . Kaj pa γ?

2
γ

∫
Ψ∗ (x− 〈x〉)2 Ψdx︸ ︷︷ ︸

realno

+
~
i

= 0 ⇒ γ = − i
c

Ker je zgornji integral realno število, mora biti γ čisto imaginarna vrednost! Torej smemo rešitev
za valovno funkcijo zapisati takole:

ΨM =
( c

2π~

)1/2

· exp
[
c

2~
(x− 〈x〉)2 +

i

~
〈p〉x

]
(8.92)

Rezultat (8.92) je torej valovna funkcija, ki ima minimalno nedoločenost.
Rezultat si oglejmo še v p reprezentaciji:

Ψ(x, t) =
∫
ϕ(p) exp

[
i

~

(
px− p2

2m
t

)]
dp

Recimo, da je ϕ(p) =
∫

ΨM (x, t) exp
[
− ipx

~
]
dx. ϕ(p) je torej p reprezentacija minimalnega

valovnega paketa.

ϕ(p) =
( c

2π~

)1/2
∫

exp
[
− c

2~
(x− 〈x〉)2 − i

~
(p− 〈p〉)x

]
dx =

= exp

[
(p− 〈p〉)2

2~c

]
· exp

[
− i

~
(p− 〈p〉) 〈x〉

]
=

= exp
[
i

~
〈p〉 〈x〉

]
· exp

[
− (p̂− 〈p̂〉)2

2~c
− i

~
〈x〉 p

]
(8.93)

Opazimo, da se rezultat (8.93) ob vrednostih 〈x〉 = 0 in c = (2∆2)−1 transformira v (8.59). Kaj
še lahko ugotovimo?

Ψ(x, t) = exp
[
i

~
〈p〉 〈x〉

] ∫
exp

[
− (p̂− 〈p̂〉)2

2~c
+
i

~

(
(x− 〈x〉) p− p2

2m
t

)]
dp
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|Ψ(x, y)|2 =

[
2π

(
∆2 +

(
~t
2m

)2 1
∆2

)]−1/2

· exp

−
(
x− 〈x〉 − 〈p〉t

m

)2

2
(
∆2 +

( ~t
2m

)2 1
∆2

)


Uvedimo 〈x〉 = x0 in 〈p〉 = p0. Seveda to ne pomeni, da smemo enačiti x0 =
∫

Ψ∗xΨdx, saj
količini nista isti! Vsekakor pa si smemo ogledati integrale:∫

Ψ∗xΨdx = x0 +
p0

m
t = x0 + v0t∫

Ψ∗ (x− 〈x〉)2 Ψdx = ∆2 +
(

~t
2m

)2 1
∆2∫

Ψ∗pΨdp = p0∫
Ψ∗ (p− 〈p〉)2 Ψdp =

~2

2∆2

Do podobnih ugotovitev smo že prǐsli v poglavju 8.8.1, torej sklepamo, da veljajo podobne ugo-
tovitve o širjenju porazdelitev in premiku težǐsč kot prej. Težǐsče lege se premika s konstantno
hitrostjo, medtem, ko se širina porazdelitve veča s časom. Nasprotno težǐsče in širina porazde-
litve gibalne količine v p reprezentaciji nista časovno odvisni, ter zato ostaneta nespremenjeni.
Minimalni paket je torej delec s konstantno vrednostjo gibalne količine.

8.11 Časovno neodvisen Hamiltonov operator

Operator Ĥ nima časovne odvisnosti:

Ĥ 6= Ĥ(t) ; i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤΨ(x, t)

Ker operator zadošča valovni enačbi, lahko poǐsčemo njegove lastne vrednosti in funkcije. V
ta namem Uporabimo separacijski nastavek Ψ(x, t) = f(t)ϕ(x) in poǐsčemo rešitve diferencialn
enačbe:

i~
∂f

∂t
ϕ = fĤϕ

i~
ḟ

f︸︷︷︸
funkcija t

=
Ĥϕ

ϕ︸︷︷︸
funkcija x

= E = const

Separirani diferencialni enačbi rešimo ter dobimo nastavek

Ψ(x, t) = exp
[
− i

~
Et

]
· ϕ(x)

Ko nastavek vstavimo v prvotno enačbo, hkrati pa razpǐsemo Ĥ, dobimo enačbo lastnih vre-
dnosti operatorja Ĥ:

− ~2

2m
ϕ
′′
(x) + V (x)ϕ(x) = E ϕ(x) (8.94)
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E so lastne vrednosti operatorja Ĥ, medtem, ko so ϕ(x) njegove lastne funkcije. Vrednosti vseh
so odvisne od robnih pogojev!

Funkcijo Ψ(x, t) si oglejmo še malo bolj podrobno:

|Ψ(x, t)|2 = exp
[
− i

~
Et

]
· ϕ∗(x) · exp

[
+
i

~
Et

]
· ϕ(x) =

= ϕ∗(x)ϕ(x) = %(x, t) = %(x)

Verjetnostna gostota %(x) je od časa neodvisna.

Vzemimo dve rešitvi diferencialne enačbe, ter ju seštejmo:

Ψ1(x, t) = exp
[
− i

~
E1t

]
· ϕ1(x) Ψ2(x, t) = exp

[
− i

~
E2t

]
· ϕ2(x)

Ψ(x, t) = c1Ψ1(x, t) + c2Ψ2(x, t)

Izkaže se, da je tudi dobljena vsota rešitev Schroedingerjeve enačbe, saj je le-ta linearna! Torej
je linearna kombinacija n rešitev zopet rešitev:

Ψ1,Ψ2, ...,Ψn so rešitve ⇒ Ψ =
n∑
i

ciΨi je rešitev

Funkcijo Ψ torej lahko zapǐsemo kot linearno kombinacijo stacionarnih rešitev

Ψ(x, t) =
n∑
j

cj exp
[
i

~
Ejt

]
ϕj(x) , (8.95)

kar pomeni, da verjetnostna gostota dobi naslednjo obliko:

%(x, t) =
n∑
j

cj exp
[
i

~
Ejt

]
ϕj(x)

n∑
m

cm exp
[
i

~
Emt

]
ϕm(x)

8.11.1 Posledice lastnosti stacionarnih rešitev

Zanimajo nas lastnosti funkcij stacionarnih rešitev. Da bi jih raziskali, si oglejmo integral verje-
tnostne gostote po prostoru, ki mora biti za vsak čas enak ena. Pri izračunu bomo privzeli, da
je splošna rešitev linearna kombinacija dveh funkcij (n=2).
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1 =
∫
%(x, t) dx =

∫
c∗1 e−

i
~E1t ϕ∗1(x) c1 e

i
~E1t ϕ1(x) dx +

+
∫
c∗2 e−

i
~E2t ϕ∗2(x) c1 e

i
~E1t ϕ1(x) dx +

+
∫
c∗1 e−

i
~E1t ϕ∗1(x) c2 e

i
~E2t ϕ2(x) dx +

+
∫
c∗2 e−

i
~E2t ϕ∗2(x) c2 e

i
~E2t ϕ2(x) dx

= c∗1c1

∫
ϕ∗1ϕ1 dx + c∗2c2

∫
ϕ∗2ϕ2 dx +

+ c∗1c2 e
i
~ (E2−E1)t

∫
ϕ∗1ϕ2 dx +

+ c∗2c1 e
i
~ (E1−E2)t

∫
ϕ∗2ϕ1 dx +

= |c1|2 + |c2|2 = 1

Da bo rezultat izpeljave regularen, moramo privzeti štiri nastavke. Prva dva se nanašata na
normiranost gostot funkcij ϕ1 in ϕ2∫

ϕ∗1ϕ1 dx = 1
∫
ϕ∗2ϕ2 dx = 1 ,

druga dva pa sta nujna, če hočem doseči časovno neodvisnost linearne kombinacije:∫
ϕ∗1ϕ2 dx = 0

∫
ϕ∗2ϕ1 dx = 0 .

Torej so ϕn ortogonalne normirane funkcije27:∫
ϕ∗i (x)ϕk(x) dx = δik . (8.96)

To je zelo pomembna ugotovitev, saj ortonormirane funkcije tvorijo Hilbertov prostor.
Sedaj, ko smo se dokopali do pomembne lastnosti stacionarnih rešitev, si oglejmo operator

< Ĥ > v stacionarnem sistemu:

< Ĥ > =
∫

Ψ∗ĤΨdx =
∫
ϕ∗Ĥϕ dx = E

∫
ϕ∗ϕ dx = E

E je torej ravno pričakovana vrednost energije, ko sistem opǐse ena sama funkcija. Pokažimo še,
da je E nujno realna:

< Ĥ > =
∫

(ĤΨ)∗Ψdx =
∫

(EΨ)∗Ψdx = E∗
∫

Ψ∗Ψdx = E∗ .

Ker je operator Ĥ hermitski (Ĥ∗ = Ĥ), velja:

< Ĥ > =
∫

(ĤΨ)∗Ψdx =
∫

Ψ∗ Ĥ∗ Ψdx =
∫

Ψ∗ Ĥ Ψdx = E .

27Ortonormiranost lahko bralec hitro dokaže z indukcijo.
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Torej velja E∗ = E, kar dokazuje realno vrednost energije. Preden se odpravimo naprej, hitro
zapǐsimo še rezultat za primer, ko sistem opǐse linearna kombinacija funkcij (izraz 8.95):

< Ĥ > =
∑
n,m

cnc
∗
me

i
~ (En−Em)t

∫
ϕ∗m(x)ϕn(x) dx

=
∑
n

|cn|2En ;
∑
n

|cn|2 = 1

Dobljen rezultat pove, da se lastna vrednost energije obteži odvisno glede na stanje, ki ga obrav-
navamo!

8.11.2 Povezanost s propagatorjem

Dobro oboroženi z ugotovitvami preǰsnjih dveh razdelkov si oglejmo obliko valovne funkcije (8.95)
ob času t = t1:

Ψ(x, t1) =
∑
n

cne
i
~Ent1ϕn(x) =

∑
n

anϕn(x) (8.97)

Pri tem smo vpeljali novo konstanto an, ki je produkt utežne konstante cn in eksponentnega
dela. Izraz seveda lahko obrnemo ter člene cn izrazimo s konstantami an:

cn = an e−
i
~Ent1 (8.98)

Sedaj zapǐsimo valovno funkcijo še ob poljubnem času t2, ter vanjo vstavimo vrednosti koefici-
entov cn (izraz 8.98):

Ψ(x, t2) =
∑
n

cne
i
~Ent2ϕn(x)

=
∑
n

ane
i
~En(t2−t1)ϕn(x)

Ker v dobljenem izrazu čas ne nastopa kot spremenljivka, temveč kot določena konstanta (t1, t2),
smemo trditi, da je sistem stacionaren. Torej se v stacionarnem primeru valovna funkcija ob času
t2 izraža s funkcijo ob času t1!

Z nekaj matematičnega formalizma28 nadaljujemo z izpeljavo. Koeficiente an sedaj zapǐsimo
malce drugače:

Ψ(x, t1) =
∑
n

anϕn(x) ; an =
∫
ϕ∗n(x) Ψ(x, t1) dx

28Izpeljimo nekaj matematičnih identitet, ki jih potrebujemo za nadaljevanje. Izraz g(x) =
P

angn(x) na obeh
straneh z leve pomnožimo z g∗m(x) in integriramo po x (sistem gn(x) je ortonormiran):Z

g∗m(x)g(x) dx =
X
n

an

Z
g∗m(x)gn(x) dx =

X
n

anδmn = am

am =

Z
g∗m(x)g(x) dx

Nastavek za izračun koeficientov an sedaj vstavimo nazaj v enačbo g(x) =
P

angn(x):

g(x) =
X
n

»»Z
g∗n(y)g(y) dy

–
gn(x)

–
=

Z "X
n

g∗n(y) gn(x)

#
g(y) dy =

Z
f(x, y) g(y) dy = g(x)

Funkcijo f(x, y) seveda hitro spoznamo. To je namreč kar funkcija delta f(x, y) = δ(x−y). Torej lahko zapǐsemo:X
n

g∗n(y) gn(x) = δ(x− y)
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Izraz za izračun koeficientov an vstavimo v vsoto, ki jo nato malce obtešemo:

Ψ(x, t2) =
∑
n

[[∫
ϕ∗n(y) Ψ(y, t1) dy

]
e

i
~En(t2−t1)ϕn(x)

]

=
∫ [∑

n

ϕ∗n(y)ϕn(x) e
i
~En(t2−t1)

]
Ψ(y, t1) dy

Dobljeni izraz smo v malce drugačni obliki že spoznali v razdelku 8.6:

Ψ(x, t2) =
∫
K(x, t2;x′, t1) Ψ(x′, t1) dx′

Očitno torej smem vrednost propagatorja zapisati v naslednji obliki:

K(x, t2;x′, t1) =
∑
n

ϕ∗n(x
′)ϕn(x) e

i
~En(t2−t1) (8.99)

Če torej poznamo rešitve stacionarne Schrödingerjeve enačbe (Ĥϕn(x) = Enϕn(x)), poznamo
tudi propagator!

8.12 Klasični harmonski oscilator

Ponovimo najprej nekaj dejstev iz klaseične mehanike hamronskega oscilatorja. Lagrangeova
funkcija se v tem primeru glasi

L =
1
2
mẋ2 − V (x)

. Ko jo vstavimo v Euler Lagrangeovo enačbo, dobimo enostavno diferencialno enačbo drugega
reda

d
dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 ⇒ ẍ + ω2x = 0 ; ω2 =

k

m
,

katere rešitev je seveda kombinacija krožnih funkcij:

x0(t) = A sinωt + B cosωt ; ω = 2π/t0 , t0 = 2π
√
m/k (8.100)

Konstante izračunamo iz robnih pogojev, da je namreč

x1 = x(t1) oziroma x2 = x(t2). (8.101)

Kot že vemo, se klasična rešitev x0(t) glasi

x0(t) =
ẋ(t(1))
ω

sin (ω(t− t(1))) + x(1) cos (t− t(1)), (8.102)

kjer je seveda kot običajno ω2 = k/m. Ta zapis rešitve enačb gibanja bomo spremenili v obliko,
ki ej odvisna zgolj od robnih pogojev pri t(1) in t(2), namreč

x(t(1)) = x(1), in x(t(2)) = x(2).

Za ẋ(t(1)) dobimo kot že vemo

ẋ(t(1)) =
ω

sin (ω(t(2)− t(1))
(x(2)− x(1) cosω(t(2)− t(1))) . (8.103)
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Od tod pa že sledi, da lahko klasično rešitev zapǐsemo v obliki

x0(t) =
x2 sinω(t− t1) + x1 sinω(t2t)

sinω(t2 − t1)
. (8.104)

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upoštevanje Euler - Lagrangeove enačbe zapǐsemo
v tejle obliki

S =
∫ (2)

(1)

L(x, ẋ, t)dt =
∫ (2)

(1)

(
1
2mẋ

2 − 1
2kx

2
)
dt =

m

2
(x(2)ẋ(2)− x(1)ẋ(1)) . (8.105)

Ob upoštevanje enačb En. 1.126, 1.127 od tod dobimo

S =
mω

2 sin (ω(t(2)− t(1))
(
(x(2)2 + x(1)2) cosω(t(2)− t(1))− 2x(2)x(1)

)
. (8.106)

Preostane nam le še, da si pogledamo klasično energijo oscilatorja. Kot vemo, imata povprečni
vrednosti 〈

kx2

2

〉
=

1
T

∫ T

0

kx2(t)
2

dt ,

〈
mẋ2

2

〉
=

1
T

∫ T

0

mẋ2(t)
2

dt

enako vrednost, in sicer 〈
kx2

2

〉
=
〈
mẋ2

2

〉
=

H

2
. (8.107)

Konstanto H, ki jo bomo interpretirali v kratkem, lahko izpeljemo v sledeči obliki

H = 1
2mω

2
(
(x(2)2 + x(1)2) + x(2)2+x(1)2 cos (ω(t(2)−t(1))−2x(2)x(1)

sin (ω(t(2)−t(1))2 cos (ω(t(2)− t(1))
)
. (8.108)

oziroma še drugače

H = 1
2mω

2
(
x(2)2 + (−x(1)+x(2) cos (ω(t(2)−t(1)))2

sin (ω(t(2)−t(1))2

)
. (8.109)

Že v klasični mehaniki smo pokazali, da H ni nič drugega kot celotna energija harmonskega
osci;latorja, ki je seveda konstantna

H =
〈
kx2

2

〉
+
〈
mẋ2

2

〉
= konst.

Celotna energija harmonskega oscilatorja se torej ohranja in sicer tako, da je kinetični del vedno
enak potencialnemu delu. S tem smo o harmonskem oscilatorju še enkrat povedali vse kar že
vemo.

8.13 Kvantni harmonski oscilator

V kvantnomehanskem primeru je seveda osnovna količina, ki jo znamo izračunati propagator
oziroma verjetnostna amplituda, ki se v tem primeru glasi

K(x2, t2;x1, t1) =
∫
. . .

∫
D[x(t)]e

i
~S[x(t)], (8.110)
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pri čemer je

S =
∫ t2

t1

L(x, ẋdt =
∫ T

0

(
1
2mẋ

2 − 1
2kx

2
)

dt. (8.111)

Vse poti v zgornji enači morajo seveda zadoščati robnim pogojem

x1 = x(t1) oziroma x2 = x(t2). (8.112)

Vse možne trajektorije sedaj parametriziramo oziroma opǐsemo s klasičnimi trajektorijami v
obliki

x(t) = x0(t) + y(t) (8.113)

popolnoma analogni naši obravnavi prostega delca. Klasično trajektorijo smo zapisali v preǰsnjem
poglavku in je ne bomo še enkrat. Za deviacijo y(t) seveda očitno velja, da mora imeti robna
pogoja

y(ta) = y(tb) = 0. (8.114)

Sedaj pa nam ne preostane nič drugega, kot da pot delca zapǐsemo z newtonovimi trajektorijami,
upoštevajoč odstopanja y(t):

x(t) = x0(t) + y(t) −→ S[x(t)] = S0[x0(t)] +
1
2

∫ tb

ta

(
mẏ2(t)− ky2(t)

)
dt. (8.115)

V zgornji enačbi nimamo linearnega člena v y(t). To je posledica dejstva, da x0(t) zadošča Euler-
Lagrangeovi enačbi. Dobljeno akcijo sedaj skupaj s trditvijo, da odstopanj v končnih točkah ni,
uporabim v enačbi (8.9):

K(xb, tb;xa, ta) = e
i
~S0[x0(t)]

∫ y(tb)

y(ta)

e
i
~

R tb
ta

1
2 (mẏ2(t)−ky2(t))dt D[y(t)] =

= A(tb − ta)e
i
~S0(xb,tb;xa,ta). (8.116)

Tu smo upoštevali, da preostali funkcionalni integral ni več odvisen od robnih pogojev (ker y(t)
ni večodvisen od robnih pogojev) in je zgolj funkcija časovne razlike tb − ta.

Za izračun funkcije A(tb − ta) bomo zopet uporabili lastnost En. 8.10

K(xb, tb;xa, ta) =
∫
K(xb, tb;xc, tc) K(xc, tc;xa, ta) dxc. (8.117)

skupaj z lastnostjo propagatorja, da je

K(xb, t;xa, t) = δ(xb − xa). (8.118)

Z upoštevanjem obeh identitet lahko ugotovimo, da mora veljati tale enačba

δ(xb − xa) =
∫
K(xb, tb;x, 0) K(x, 0;xa, ta) dx. (8.119)

Najprej bomo ugotovili tole: če v propagatorju zamenjamo vrtsni red argumentov dobimo
identičen rezultat kot če bi vzeli kompleksno konjugrano vrednost. Velja torej

K(x, 0;xa, ta) = K∗(xa, ta;x, 0). (8.120)
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Poleg tega vzemimo še tb = ta = t in potemtakem dobimo

δ(xb − xa) =
∫
K(xb, tb;x, 0) K∗(xa, ta;x, 0) dx = |A(t)|2

∫ +∞

−∞
e

i
~ (S0(xb,t;x,0)−S0(xa,t;x,0)) dx.

(8.121)
Sedaj upoštevamo obliko klasične akcije in ostanemo s sledečo obliko integrala po x

δ(xb − xa) = |A(t)|2
∫ +∞

−∞
e

i
~α(x)(xb−xa)) dx. (8.122)

Tu smo najprej upoštevali, da je

S0(xb, t;x, 0)− S0(xa, t;x, 0) =
mω

2 sin (ω(t)
((xb + xa) cosω(t)− 2x) (xb − xa), (8.123)

in smo vpeljali novo funkcijo

α(x) =
mω

2 sinωt
((xb + xa) cosωt− 2x) oziroma

dα

dx
= − mω

sinωt
. (8.124)

Z vpeljavo nove integracijske spremenljivke lahko zgornji integral zapǐsemo kot

δ(xb − xa) = |A(t)|2 2π~
dα
dx

∫ +∞

−∞
e

i
~α(xb−xa)) dα

2π~
= |A(t)|2 2π~

− mω
sinω(t)

δ(xb − xa). (8.125)

Pri zadnjem enačaju na desni strani enačbe smo upoštevali integralsko reprezentacijo Diracove
delta funkcije. Od tod lahko izluščimo iskano funkcijo v obliki

A(tb − ta) =
√

mω

2πi~ sinω(tb − ta)
. (8.126)

Rezultat je smiselen, saj se za ω −→ 0 prevede na že znani rezultat za prosti delec. Potemtakem
se celoten propagator za harmonski oscilator glasi

K(xb, tb;xa, ta) =
√

mω

2πi~ sinω(tb − ta)
e

i
~

mω
2 sin (ω(tb−ta) ((x2

b+x2
a) cosω(tb−ta)−2xbxa) (8.127)

Izpeljali smo torej zaključeno, analitično obliko propagatorja harmonskega oscilatorja. Vidimo,
da se ga da izraziti izključno s klasičnimi količinami. In sicer ga lahko zapǐsemo v alternativni
obliki kot

K(xb, tb;xa, ta) =

√
1

2πi~
|∂

2S0(xb, tb;xa, ta)
∂xa∂xb

| e
i
~S0(xb,tb;xa,ta). (8.128)

Zgornja enačba je eden najpomembneǰsih rezultatov v kvantni mehaniki. Izpeljati se ga da
na mnogo razliučnih načinov in je uporaben v različnih kontekstih. Potrebno je povdariti, da
znamo eksplicitno izračunati le tiste funkcionalne integrale, ki se jih da tako ali drugače (pred-
vsem pametnimi koordinatnimi transformaicjami) zreducirati na harmonski oscilator. Gospodar
funkcionalnih integralov pa je berlinski fizik Hagen Kleinert.

8.14 Lastne energije harmonskega oscilatorja

Ugotovili smo že, da mora med propagatorjem in lastnimi funkcijami Schrödingerjeve enačbe
veljati zveza En. 8.99

K(xb, tb;xa, ta) =
∑
n

ϕ∗n(xb)ϕn(xa) e
i
~En(tb−ta), (8.129)
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oziroma bolj na široko√
mω

2πi~ sinω(tb − ta)
e

i
~

mω
2 sin (ω(tb−ta) ((x2

b+x2
a) cosω(tb−ta)−2xbxa) =

∑
n

ϕ∗n(xb)ϕn(xa) e
i
~En(tb−ta).

(8.130)
Da bi torej ugotovili, kaj so lastne funkcije harmonskega oscilatorja nas čaka precej naporen
razvoj propagatorja po e

iω(tb−ta)
~ . Tega se bomo lotili tako, da bomo eksplicitno izračunali nekaj

členov v razvoju, ostale pa bomo zapisali po indukciji.
Najprej ugotovimo, da je

2i sinωt = eiωt(1− e−2iωt)
2 cosωt = eiωt(1 + e−2iωt). (8.131)

in nadalje, da velja
1√

sinωt
=
√

2ie−i
1
2ωt

(
1 + 1

2e
−2iωt + . . .

)
. (8.132)

Uporabimo vse te ugotovitv skupaj z razvoojem exponentne funkcije pa na koncu lahko izpeljemo
tale razvoj

K(xb, tb;xa, ta) =
√
mω

π~
e−i

1
2ω(tb − ta) (1 + 1

2e
−2iω(tb−ta) + . . .

)
e−

mω
~ (x2

b+x2
a) ×

×
(

1− mω

~
(x2
b + x2

a)e
−2iω(tb−ta) + 2

mω

~
xbxae

−iω(tb−ta) + 2
(mω

~

)2

x2
bx

2
ae
−2iω(tb−ta) + . . .

)
.

(8.133)

Sedaj preprosto vzamemo skupaj člene, ki imajo različne mnogokratnike ω(tb−ta) v eksponentu.
Začnimo s členom najnižjega reda. Le-ta ima v eksponentu očitno 1

2ω(tb−ta). Zapǐsemo ga lahko
kot

K(0)(xb, tb;xa, ta) = ϕ0(xa)ϕ0(xb)e−
i
~E0(tb−ta), (8.134)

kjer smo vpeljali

ϕ0(x) =
(mω
π~

) 1
4
e−

mω
2~ x

2
in pa E0 = 1

2~ω. (8.135)

Naslednji red ima v eksponentu 3
2ω(tb − ta). Zapǐsemo ga lahko kot

K(1)(xb, tb;xa, ta) = ϕ1(xa)ϕ1(xb)e−
i
~E1(tb−ta), (8.136)

kjer smo vpeljali

ϕ1(x) =
(mω
π~

) 1
4

√
2mω

~
xe−

mω
2~ x

2
in pa E1 = 3

2~ω. (8.137)

In tako naprej. Z indukcijo lahko sedaj izpeljemo sledečo spločno obliko za lastne funkcije in
lastne energije v razvoju En. 8.129

ϕn(x) =
1√
2nn!

(mω
π~

) 1
4
Hn(

√
mω

~
x)e−

mω
2~ x

2
in En = (n+ 1

2 )~ω, (8.138)

pri čemer so Hn(x) Hermiteovi polinomi, definirani kot

H0(ξ) = 1,H1(ξ) = 2ξ,H2(ξ) = 4ξ2 − 2 . . . Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dne−ξ

2

dξn
. (8.139)
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splošno definicijo za pljuben n pa smo poizkali v matematičnem priročniku. Pomemben rezultat
je, da so lastne energije diskretne in navzdol omejene. Najnižja lastna energija je očitno 1

2~ω.
Imenujemo jo tudi ničelno energijo harmonskega oscilatorja.

V klasični mehaniki je najnižja energija harmonskega oscilatorja enaka nič. Temu očitno v
kvantni mehniki ni tako. Končna ničelna energija je dejansko posledica Heisenbergovega načela
nedeloločenosti, po katerem ne moremo imeti absolutnega mirovanja.

Lastne energije in lastne funkcije za kvantni harmonski oscilator pa lahko izpeljemo tudi kot
rešitve Schrödingerjeve enačbe, kar ja bolj običajna pot. Ponovimo nekaj detajlov na tej poti.
Operator polne energije za harmonski oscilator je

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x) (8.140)

in očitno ni eksplicitno odvisen od časa. Kot smo že pokazali (razdelek 8.11), smemo v tem
primeru rešitev zapisati razdeljeno na časovni in prostorski del

Ψ(x, t) = ϕ(x) e
i
~Et . (8.141)

Schödingerjevo enačbo v tem primeru zapisemo v poenostavljeni obliki (enačba 8.94):

− ~2

2m
d2ϕ(x)

dx2
+ 1

2kx
2ϕ(x) = Eϕ(x) (8.142)

Ta enačba ima v primeru robnih pogojev

ϕn(x→ ±∞) = 0 .

kot rešitve diskreten spekter lastnih funkcij in lastnih energij. In sicer velja

− ~2

2m
d2ϕn(x)

dx2
+ 1

2kx
2ϕn(x) = Enϕn(x) kjer je En = (n+ 1

2 )~ω. (8.143)

lastne funkcije stacionarne Schrödingerjeve enačbe ϕ(x)n pa očitno sovpadajo s funkcijami En.
8.138, ki smo jih dobili iz razvoja propagatorja. Izpeljava lastnih rešitev za harmonski oscilator
preko propagatorja je lažja v tem smislu, da propagator vsebuje zgolj klasično nujo. Seveda pa
zahtev zato razvoj nekoliko več dela.

S stacionarnimi rešitvami ϕn(x) sedaj lahko izračunamo pričakovane oz. povprečne vre-
dnosti < 1

2kx
2 > in < p2/2m > pri čemer se naslonima za nekatere znane lastnosti integralov

Hermiteovih polinomov. Dobimo tele rezultate.

< 1
2kx

2 > = −
∫ ∞

−∞
ϕ∗n(x)

1
2kx

2 ϕn(x) dx = 1
2 (n+ 1

2 )~ω = 1
2En〈

p2

2m

〉
= −

∫ ∞

−∞
ϕ∗n(x)

p2

2m
ϕn(x) dx = 1

2 (n+ 1
2 )~ω = 1

2En. (8.144)

Rezultat je, ob seveda drugačni definiciji in pomenu povprečij, očitno enak kot v klasični meha-
niki: 〈

p2

2m

〉
= < 1

2kx
2 > = 1

2En in pa 〈H〉 =
〈
p2

2m

〉
+ < 1

2kx
2 >= En.
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Poglejmo si še, kako izgleda Heisenbergovo načelo za harmonski oscilator. Najprej ugotovimo,
da za povprečni vrednosti koordinate ter gibalne količine zaradi simetrije lastnih funkcij sledi

< x > =
∫ ∞

−∞
ϕ∗n(x)xϕn(x) dx = 0

< p > =
∫ ∞

−∞
ϕ∗n(x)

~
i

∂

∂x
ϕn(x) dx = 0

Torej pri izračunu upoštevamo le povprečji kvadratov koordinate ter gibalne količine:

∆x∆p =
√

(< x2 > − < x >2) (< p2 > − < p >2) =
√
m

k
E2
n = ( 1

2 + n)~. (8.145)

V splošnem lahko torej očitno zapǐsemo , da je za vsak n v zgornji enačbi

∆x∆p ≥ ~
2

(8.146)

Najnižje energijsko stanje harmoničnega oscilatorja ustreza stanju s številom n = 0. V tem
primeru je produkt nedoločenosti komponente in gibalne količine enak spodnji meji Heissenber-
govega načela. Če si dobro ogledamo obliko stacionarne rešitve

ϕ0(x) =
(mω
π~

) 1
4

exp
[
−mωx

2

2~

]
je ugotovitev smiselna, saj je sama rešitev podobna minimalnemu Gaußovemu valovnemu paketu
za katerega pa že vemo, da ima najmanǰso možno vrednost produkta nedoločenosti koordinate
in gibalne količine.

8.15 Oscilirajoči valovni paket

Pri prostem delcu smo si pogledali tudi, kako se s časom spreminja valovna funkcija, ki jo
v začetku gibanja popǐsemo z Gaussovim paketom. Tudi pri harmonskem oscilatorju lahko
naredimo podobno analizo. Začnamo s tole predpostavko: v začetku naj bo ψ(x, t = 0) podana
z

Ψ(x, t = 0) =
√

α√
π
e−

1
2α

2(x− x0)2 . (8.147)

Od to lahko zlahka izračunamo tudi verjetnostno gostoto delca ob času t = 0, za katero očitno
dobimo

ρ(x, t = 0) = |Ψ(x, t = 0)|2 =
α√
π
e−α

2(x−x0)
2
. (8.148)

Vprašanje se sedaj glasi, kako se ta verjetnostna gostota spreminnja s časom za kvantni harm-
ponski oscilator. Osnovno lastnost valovne funkcije lahko prepǐsemo v tejle obliki

Ψ(x, t) =
∫
K(x, t;x′, 0) Ψ(x′, 0) dx′, (8.149)

kjer je propagator podan z

K(x, t;x′, 0) =
√

mω

2πi~ sinωt
e

i
~

mω
2 sin (ωt ((x2+x′2) cosωt−2xx′). (8.150)
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oziroma z

K(x, t;x′, 0) =
∞∑
n=0

ϕn(x)ϕn(x′)e−
i
~Ent. (8.151)

Videti je torej, da bo tudi valovna funkcija Ψ(x, t) podobno kot propagator periodična funkcija
časa s klašično periodo ω = En

~ . In res se izkaže, če izračunamo integral En. 8.149, da dobimo
takle rezultat

Ψ(x, t) =
√

α√
π
e−

1
2α

2(x− x0cosωt)2e−i(
1
2ωt+ α2xx0 sinωt− 1

4α
2x2

0 sin 2ωt). (8.152)

Potemtakem je ustrezna verjetnostna gostota ob času t

ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2 =
α√
π
e−α

2(x−x0cosωt)
2
. (8.153)

To pomeni, da zgornja valovna funkcija opredstavlja valovni paket, ki oscilira s klasično frekvenco
okrog ravnovesne lege x = 0, z amplitudi x0 ne da bi se mu s časom spreminjala oblika! To je
precej drugače kot pri valovnem paketu, ki opisuje prosti delec.

Če gre amplituda oscilacij proti nič, potem vidimo, da postaja valovna funkcija En. 8.152
vse bolj podobna valovni funkciji osnovnega stanja, namreč

lim
x0−→0

Ψ(x, t) =
√

α√
π
e−

1
2α

2x2
e−i

1
2ωt. (8.154)

Večja kot je ampituda, ve c lastmih stanj harmonskega oscilatorja prispeva k valovnemu paketu.

8.16 EM polje kot sistem harmonskih oscilatorjev

Sedaj se bomo posvetili EM polju v prostoru, ki ne vsebuje izvorov polja. Potemtakem imamo
??

ρ(r, t) = 0 in j(r, t) = 0. (8.155)

To seveda ne pomeni, da so tudi EM polja eneka nič, saj lahko na primer obstojajo rešitve, ki
opisujejo EM valovanje. Za Lagrangeovo funkcijo EM polja brez izvorov vemo, da se napǐse v
obliki

L[φ(r, t),A(r, t)] =
∫
V

L(φ(r, t),A(r, t)) d3r, (8.156)

kjer je

L(φ(r, t),A(r, t)) =
1
2
ε0 E

2(r, t)− 1
2µ

B2(r, t) =
1
2
ε0 (∇φ+

∂A
∂t

)2 − 1
2µ

(∇×A)2. (8.157)

Tu smo upoštevali zvezo med polji in potenciali, ki se glasi

E = −∇ϕ ,− ∂A
∂t

; B = ∇×A . (8.158)

Ker vektorski in skalarni potencial EM polja zadoščata umeritveni transformaciji, torej

A −→ A + ∇ζ in φ −→ φ− ∂ζ

∂t
. (8.159)
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Pri tej transformaciji se vrednostiu polj nič ne spremenijo in so torej nedoločena do umeritvene
transformacije. Umeritveno funkcijo ζ(r, t) si sedaj izberemo tako, da bodo novi potenciali
zadoščali tako imenovani Lorentzovi umeritvi 5.139)

∇ ·A +
1
c2
∂ϕ

∂t
= 0. (8.160)

V praznem prostoru, kjer nimamo nobenih izvorov polja gremo lahko še dalj in privzamemo,
da je skalarni potencial v celoti enak nič. Ob upoštevnju Lorentzovega pogoja tako pridemo do
radiacijske umeritve, ki jo definirajo enačbe

ϕ = 0 , ∇ ·A = 0. (8.161)

Upoštevajoč radiacijskop umeritev lahko ponovno zapǐsimo Lagrangeovo funkcijo elektromagne-
tnega polja zgolj z vektorskim potencialom

L(φ(r, t),A(r, t)) =
1
2
ε0

(
∂A
∂t

)2

− 1
2µ0

(∇×A)2. (8.162)

Sedaj razvijmo vektorski potencial po ravnih valovih v prostoru, kjer je difiniran. Če je ta prostor
omejen naredimo torej razvoj v Fourierovo vrsto, če pa je neomejen, naredimo Fourierov integral.
V obeh primerih velja

A(r, t) =
∑
k

A(k, t)eikr, (8.163)

le da je v prvem vsota po diskretnih vrednostiuh valovnega vektorja, v drugem pa imamo zvezen
integral. Radiacisko umeritev sedaj lahko zapǐsemo kot

divA(r, t) = i
∑
k

(kA(k, t)) eikr −→ k ·A(k, t) = 0. (8.164)

Vektorski potencial je torej pravokoten na valovni vektor. Sedaj se spomnimo še tele vektorske
identitet, oz. Pitagorovega zakona,

k2A2(r, t) = (∇×A(r, t))2 + (k ·A(r, t))2, (8.165)

oziroma, če upoštevamo ortogonalnost vektorje k in pa A, dobimo

k2A2(r, t) = (k×A(r, t))2. (8.166)

Sedaj se spomnimo še Parcevalovega teorema za Fourierov razvoj, ki pravi, da je∫
V

f(r)2 d3r =
∑
k

|f(k)|2, (8.167)

pa že lahko Lagrangeovo funkcijo zapǐsemo kot

L(φ(r, t),A(r, t)) =
1
2
ε0
∑
k

|∂A(k, t)
∂t

|2− 1
ε0µ0

|k×A(k, t)|2 =
1
2
ε0
∑
k

(
|∂A(k, t)

∂t
|2 − ω2(k)|A(k, t)|2

)
,

(8.168)
kjer smo upoštevali, da je c2 = 1/ε0µ0 in pa (ck)2 = ω2(k). Dobili smo torej Lagrangeovo
funkcijo, ki opisuje za vsak k harmonske oscilatorje EM polja. Od tu pa seveda že tudi sledijo
Lagrangeove enačbe gibanja za vektorksi potencial. Le-ta je

d

dt

(
∂L

∂ ∂A(k,t)
∂t

)
− ∂L
∂A(k, t)

= 0 od koder
∂2A(k, t)

∂t2
− ω2(k)A(k, t) = 0. (8.169)
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Poglejmo si vse skupaj še v Hamiltonski sliki. Definirjamo najprej generaliziran impulz polja kot

pA =
∂L(φ(r, t),A(r, t))

∂ ∂A∂t
= ε0

∂A
∂t

. (8.170)

V radiacijski umeritvi je torej generalizirani impulz polja ravno pA = −ε0E. Sedaj seveda lahko
najdemo tudi ustrezno Hamiltonovo funkcijo. Po definici je le-ta

H = pA ·
∂A
∂t

− L(φ(r, t),A(r, t)) =
1

2ε0
p2

A +
1

2µ0
(∇×A)2. (8.171)

Zgornji izaraz ni seveda nič drugega kot že znana definicija ce;lotne energije EM polja

H =
1
2
ε0E

2 +
1

2µ0
B2. (8.172)

Enačbo En. 8.171 seveda lahko zapǐsemo tudi s pomočjo razvoja vektroskega potencial po Fou-
rierovih komponentah, V tem primeru dobimo ob upoštevanju že prej izpeljanih lastnosti

H =
∑
k

(
1

2ε0
p2
A(k, t) +

1
2µ0

k2A2(k, t)
)

=

=
1

2ε0

∑
k

(
p2
A(k, t) + (ck)2A2(k, t)

)
. (8.173)

Tu bi lahko še upoštevali, da je ω(k) = ck. Hamiltonove enačbe hibanja se v tem poreimru
glasijo

Ȧ(k, t) =
∂H

∂pA(k, t)
oziroma Ȧ(k, t) =

pA(k, t)
ε0

ṗA(k, t) = − ∂H
∂A(k, t)

oziroma ṗA(k, t) =
k2A(k, t)

µ0
. (8.174)

Seveda se obe zgornji enačbi reducirata natančno na Lagrangeovo enačbo. Le-to dobimo, če
upoštevamo, da je pA = −ε0E, torej

Ȧ(k, t) =
pA(k, t)

ε0
= −E(k, t),

ṗA(k, t) =
k2A(k, t)

µ0
= ε0(ck)2A(k, t) = −ε0c2 (k× (k×A(k, t))) , (8.175)

kjer smo upoštevali enačbo za dvojni vektorski produkt in pa umeritev k ·A(k, t) = 0. Če sedaj
na prvo enačbo delujemo z k×, potem zgornji dve enačbi zapǐsemo v realnem prostoru dobimo

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)
∂t

= − oziroma ∇×B(r, t) = ε0µ0
∂E(r, t)
∂t

, (8.176)

kar so seveda ravno Maxwellove enačbe!

8.17 Kvantizacija EM polja

Sedaj podobno kot v primeru harmonskega oscilatorja kvantizirajmo Hamiltonijan En. 8.173.
Torej postaneta pA(k, t) in A(k, t) operatorja. Kvantizacijo EM polja bi lahko naredili s pomočjo
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funkcionalnega integrala, tako kot pri harmonskem oscilatorju, vendar bomo tu raǰse ubrali
operatorsko pot, ker bo bolj zanimiva.

Najprej seveda ugotovimo, da mora biti lastna energija EM polja ravno

E =
∑
k

(nk + 1
2 )~ω(k), (8.177)

kjer je nk kvantno število stanja podobno kot pri harmonskem oscilatorju. Glede na to, da
imamo za vsak k poseben harmonski oscilator EM polja imamo seveda v zgornji enačbi še vsoto
po k. Vsak harmonski oscilator, ki pripada kvantiziranemu EM polju imenujemo tudi foton.
Zanimivo je, da je lastna energija EM polja v osnovnem stanju enaka

E = 1
2~
∑
k ω(k), (8.178)

in je torej od nič različna. Formalno vzeto je ta energija v neskonňsem prostoru neskončna,
vendar pa vsebuje v končnem prostoru del, ki je končen in ki ustreza t.i. Casimirjevi energiji,
ki je merljiva.

Glede na to, da so v Hamiltonijanu En. 8.173 posamezne prostorske komponent med seboj
razklopljene, torej nimamo čelnov, ki bi imeli različne komponente posplošenega impulza in
vektorskega potenciala, lahko takoj zapǐsemo komutatorje

[Ai(k, t), Aj(k, t)] = [piA(k, t), pjA(k, t)] = 0
[Ai(k, t), pjA(k, t)] = i~δij . (8.179)

Če to pretransformiramo nazaj iz Fourierovega v realen prostor, dobimo

[Ai(r, t), Aj(r′, t)] = [piA(r, t), pjA(r′, t)] = 0
[Ai(r, t), pjA(r′, t)] = i~δijδ3(r− r′). (8.180)

Prostorska delta funkcija se nam je prikradla zato, ker enota v Fourierovem prostoru pomeni
delta funkcijo v realnem prostoru. Dejansko pa je to polsedica dejtva, da je za EM polje akcija
definirana z volumskim integralom gostote Lagrangeove funkcije. Iz zgornje enačbe že uvidimo,
da morata vektorski potencial in pa posplošeni impulz zadoščati neke vrste principu nedoločenosti
za EM polje.

Ker imamo običajno opravka s polji ne pa s potenciali in posplošenimi impuzli, si pogljemo
komutatorje še za polja sama. Ker velja

E(r, t) = −pA(r, t)
ε0

in B(r, t) = ∇×A(r, t), (8.181)

se morajo komutatorji za polja očitno izražati z odvodi komutatorjev za vektorski potencial in
pa posplošeni impulz. Ne pozabimo tudi, da so sedaj tudi polja operatorji, ki morajo ustrezati
nekim komutatorjem. Izpeljemo lahko tole relacijo

[Ei(r, t), Ej(r′, t)] = [Bi(r, t), Bj(r′, t)] = 0

[Ex(r, t), By(r′, t)] = −iε0~
∂

∂z
δ3(r− r′)

[Ez(r, t), Bx(r′, t)] = −iε0~
∂

∂y
δ3(r− r′)

[Ey(r, t), Bz(r′, t)] = −iε0~
∂

∂x
δ3(r− r′). (8.182)
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Zadnje tri vrstice zgornje enačbe nam govorijo o tem, da obe polji zadoščata neke vrste principu
nedoločenosti. Medtem ko različne komponente E ali B ločeno lahko hkrati merimo poljubno
natančno, pa komponent E ali B ne moremo hkrati meriti s poljubno natančnostjo.

Tudi v osnovnem stanju, ki v klasični teoriji EM polja ustreza popolnoma praznemu prostoru
brez polj, imamo potemtakem fluktuirajoča kvantna polja.

Poglejmo si na koncu še, kakňim enačbam morata ustrezati operatorja obeh polj. Heisen-
bergove enačbe gibanja za dve komponenti polj, so v tem primeru

i~Ėx = [Ex,H] =
1

2µ0

∫ [
Ex, B

2
y +B2

z

]
d3r

i~Ḃx = [Bx,H] =
ε0
2
[
Bx, E

2
y + E2

z

]
d3r. (8.183)

V zgornji vrstici ostaneta v komutatorju le kvadrata y in x komponente kvadrata magnetnega
polja, in v spodnji le y in x komponente kvadrata električnega polja. Z malo obračanja in
upoštevanjem En. 8.182 ostanemo z

i~Ėx =
i~
ε0µ0

(∇×B)x

i~Ḃx = −i~(∇×E)x. (8.184)

To sta seveda ravno x komponenti ustreznih Maxwellovih enačb. Operatorji EM polj torej
zadoščajo istim enačbam kot njihovi klasični ekvivalenti. Ampak ne pozabimo, v klasičnem
vakuumu ni nobenih polja, v kvantnem pa so!

8.18 Casimirjev efekt

Na prvi pogled bi se zdelo, da obstoj ničelne energije oscilacij EM polja v vakuumu nima kakšnih
omembe vrednih posledic. Temu seveda ni tako, o čemer priča Casimirjev efekt. Poglejmo si
lastna nihanja EM polja med dvema idelanima, prevodnǐskima površinama na razdalji D.

V prostoru brez obeh mejnih površin so rešitve Maxwellovih enačb ravni valovi, ki jiha lahko
zapǐsemo kot

E(r, t) ∼ ei(k·r−ωt). (8.185)

Z magnetnim, poljem se ne bomo ukvarjali, ker imamo z ali brez mejnih površin iste rešitve. Če
imamo površini, se narava EM valovanja pravokotno na površini nič ne spremeni. Spremenjeni
so le načini nihanja pravokotno na površini, torej v smeri z osi. V tem primeru lahko zapǐsemo

E(r, t) ∼ sin kzz ei(Q·ρ−ωt), (8.186)

kjer je transverzalni radij vektor ρ = (x, y) in transverzalni valovni vektor Q = (kx, ky), saj mora
biti električno in magnetno polje na idealni prevodni površini nič. Iz tega pogoja in valovne
enačbe dobimo

kz =
π

D
n in pa ω2(Q,D) = c2

(
Q2 + (

π

D
)2n2

)
. (8.187)

To lahko primerjamo z rešitvijo valovne enačbe v neskončnem praznem prostoru, ki nam daje

ω2(Q, kz) = c2k2 =
(
Q2 + k2

z

)
. (8.188)
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saj velja k2 = Q2 + k2
z . V prvem primeru imamo torej diskreten v drugem pa zvezen spekter

lastnih frekvenc. Poglejmo si sedaj za koliko se premakne ničelna energija EM polja zaradi
prisotnosti prevodnǐskih sten

∆E = 1
2~
∑

Q,n ω(Q,D)− 1
2~
∑

Q,kz
ω(Q, kz). (8.189)

Pri porvem členu v zgornji enačbi seštevamo po diskretnih vrednostih n, pri drugem pa po
zvezni spremenljivki kz! Kaj pravzaprav natančno pomenijo vsote po valovnih vektorjih? Pred-
stavljajmo si, da je imamo EM valovanje v kocki s stranico L, na robu katere mora biti vrednost
jakosti električnega polja 0. Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj diskretne vrednosti
podane z

k =
2π
L

n, (8.190)

kjer je n = (n1, n2, n3, . . . ) in so ni cela števila. Ker je potemtakem dk = 2π
L dn, lahko za element

volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapǐsemo

d3k =
2π
L

∆nx
2π
L

∆ny
2π
L

∆nz · · · =
(2π)3

V
d3n, (8.191)

kjer smo z V označili volumen kocke. Za diferencial celotnega števila valovnih stanj v telesu tako
lahko zapǐsemo

d3n =
V

(2π)3
d3k. (8.192)

Od tod lahko zaključimo tole: če imamo neko funkcijo valovnega vektorja, ki jo moramo sešteti
po vseh valovnih vektorjih, potem lahko zapǐsemo tole identiteto∑

k

f(k) =
∑
n

f(k(n)). (8.193)

Po drugi strani lahko to, v primeru dovolj velikega volumna, kjer si vrednosti k sledijo dovolj na
gosto, vrtimo naprej, namreč∑

k

f(k) =
∑
n

f(k(n)) =
∫

d3nf(k(n)) =
V

(2π)3

∫
d3kf(k). (8.194)

Kar je tudi zveza, ki jo potrebujemo za izrazčun razlike energij En. 8.189. Zapǐsemo torej lahko

∆E =
~c
2

S

(2π)2
∑
n

∫
d2Q

√
Q2 + (

π

D
)2n2 − ~c

2
V

(2π)3

∫∫
d2Q dkz

√
Q2 + k2

z , (8.195)

kjer je S velikost površine obeh robov, in V je volumen med njima. Poglejmo si še nekoliko
bolj natančno kaj pomenijo vsote v zgornjih enačbah. Glede na to, da je v vakuumu divergenca
električneg apolja enako nič, sledi v Fourierovem prostoru

(QxEx(Q, t) +QyEy(Q, t)) + (
π

D
)nEz(Q, t) = 0. (8.196)

Iz te enačbe sledi, da imamo za vsak n 6= 0 dve možni rešitevi za električno polje, ki ustrezata
dvema različnima polarizacijama. Določena je namreč le projekcija transverzalnega električnega
polja na transverzalni valovni vektor. Če pa je n = 0 potem zgornji enačbi lahko zadostimo le,
če je tudi transverzalna komponenta električnega polja eneka nič!
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V vsoti po valovnih vektorjih moramo torej vsak člen množiti z 2, razen tistega, ki ustreza
n = 0. To bomo zapisali tudi na sledeč način

∆E = ~c

(
S

(2π)2

′∑
n

∫ ∞

0

2π QdQ
√
Q2 + (

π

D
)2n2 − SD

(2π)3

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
2π QdQdkz

√
Q2 + kz

2

)
=

=
~cS
(2π)

( ′∑
n

∫ ∞

0

QdQ

√
Q2 + (

π

D
)2n2 − D

π

∫ +∞

0

∫ +∞

0

QdQdkz

√
Q2 + kz

2

)
. (8.197)

Integrala v zgornji enačbi, tako kot stojita, sta oba divergentna. To nas ne sme presenetiti, saj
zgornja izpeljava predpostavlja, da se obe mejni površini obnašata kot idealna prevodnika tudi
za najmanǰse valovne dolžine, manǰse od atoma. To pa je seveda nesmisel. Za dovolj majhne
valovne dolžine se vsaka snov obnaša kot vakuum. Zgornja integrala moramo zato odrezati pri
kmax ∼ 1/a, kjer je a dimenzija atoma. To bomo naredili z rezno funkcijo f(x) = 1 za x < kmax
in nič sicer.

Za razliko ničelnih energij potemtakem dobimo

∆E =
~cS
(2π)

( ′∑
n

∫ ∞

0

udu

√
u2 + (

π

D
)2n2f(

√
u2 + (

π

D
)2n2)− D

π

∫ +∞

0

∫ +∞

0

ududkz

√
Q2 + kz

2f(
√
u2 + kz

2)

)
.

(8.198)
Če sedaj uvedemo novo integracijsko spremenljivko t = u2( πD )2, potem hitro dobimo

∆E =
~cSπ3

(4πD3)

( ′∑
n

∫ ∞

0

dt
√
t+ n2f(

π

D

√
t+ n2)−

∫ +∞

0

∫ +∞

0

dtdv
√
t+ v2f(

π

D

√
t+ v2)

)
.

(8.199)
Če sedaj vpeljemo tole funkcijo

F (v) =
∫ +∞

0

dt
√
t+ v2f(

π

D

√
t+ v2), (8.200)

potem lahko enačbo En. 8.199 zapǐsemo končno v obliki

∆E =
~cSπ2

4D3

(
1
2F (0) +

∑∞
n=1 F (n)−

∫∞
0
dvF (v)

)
. (8.201)

Sedaj smo že skoraj pri koncu. Spomnimo se le še Euler - Maclaurinove sumacijske formule, ki
pravi, da je

∞∑
n=1

F (n)−
∫ ∞

0

dvF (v) = − 1
2F (0)− 1

12F
′(0) + 1

720F
′′′(0) + . . . (8.202)

Ugotovimo še lahko, da je

F ′(v) = −2v2f(
π

D
v) oziroma F ′(0) = 0, F ′′′(0) = −4. (8.203)

Vsi vǐsji odvodi funkcije F (v) so enaki nič, če predpostavimo da so nič vsi odvodi rezne funkcije
f(u) pri u = 0. Ni razloga, da tega ne bi smeli predpostaviti. Tako na koncu dobimo znamenito
Casimirjevo enačbo

∆E(D) =
~cSπ2

4D3

−4
720

= −
(

~cSπ2

720D3

)
. (8.204)
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Očitno je razlika energij En. 8.204 končna in neodvisna od rezne funkcije f(u). Potemtakem
med idealno prevodnima stenama deluje tlak, oziroma sila na enoto ploskve

p(D) = −∂(∆E(D)/S)
∂D

= − ~cπ2

240D4
. (8.205)

To je Casimirjeva sila. Obstoj Casimirjeve sile nam sporoča, da so spremembe v ničelni energiji
vakuumskega elektromagnetnega polja končne in seveda tudi merljive. Ocenimo še velikost Casi-
mirjeve sile. Povrsini 1 cm2 v oddaljenosti 1 µm se privlacita z 10−7 N, kar je ravno teža vodne
kaplice 0.5 mm v premeru. V oddaljenosti 10 nm je Casimirjeva sila enakovredna tlaku 1 atm.
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Poglavje 9

Statistična mehanika in
termodinamika

9.1 Sistemi delcev z diskretnimi stanji

V poglavju 8 smo ugotovili, da je energija v kvantni mehaniki kvantizirana. Primer, na katerem
smo to pokazali, je bil harmonski oscilator. Lege med energijskimi nivoji so bile v tem primeru
ekvidistančne:

E = (n+ 1
2 )~ω

Vendar pa moramo resnici na ljubo priznati, da je v naravi zelo malo sistemov, v katerih bi se
nahajal en sam delec. Zato nas bo v nadaljevanju zanimalo, kaj se dogaja s sistemom, v katerem
se nahaja mnogo delcev, ki niso nujno enaki. Seveda moramo privzeti, da poznamo naravo
posameznih delcev, saj v nasprotnem primeru naše delo ne bi imelo kakšnega večjega smisla.

9.1.1 Temperatura in toplota

Vzemimo dva sistema A in B (slika 9.1). V vsakem izmed sistemov je mnogo delcev, katerih
energija je diskretizirana, niso pa nujno enaki v obeh sistemih. Sistema staknemo. Novemu

Slika 9.1: Sistema A in B z energijama UA in UB ter sistem termičnega stika AB z energijo UAB .
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sistemu recimo termični stik podsistemov A in B. Njegova glavna lastnost je, da sistema lahko
izmenjujeta energijo le med sabo, ne pa tudi z okolico. Oglejmo si spremembe energij sistemov.

Naj bosta UA in UB energiji podsistemov A in B, UAB pa energija celotnega sistema. Za
vsak čas po termičnem stiku mora veljati, da mora toliko energije, kot jo prvi podsistem prejme,
drugi oddati:

dUA = −dUB ⇒ d(UA + UB) = 0
⇒ UA + UB = UAB = konst.

Torej je energija celotnega sistema UAB konstantna. Vendar pa sta energiji podsistemov lahko
med soboj različni. Iz narave odnosa med spremembama energij podsistemov bomo zato vsakemu
podsistemu pripisali novo fizikalno količino, ki bo povedala, ali med sistemoma v toplotnem stiku
teče energijski oziroma toplotni tok. Novo količino imenujmo temperatura, definirajmo pa jo
na naslednjih primerih:

1. dUA = −dUB = 0 ; A in B imata isto temperaturo

2. dUA = −dUB > 0 ; B ima vǐsjo temperaturo kot A

3. dUA = −dUB < 0 ; A ima vǐsjo temperaturo kot B

Če po toplotnem stiku velja prva ali druga možnost steče med sistemoma energijski oziroma to-
plotni tok! Pomembna je ugotovitev, da prestavljanje energije v tem primeru ne opravi nobenega
dela. Zato izmenjavi damo posebno ime - toplota in jo ozančimo s Q

dQ = dUA = −dUB . (9.1)

Še enkrat: toplota je sprememba energije, ki ne opravi in tudi ni posledica dela sistema ali pa dela
opravljenega na sistemu. Je spontana posledica premikanja sistema k ravnovesju (glej spodaj).

9.1.2 Energijski spektri sistemov in število stanj

Oglejmo si sistema A in B. V vsakem izmed sistemov so po štirje delci, ki so med seboj razločljivi
in so lahko v danem trenutku v poljubnem energijskem stanju, ki je na voljo. Sistem A naj ima
ekvidistantne energijske nivoje, sistem B pa ne (slika 9.2). Sistemu A pripǐsimo neko vrednost
celotne energije UA. Nato si oglejmo vse možnosti zapolnitve energijskih stanj s štirimi delci,
tako da bo vsota posameznih energij delcev enaka UA. Skupno sstevilo stanj v sistemu A z
energijo UA označimo z ΩA(UA) in rezultate zapǐsimo v tabelo:
Tabela števila stanj z določeno skupno
energijo UA v sistemu A:

UA = 0 ΩA(UA) = 1
UA = 1 ΩA(UA) = 4
UA = 2 ΩA(UA) = 10
UA = 3 ΩA(UA) = 20
UA = 4 ΩA(UA) = 35
UA = 5 ΩA(UA) = 56
UA = 6 ΩA(UA) = 84

...
...

Zapis vseh stanj za primer UA = 3. Stanje 0120
pomeni, da se prvi delec nahaja na osnovnem, drugi
delec na prvem, tretji na drugem, ter četrti zopet
na osnovnem energijskem nivoju. Skupna energija je
tako 0 + 1 + 2 + 0 = 3 = UA.

3000 0003 0300 0030
2100 2010 2001 1200
0210 0201 0021 1020
0120 1002 0102 0012
1110 1101 1011 0111
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Slika 9.2: Število stanja za oba sistema A in B preden ju staknemo. Vsoto obeh sistemov
postaviomo konstantno UA + UB = 6.

Podobno seveda lahko poǐsčemo tudi tabelo stevila stanj pri danih energijah UB za sistem B.
Ker v tem sistemu manjkajo energijski nivoji z vrednostima energije 3 in 5, bo število stanj za
primere UB > 2 manǰse, kot v sistemu A:

UA, UB 0 1 2 3 4 5 6
ΩA(UA) 1 4 10 20 35 56 84
ΩB(UB) 1 4 10 16 23 28 38

Sedaj, ko poznamo števila stanj za nekatere vrednosti celotne energije sistemov A in B, se
vprašajmo, kaj se s stevilom stanj zgodi ob toplotnem stiku. Oglejmo si primer, ko sta energiji
podsistemov UA = UB = 3. Po toplotnem stiku bo zato energija celotnega sistema UAB = 6.
Ko predpostavimo, da med samimi delci ni interakcije1, si lahko ogledamo odvisnost števila
energijskih stanj ΩAB(UAB) od števil ΩA(UA) in ΩB(UB):

ΩAB(UAB) = ΩA(UA) · ΩB(UB) = 20 · 16 = 320

Recimo, da so vsa stanja enakovredna in s tem enako verjetna, ter se vprašajmo po verjetnosti
realizacije P (Ui):

P (UA) = 1
20 = 0, 05 P (UB) = 1

16 = 0, 063

Torej je verjetnost, da se en delec znajde v stanju z energijo U = 3, enaka:

A : P (U1 = 3, U2,3,4 = 0) = 4 · 0, 05 = 0, 2

B : P (U1 = 3, U2,3,4 = 0) = 0 · 0, 063 = 0

1Dela ni, je le toplotni tok, sicer bi se energijski nivoji ”pokvarili”.
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Kot že rečeno, je energija celotnega sistema v primeru, ki ga obravnavamo, UAB = 6. Ta
energija se lahko med oba sistema sedaj porazdeli na več načinov. Tako imamo poleg možnosti
UA = UB = 3 sedaj na razpolago tudi na primer porazdelitev z vrednostima UA = 1 in UB = 5,
... Upoštevajoč to ugotovitev, si oglejmo tabelo stanj za sistem AB (tabela 9.2). Hitro lahko

UA 0 1 2 3 4 5 6
UB 6 5 4 3 2 1 0

ΩAB(UA, UB) 38 112 230 320 350 224 84

Tabela 9.1: Števila stanj ΩAB(UA, UB) glede na razporeditev skupne energije na podsistema.

ugotovimo, da je celotno število stanj ΩAB(UAB) pri energiji UAB = 6 veliko večje od vrednosti
produkta ΩA(UA) · ΩB(UB):

UA = 3 UB = 3 UAB = 6
ΩA(UA) = 20 ΩB(UB) = 16 ΩAB(UAB) = 1358

Povečanje števila stanj je posledica diskretnega energijskega spektra! Ker pa s tem še nismo do
konca izčrpali zaloge spoznanj, ki se nam ponujajo, si oglejmo, kaj nam lahko povedo povprečne
vrednosti energij podsistemov A in B pred in po termičnem stiku. Povprečno energijo definiramo

Slika 9.3: Odvisnost števila stanj podsistemov A in B in njunega kompozita od energije po-
sameznegam podsistema pri fiksni energiji kompozita UAB = 6. Imamo produkt obeh števil
stanj.

kar s težǐsčnim izrekom

< UA >pred =
∑
UA

UA
ΩA(UA)

ΩA
= 3 < UB >pred =

∑
UB

UB
ΩB(UB)

ΩB
= 3 ,
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pri čemer je Ωi(Ui) število stanj pri določeni energiji Ui, Ωi pa je skupno število stanj po vseh
danih energijah. Ko sistema staknemo, se število stanj poveča! Pri izračunih upoštevamo število
stanj sistema AB pri neki energiji sistema A oziroma sistema B, ter ne pri določeni energiji UAB
(za pomoč uporabimo vrednosti s tabele 9.2):

< UA >po =
∑
UA

UA
ΩAB(UA)

ΩAB
= 3, 35 < UB >po =

∑
UB

UB
ΩAB(UB)

ΩAB
= 2, 65

Ugotovimo, da se po termičnem stiku povprečna energija podsistema A zvǐsa, v podsistemu B
pa zniža tako, da vseskozi velja < UA > + < UB >= 6. Glede na to posnanje lahko sklepamo,
da je imel podsistem B pred termičnim stikom večjo temperaturo kot podsistem A. Torej je
smer pretoka energije očitno odvisna od energijskih nivojev posameznih podsistemov (oziroma
od razporeditve stanj po energijah).

Povezavo z energijo lahko ǐsčemo na grafu, ki prikazuje odvisnost števila stanj od zasedenosti
energijskih nivojev (slika 9.3, zgoraj). Opazimo namreč, da je graf ΩA(UA) bolj strm kot graf
funkcije ΩB(UB). Sklepamo, da je različen naklon posledica različne strukture stanj. Prav
tako opazimo, da se maksimuma grafov funkcij ΩAB(UA) in ΩAB(UB) nahajata na vrednostih
povprečnih energij podsistemov po toplotnem stiku. Ker smo v nassem primeru obravnavali le
sistem osmih delcev, povprečji nista dobro definirani! Če bi torej gledali sistem, sestavljen iz
108 delcev, bi bila slika podobna, vendar pa bi bilo povprečje precej bolj definirano (slika 9.3,
spodaj).

9.2 Osnove termodinamike

9.2.1 Temperatura in entropija

Zopet vzemimo sistem AB, sestavljen iz podsistemov A in B, ki sta v toplotnem stiku. Njegova
energija je vsota energij podsistemov (UAB = UA+UB). Oglejmo si porazdelitev delcev v sistemu
A po toplotnem stiku:

ΩAB(UA) = ΩA(UA) · ΩB(UAB − UA︸ ︷︷ ︸
UB

)

Ker vemo, da ima porazdelitev maksimum (slika 9.3b) smemo zapisati

∂ΩAB(UA)
∂UA

= 0

Zapisani pogoj uporabimo na enačbi porazdelitve delcev v sistemu A2

∂ΩAB(UA)
∂UA

=
∂ΩA(UA)
∂UA

· ΩB(UAB − UA) + ΩA(UA) · ∂ΩB(UAB − UA)
∂UA

=
∂ΩA(UA)
∂UA

· ΩB(UB) − ΩA(UA) · ∂ΩB(UB)
∂UB

Ker je vrednost dobljenega rezultat zaradi ekstremalnega pogoja enaka nič, smemo dobljeno
enačbo zapisati v drugačni obliki:

1
ΩA(UA)

∂ΩA(UA)
∂UA

=
1

ΩB(UB)
∂ΩB(UB)
∂UB

(9.2)

2V drugem koraku izračuna uporabimo odvisnost UB = UAB − UA, in hkrati upoštevamo ∂UB = −∂UA.
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oziroma
∂

∂UA
lnΩA(UA) =

∂

∂UB
lnΩB(UB) (9.3)

ko upoštevamo nastavek za odvod naravnega logaritma. Tako smo dobili pogoj za sistem v
ravnovesnem stanju (ko se nahajamo v maksimumu grafa funkcije ΩAB(UA)). Hitro ugotovimo,
da se bo pri pomikanju po grafu v levo ali desno stran (proč od maksimuma) enačba spremenila
v neenačbo:

1.
∂ΩAB(UA)

∂UA

∣∣∣∣
0

> 0 ⇒ ∂ lnΩB(UB)
∂UB

<
∂ lnΩA(UA)

∂UA

2.
∂ΩAB(UA)

∂UA

∣∣∣∣
0

< 0 ⇒ ∂ lnΩB(UB)
∂UB

>
∂ lnΩA(UA)

∂UA

Iz že znenih ugotovitev lahko sklepamo, da se mora stanje sistema, ki je bil na začetku na levi
strani grafa (glede na maksimum), pomakniti pri stiku v desno proti maksimumu. Torej velja,
da je začetno temperaturno stanje v navedenih primerih takšno:

1. ”TA” < ”TB”

2. ”TA” > ”TB”

Ocitno temperaturo sistema i lahko povežemo z izrazom ∂
∂Ui

lnΩi(Ui). Torej smo sposobni
zapisati kvantitativno definicijo temperature:

1
T

=
∂k lnΩ(U)

∂U
. (9.4)

Sedaj lahko zgornje ugotovitve pǐsemo za temperaturo brez narekovajev. Torej najbolj verjetno
stanje sistema AB imamo takrat, ko je

TA = TB oziroma
∂k lnΩA(UA)

∂UA
=
∂k lnΩB(UB)

∂UB
. (9.5)

Če pa nismo v najbolj verjetnem stanju je bodisi TA < TB ali pa obratno TA > TB .

V zapisu temperature smo kot sorazmernostni člen uporabili eksperimentalno dobljeno Bol-
tzmannovo3 konstanto k, katere numerična vrednbost je k = 1, 3807 · 10−23 J/K. Le-ta v isti
vlogi nastopa tudi v Boltzmannovi formuli, s katero je definirana entropija:

S(U) = k lnΩ(U) . (9.6)

Za konec dobljeno formulo vstavimo v enačbo (9.4) in zapǐsimo povezavo med temperaturo in
entropijo:

1
T

=
∂S(U)
∂U

(9.7)

Entropijo smo sicer vpeljali, vendar pa nam zaenkrat še ni jasno, kaj nam lahko predstavlja in
kakssne so lahko njene spremembe. Da ne bi predolgo tavali v mraku, si hitro oglejmo nekatere
njene lastnosti.

3Ludwig Boltzmann (1844 - 1906)
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9.2.2 Zakoni termodinamike

Ničti zakon termodinamike

Obstoj maksimuma v krivulj ΩAB(UA), torej štila stanj kopozita AB v odvisnosti od energije
UA (lahko tudi seveda UB) ima zanimive posledice. Č im večji je sistem, torej čim večje je število
delcev v njem, tem izraziteǰsi je ta maksimum. Točno pri maksimumu seveda velja

∂

∂UA
lnΩA(UA) =

∂

∂UB
lnΩB(UB), (9.8)

kar se seveda prevede ve

TA = TB . (9.9)

Od tu lahko povzamemo ničti zakon termodinamike in sicer: Sistema sta v toplotnem rav-
novesju, ko imata enako temperaturo. Z drugimi besedami bi lahko tudi rekli, da sta sistema v
ravnovesju, takrat, ko je število stanj maksimalno.

Prvi zakon termodinamike

Pri termičnem stiku med izoliranima sistemoma A in B smo tudi ugotovili, da si izmenjata
energijo, in sicer smo izpeljali, da je

dUA = −dUB = dQ. (9.10)

Izmenjana energija med obema sistemoma, ki ne opravi nobenega dela, se imenuje toplota.
Prvi zakon termodinamike lahko zato v tem posebnem primeru formuliramo kot: sprememba
energije sistema (A ali B) je enaka dovedeni ali odvedeni toploti.

Sedaj upoštevajmo pravkar izpeljano zvezo med Boltzmannovo entropijo in temperaturo

1
T

=
∂S(U)
∂U

oziroma dU = T dS. (9.11)

potem lahko prvi zakon termodinamike zapǐsemo v nekoliko drugačni obliki

dUA = dQ = TdS(UA), (9.12)

in analognao še za sistem B. Prvi zakon termodinamike v tej obliki nam pove, da se energija
sistema spremeni zaradi preporazdelitve delcev med obstoječimi energijskimi nivoji. Pri tem
sistem ne opravi nobenega dela, pač pa v njem zgolj stečejo toplotni tokovi.

Prvi zakon termodinamike bomo nekoliko kasneje reformulirali, ko bomo uvedli koncept
kvazistatičnega dela, ki bo prispeval dodaten člen k prvemu zakonu.
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Drugi zakon termodinamike

Poglejmo si še obnašanje entropije sistemov ob toplotnem stiku. Vzemimo sistem AB, ki ga
sestavljata podsistema A in B, ki sta v toplotnem stiku. Zapǐsimo stevilo stanj pred in po stiku,
ter si oglejmo rezultata, ki ju za ta dva primera narekuje Boltzmannova formula (9.6).

Pred termičnim stikom velja za število stanj ΩAB = ΩA(UA) · ΩB(UB), kar seveda pomei,
da je

S0 = k ln [ΩA(UA) ΩB(UB)] = k lnΩA(UA) + k lnΩB(UB) = S0(A) + S0(B) (9.13)

oziroma, da je entropija aditivna funkcija obeh podsistemov. Ker je seveda UA + UB = UAB ,
lahko zgornjo enačbo zapǐsemo tudi kot

S0 = k lnΩA(UA) + k lnΩB(UAB − UA). (9.14)

Po termičnem stiku se število stanj poveča (zaradi povečanja števila možnih razporeditev ener-
gije), in sicer dobimo kot že vemo

ΩAB(UAB) =
UAB∑
UA=0

ΩA(UA) ΩB(UAB − UA). (9.15)

Ustrezna entropija ima potemtakem obliko

S = k lnΩAB(UAB) = k ln
UAB∑
UA=0

ΩA(UA) ΩB(UAB − UA). (9.16)

V zgornji vsoti je en njen člen gotovo identičen S0, vendar ima poleg tega še druge člene, zaradi
katerih je S vedno večja od S0. Tako smo se dokopali do nove ugotovitve, ki jo imenujmo drugi
zakon termodinamike in ki se glasi

S0 ≤ S. (9.17)

Pri vseh procesih se entropija povečuje. Ta zakon sledi skorajda trivialno iz definicije entropije.
nekoliko drugače ga lahko zapǐsemo tudi takole, pri vseh spontanih procesih imamo

S − S0 = dS ≥ 0. (9.18)

Sprememba entropije je torej vedno nenegativna. Vse te tri zakone termodinamike si bomo
zapomnili, saj imajo v fiziki izjmeno pomembno mesto.

9.2.3 Termodinamska limita

V izrazu za entropijo sistema AB imamo vsoto

S(AB) = k ln
UAB∑
UA=0

ΩA(UA) ΩB(UAB − UA) = k lnΩAB(UAB). (9.19)

Ta vsota ima v spločnem lahko mnogo členov in je težko reči, kakšna funkcija UAB bo. Vendar
pa se spomnimo, da ima število stanj ΩAB(UAB) zelo izrazit maksimum, ki je tem bolj oster,
čim večje je celotno število delcev v sistemu. V tako imenovani termodinamski limiti, ko gre

N → ∞, (9.20)
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postane porazdelitev neskončno ostra in ima vrh pri energiji UA ali UB podanima z

1
TA

≡ ∂S(AB)
∂UA

=
1
TB

≡ ∂S(AB)
∂UB

. (9.21)

To lahko zelo dobro vidimo ba shmeatski sliki števila stanj sistema z velikim številom delcev.
Nemesto, da bi pri številu stanj in entropiji pisali vsoti po vseh UA ali UB , bi se lahko zelo

Slika 9.4: Odvisnost števila stanj podsistemov A in B in njunega kompozita od energije posa-
meznegam podsistema pri zelo velikem številu delcev.

natančno omejili le na člen z enerhijo, ki je rešitev zgornje enačbe, torej

ΩAB(UAB) =
UAB∑
UA=0

ΩA(UA) ΩB(UAB − UA) ≈ ΩA(UA) ΩB(UAB − UA) (9.22)

oziroma

S(AB) = k ln
UAB∑
UA=0

ΩA(UA) ΩB(UAB − UA) ≈ k lnΩA(UA) ΩB(UAB − UA). (9.23)

V obeh zgornjih enačbah je UA rešitev En. 9.21. Odslej bomo vedno predpostavili, da imamo
opravka s sistemu, sestavljenimi iz velikega števila delcev, pri katerih lahko povprečno enbergijo
nadomestimo z energijo maksimuma in sicer kot

< UA > =
∑
UA

UA
ΩAB(UA)

ΩAB
≈ UA. (9.24)

V nadaljevanju lahko torej povsod upoštevamo, da je porazdelitev po enerhiji za dovolj velik
sistem tako zelo uštičena, da lahko vsoto po energiji povsod nadomestimo z dominantnim členom.
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9.2.4 Kvazistatično delo

Dolsej smo stevilo stanj opazovali le kot funkcijo energije sistema. Vendar pa to ni edina spremen-
ljivka od katere je odvisno. Dejansko je entropija funkcija treh spremenljivk oziroma parametrov
sistema: energije U , števila delcev N ter volumna V :

S = S(U,N, V ) .

Namesto da bi opazovali entropijo kot funkcijo teh spremenljivk, raje opazujmo energijo kot
funkcijo entropje U , števila delcev N ter volumna V : torej

U = U(S,N, V ).

Seveda predpostavljamo, da ta funkcijski obrat obstaja in da je enozančen. Glede na njeno
funkcijosko odvisnost lahko za diferencial energije pridelamo

dU =
(
∂U

∂S

)
V,N

dS +
(
∂U

∂V

)
S,N

dV +
(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (9.25)

Odvisnost energije od V si sje zlahka predstavljati, saj vemo, da je na primer za idealno poten-
cialno jamo, energijski spekter funkcija dimenzije jame. Odvisnost od N pomeni, da moramo za
vsako vložitev novega delca v sistem zapraviti neko energijo. Ko upoštevamo enačbo En. 9.7
lahko diferencial energije zapǐsemo v drugačni obliki

dU = T dS +
(
∂U

∂V

)
S,N

dV +
(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (9.26)

Sedaj se pomudimo pri vsakem členu zgornje enačbe posebej.
Recimo, da se sistemu v danem trenutku spreminja le ena dimenzija. Torej lahko spremembo

volumna zapǐsemo kot produkt konstantne površine A in spremembe ene dimenzije dx:(
∂U

∂V

)
S,N

dV =
1
A

(
∂U

∂x

)
S

Adx ; dV = Adx

V negativni vrednosti odvoda energije po koordinati spoznamo silo F . Zapǐsemo:

∂U

∂x
dx = −F dx = −F

A
Adx = −pdV. (9.27)

Tako imamo ob upoštevanju pravkar izpeljanega

dU = T dS − pdV +
(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (9.28)

Sedaj se posvetimo še zadnjemu členu. V odvodu prepoznamo ravno zvezno obliko diskretnega
člena, kajti ne smemo pozabiti, da se število delcev dejansko lahko spreminja le v skokih po ena,
torej (

∂U

∂N

)
S,V

≡ U(N + 1, S, V )− U(N,S, V ). (9.29)

Ta odvod dejsnasko predstavlja spremembo energije sistema, ko mu dodamo en delec, torej
njihovo celotno število povečamo z N na N + 1. To energijo imenujemo tudi kemijski potencial
delca, ki je v splošnem funkcija spremenljivk N,S, V . Če ga označimo z µ, dobimo končno

dU = T dS − pdV + µdN. (9.30)
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To je končna oblika diferenciala energije. Kakšna pa je njena interpretacija? Prvi člen pove,
da se energija sistem spremeni zaradi dovajanja ali odvajanja toplote dQ = T dS. Toplotni
tok kot vemo je tisti del energijskih sprememb, ki ne opravljajo nobenega dela. Ustreza zgolj
preporazdelitvi delcev med energijskimi nivoji, ki so na voljo. Drugi člen pove, da se energija
sistema spremeni zaradi tega, ker se spremeni ne zasedenost energijskih nivojev, pač pa njihov
položaj! Člen pdV pove, za koliko se spremeni položaj energijskih nivojev, če malo spremenimo
tlak. Zadnji člen µdN pa pove, za koliko se spremeni položaj energijskih nivojev kot posledica
tega, da smo sistemu dodali še en delec.

Prvi člen torej ustreza preporazdelitvi delcev med danimi in konstantnimi energijskimi nivoji,
ostala dva pa povesta, koliko se spremenijo ti nivoji kot funkcija parametrov V in N . Zadnje
dva člena vsled tega imenujemo tudi diferencial kvazistatičnega dela. Kvazistatično zato, ker
ne spreminja zasedenosti nivojev.

Prvi zakon termodinamike En. 9.12 moramo zaradi vsega zgoraj povedanega spremeniti v
tole obliko

dU = T dS − pdV + µdN. (9.31)

Kar preberemo kot: sprememba energije sistema je enaka vsoti toplotnih sprememb
in spremembe kvazistatičnega dela. Sesatvljena je, če še enkrat ponovimo to pomembno ugo-
tovitev iz prispevka prerazporeditve delcev, tako da zasedejo druge nivoje, in pa spremembe
kvazistatičnega dela, tako da se prestavijo energijski nivojev

9.3 Mikrokanonični ansambel

Sedaj se osredotočimo na poseben problem. Imamo sistem A, ki ga držimo pri konstantni tem-
peraturi. Vpašamo se, kakšne bodo spremenljivke, ki določajo makroskopsko stanje tega sistem,
torej entropija, temperatura, talk in kemijski potencial. Zanima nas torek, kako se p, T in µ
izraz̧ajo z S = S(UA, VA, NA). Za začetek bomo indeks A izpustili, saj imamo opravka zgolj z
enim samim sistemom.

9.3.1 Mikrokanonični ansambel

Vzemimo kar sistem z energijo U = U(S, V,N), kjer smo obrnmili osnovno enačbo S = S(U, V,
N), ter si oglejmo vpliv majhnih sprememb entropije, volumna in števila delcev na energijo:

dU =
(
∂U

∂S

)
V,N

dS +
(
∂U

∂V

)
S,N

dV +
(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (9.32)

Prva dva odvoda na desni strani enačbe že znamo zapisati s temperaturo oziroma s tlakom. Kot
že vemo, se prvi zakon termodinamike izraža s spremembo toplote in kvazistatičnim delom kot

dU = T dS − pdV + µdN (9.33)

Do povezav med spremenljivkami bomo poskusili priti po primerjalni poti. V ta namen si bomo
ogledali diferencial entropije S = S(U, V,N):

dS =
(
∂S

∂U

)
V,N

dU +
(
∂S

∂V

)
U,N

dV +
(
∂S

∂N

)
U,V

dN

=
dU
T

+
(
∂S

∂V

)
U,N

dV +
(
∂S

∂N

)
U,V

dN
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Celotno enačbo nato pomnožimo s T in na obeh straneh odštejemo izraz dU+T dS. Tako dobimo
izraz:

dU = T dS − T

(
∂S

∂V

)
U,N

dV − T

(
∂S

∂N

)
U,V

dN

Ko dobljeno enačbo primerjamo z izrazom (9.33), opazimo enakost diferencialov na desni strani
enačaja. Torej lahko, z izenačitvijo koeficientov pred diferenciali, tlak in kemijski potencial
zapǐsemo z odvodoma entropije:

p

T
=
(
∂S

∂V

)
U,N

,
µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
U,V

.

Ko dobljenima enačbama dodamo še definiciji temperature in entropije

1
T

=
(
∂S

∂U

)
N,V

in S = k lnΩ(U,N, V ) ,

dobimo tri enačbe, ki povezejo mikroskopske količine (desni del) z makroskopskimi (levi del
enačb). Imenujemo jih enačbe stanja mikrokanoničnega ansambla

p = kT
∂ lnΩ(U,N, V )

∂V

µ = −kT ∂ lnΩ(U,N, V )
∂N

(9.34)

1
T

= k
∂ lnΩ(U,N, V )

∂U

Seveda to ni edini način za izračun posameznih mikroskopskih količin. Tlak bi na primer lahko
izračunali s časovnim povprečjem sil F (t), s katerimi delci sistema delujejo na njegove meje s
površino A:

pT = lim
T→∞

[
1
T

∫ T

0

F (t)
A

dt

]
.

To ugotovitev lahko strnemo v ergodično hipotezo4:

p = pT

Za mehanske količine velja, da je statistično povprečje enako mehanskemu. Tu bi se dalo povedati
še marsikaj, a se bomo vzdržali.

9.3.2 Ravnovesje in funkcija stanja

Kot že vemo, velja drugi zakon termodinamike, ki ga za mikrokanonični ansambel lahko zapǐsemo
v obliki

dS(U, V,N) ≥ 0. (9.35)

Entropija se orej pri vseh spremembah v sistemu zgolj povečuje. Povečuje pa se seveda lahko to-
liko časa, dokler ne doseže maksimuma v ravnovesju. Ravnovesju je otrej podano z maksimumom
entropije. Prikazuje ga slika. Glede na to, da je ravnovesje v mikrokanoničnem ansamblu po-
dano z entropijo, ki je funkcija energije, volumna in števila delcev, imenujemo te spremenljivke
naravne spremenljivke mikrokanoničnega ansambla, entropijo pa funkcijo stanja v mikroka-
noničnem ansamblu.

4Hipoteza splošno ne velja. Velja za kaotične (tudi mešane) sisteme.
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Slika 9.5: Definiciji ravnovesja v mikrokanoničnem ansamblu.

9.3.3 Idealni plin - mikrokanonično

S stacionarnostnim nastavko, saj potencial, ki je nič, ni odvisen od časa

Ψ(r, t) = e−
i
~Et ϕ(r), (9.36)

lahko Schr odeingerjevo enačbo zapǐsemo kot

− ~2

2m
∇2ϕ = Eϕ, (9.37)

za katero velja robni pogoj (∂V predstavlja rob volumna):

ϕ(∂V ) = 0 .

Valovne funkcije so očitno separabilne po koordinatah ϕ(r) = ϕ1(x)ϕ2(y)ϕ3(z), in zato lahko
zapǐsemo

− ~2

2m
[ϕ′′1ϕ2ϕ3 + ϕ1ϕ

′′
2ϕ3 + ϕ1ϕ2ϕ

′′
3 ] = E ϕ1ϕ2ϕ3 , (9.38)

oziroma

E = − ~2

2m

[
ϕ′′1
ϕ1

+
ϕ′′2
ϕ2

+
ϕ′′3
ϕ3

]
.

Ker je levi del enačbe konstanten, mora biti konstanten tudi desni del. To pomeni, da mora biti
konstanten vsak izmed seštevancev v oglatem oklepaju. Zapǐsemo lahko tri diferencialne enačbe,
katerih rešitve poznamo:

ϕ′′1
ϕ1

= K1 ,
ϕ′′2
ϕ2

= K2 ,
ϕ′′3
ϕ3

= K3 ,

ϕ1 = A1 sin
[
nx

2πx
L

]
, ϕ2 = A2 sin

[
ny

2πy
L

]
, ϕ3 = A3 sin

[
nz

2πz
L

]
.
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Tu smo upoštevali že tudi robni pogoj, da so namreč vse lastne funkcije na meji volumna enake
nič, torej za x = 0, L, y = 0, L in z = 0, L. To se prevede v zahtevo, da so nx, ny in nz lahko le
cela števila. Stacionarni del valovne funkcije torej opǐse enačba

ϕ(r) = A sin
[
nx

2πx
L

]
sin
[
ny

2πy
L

]
sin
[
nz

2πz
L

]
.

Nastavek uporabimo v enačbi (9.38)

~2

2m

[
n2
x

(
2π
L

)2

+ n2
y

(
2π
L

)2

+ n2
z

(
2π
L

)2
]
ϕ(r) = Eϕ(r) ,

iz katere izluščimo izraz, ki opisuje energijo delca v določenem stanju n = (nx, ny, nz):

Enx,ny,nz =
~2

2m
(n2
x + n2

y + n2
z)
(

2π
L

)2

. (9.39)

V mikrokanoničnem ansamblu imamo fiksirano celotno energijo N delcev, ki po predpostavki
med seboj ne interagirajo. Celotno stanje sistema je potemtakem produkt stanj posameznih
delcev. Interakcije ni. Za celotno energijo U mora torej veljati

U =
N∑
i=1

Ei =
~2

2m

(
2π
L

)2 N∑
i=1

n2
i =

~2

2m

N∑
i=1

k2
i , (9.40)

kjer smo sedaj za vsak delec vpeljali valovni vektor

ki =
(

2π
L

)
(nx, ny, nz)i =

(
2π
L

)
ni. (9.41)

Sedaj nas zanima celotno število stanj Ω, kot funkcija celotne energije U , volumna V in števila
delcev N . Enako je celotnemu številu stanj, ki jih lahko spavimo v N dimenzionalen volumen,
določen s kvantnimi števili n. Torej po definiciji

Ω(U,N, V ) ≡
∫
d3Nn
N !

. (9.42)

Integral v števcu je celotno število stanj v prostoru stanj z radijem n2 =
∑N
i=1 n

2
i . Tu smo

upoštevali še dejstvo, da delcev med seboj ne moremo razločiti in moramo torej celtono število
stanj deliti s številom permutacij med delci. Ker velja za vsako stanje

n =
L

2π
k (9.43)

potem lahko zapǐsemo∫
d3Nn =

(
L3

(2π)3

)N ∫
d3Nk =

(
V

(2π)3

)N ∫
d3Nk, (9.44)

pri čemer je velikost k definirana kot
k2 =

∑
i

k2
i .

282
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D V Radij
1 2R R2 = x2

1

2 πR2 R2 = x2
1 + x2

2

3 4
3πR

3 R2 = x2
1 + x2

2 + x2
3

4 1
2π

2R4 R2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

5 8
15π

2R5 R2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5

. . . . . . . . .

Tabela 9.2: Volumen prostora .

Potemtakem je
∫
d3Nk prepsoto verdnost volumno v 3N dimenzionalnem hiperprostoru, z radi-

jem k. Za volumen vemo, da je takole odvisen od dimenzije prostora Kar lahko zapǐsemo tudi
kot splošno formulo ∫

d3Nk =
π

3N
2 k3N

Γ( 3N
2 + 1)

. (9.45)

Torej lahko zapǐsemo

Ω(U,N, V ) =
(

V

(2π)3

)N ∫
d3Nk
N !

=
(

V

(2π)3

)N
π

3N
2 k3N

Γ( 3N
2 + 1)Γ(N + 1)

. (9.46)

Sedaj se, kot smo že napovedali, osredotočimo na termodinamsko limito, v kateri imamo opravka
z zelo velikim številom delcev N −→∞. Zato lahko uporabimo Stirlingov približek

Γ(N + 1) =
√

2πN(
N

e
)N .

Sedaj upoštevamo še, da je po definiciji

U =
~2

2m
k2, oziroma k =

√
2m U

~2
. (9.47)

Tako dobimo za logaritem celotnega števila stanj z dano energijo U Sackur- Tetrodejevo enačbo

lnΩ(U,N, V ) = N ln

(
V

N

(
U

N

)3/2(4πm
3~2

)3/2

e5/2

)
. (9.48)

To smo izpustili vse člene, ki so subdominantni v N v termodinamski limiti. To je seveda končen
izraz, ki v mikrokanoničnem ansamblu povezuje makroskopsko število vseh stanj s spremenljiv-
kami U, V,N . Ta izraz bo osnova za izpeljavo enačbe stanja idealnega plina.

9.3.4 Enačba stanja idealnega plina - mikrokanonično

Sedaj ko imamo Ω(U,N, V ) lahko seveda iz osnovnih enačb mikrokanoničnega ansambla izpeljemo
tudi vse ustrezne makroskopske spremenljivke. Pojdimo po vrsti. In sicer dobimo

p = kT
∂ lnΩ(U,N, V )

∂V
= kT

N

V

µ = −kT ∂ lnΩ(U,N, V )
∂N

= −kT

[
ln

(
V

N

(
U

N

)3/2(4πm
3~2

)3/2

e5/2

)
− 5

2

]
1
T

= k
∂ lnΩ(U,N, V )

∂U
= 3

2k
N

U
. (9.49)

283
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Zanimiv rezultat, ni kaj. V zadnji enačbi lahko razberemo tisto, kar bomo kasneje poimenovali
ekviparticijski teorem, in sicer pravi

U = 3
2kT N. (9.50)

Na ta način lahko povsod celotno energijo U nadomestimo s temperaturo T . V prvi enačbi
prepoznamo kar Boylov zakon za idealni plin. IN v srednji enačbi lahko kemijski potencial
izrazimo z na novo definirano temperaturo sistema

µ = −kT

[
ln

(
V

N

(
2πkTm

~2

)3/2

e5/2

)
− 5

2

]
. (9.51)

Kemijski potencial je tako očitno logaritemska funkcija gostote delcev v neskončni potencialni
jami.

9.4 Kanonični ansambel

Sedaj si poredstavljamo nekoliko drugačen primer. Nimamo več izoliranmega sistema A, ampak
je ta del nekega večjega sistema, ki ga imenujemo tudi rezervoar, in ga označimo z R. glej
sliko. Izbiro imena upravičimo s trditvijo, da se po toplotnem stiku temperatura rezervoarja v

Slika 9.6: Sistem A in temperaturni rezervoar R pred termičnim stikom in po njem.

najnižjem približku ne spremeni (TR = konst.) Končno energijo po termičnem stiku zapǐsimo kot
vsoto začetnih energij sistemov A in R (UAR = UA + UR). Privzamemo, da je vrednost energije
UAR konstantna, je torej celoten sistem AR je opisljiv z mikrokanoničnim ansamblom.

9.4.1 Boltzmanova porazdelitev

Kot vemo, je število stanj v sistemu AR pri energiji UA podano z izrazom

ΩAR(UA) = ΩA(UA)ΩR(UAR − UA) .

Sedaj, ko poznamo število stanj, lahko zapǐsemo verjetnost PA(UA) nahajanja sistema A v stanju
z energijo UA:

PA(UA) =
ΩA(UA)ΩR(UAR − UA)∑
UA

ΩA(UA)ΩR(UAR − UA)
;

∑
UA

PA(UA) = 1. (9.52)
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Števec in imenovalec dobljenega izraza delimo z ΩR(UAR) (ker število stanj ni odvisno od UA,
lahko delimo tudi znotraj vsote). Izraz za izračun verjetnosti tako dobi novo podobo, s katero
vpeljemo tudi novo količino Q, ki jo imenujemo statistična vsota

PA(UA) =
ΩA(UA)

Q
· ΩR(UAR − UA)

ΩR(UAR)
, (9.53)

Q =
∑
UA

ΩA(UA)
ΩR(UAR − UA)

ΩR(UAR)
.

Sedaj se spomnimo, da je sistem R temperaturni rezervoar, zaradi česar velja UA � UR. Če
temu ne bi bilo tako, bi se morala spremeniti tudi temperatura R.

Zato smemo reči, da je R izoliran sistem. UR se pri stiku v najnižjem približku ne spremeni,
kar pomeni, da je R mikrokanoničen. To nam pomaga, ko verjetnost zapǐsemo z entropijo, za
katero vemo, da je oblike

SR = k lnΩR (9.54)

od koder pa že sledi, da je

PA(UA) =
ΩA(UA)

Q
e

1
k (SR(UAR−UA)−SR(UAR)). (9.55)

Ker je po predpostavki UA veliko manǰsi od UAR, lahko del izraza razvijemo v Taylorjevo vrsto:

SR(UAR − UA) = SR(UAR) − ∂SR(UAR)
∂UAR

UA + 1
2

∂2SR(UAR)
∂U2

AR

U2
A + · · · (9.56)

Torej velja potemtakem tudi

SR(UAR − UA)− SR(UAR) ∼= − ∂SR(UAR)
∂UAR

UA + 1
2

∂2SR(UAR)
∂U2

AR

U2
A. (9.57)

Člena na desni strani izraza lahko poenostavimo z definicijo temperature

1
TR

=
∂SR(UAR)
∂UAR

, − 1
T 2
R

∂TR
∂UAR

= 1
2

∂2SR(UAR)
∂U2

AR

,

ter zapǐsemo nove ugotovitve z izrazom

∆SR ∼= −UA
TR

(
1 +

UA
TR

∂TR
∂UAR

)
Ker velja UA � UAR smemo privzeti

UA
TR

∂TR
∂UAR

� 1

kar pomeni, da lahko verjetnost nahajanja sistema A pri energiji UR po toplotnem stiku zapǐsemo
v novi obliki. V novem zapisu eksplicitna povezava z energijo izgine - zamenja jo eksponent!
Obliko zapisa verjetnosti, ki torej velja za primer, ko je sistem A veliko manǰsi od sistema R,
imenujemo Boltzmanova porazdelitev:

PA(UA) ∼=
ΩA(UA)

Q
exp

[
−∆SR

k

] ∼= ΩA(UA)
Q

exp
[
− UA

kTR

]
(9.58)
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in ustrezno za statistično vsoto

Q =
∑
UA

ΩA(UA) exp
[
− UA

kTR

]
. (9.59)

Vidimo, da se v kanoničnem ansamblu verjetnost nekega stanja izraža z eksponentom energhije,
v katerem nastopa tudi temperatura rezervoarja. V tem se kanonični ansambel bistveno razlikuje
od mikrokanoničnega. Druga pomembna razlika je nabor spremenljivk.

9.4.2 Nabor spremenljivk

Statistična vsota Q v Boltzmanovi porazdelitvi (enačba 9.58) smo v preǰsnjem razdelku zapisali
z vsoto po energijah. Sedaj pa nas zanima, ali lahko zapǐsemo podobne izraze, ko govorimo o
stanjih. Pri tem je pomembno razumeti, da ima lahko vsako stanje eno samo energijo, energija
pa ima lahko več stanj! Za opis na osnovi energije sledi

UA → ΩA(UA) stanj ⇒ Q =
∑
UA

ΩA(UA) exp
[
− UA

kTR

]
(9.60)

in an sonovi stanj

stanje i → ustrezna energijaUi ⇒ Q =
∑
{i}

exp
[
− Ui

kTR

]
. (9.61)

Oba zgornja izraza sta si seveda popolnoma ekvivalentna. Opazimo lahko, da je v primeru zapisa
vsote s stanji faktor Q odvisen od novega nabora spremenljivk

Q = Q(N,V, TR). (9.62)

Naraven nabor spremenljivk za kanonični ansambel je torej (N,V, TR). Takšen nabor5, ki ga
zastopajo število delcev, volumen sistema ter temperatura rezervoarja, imenujemo kanonični6

ansambel.
Pomembno je razločiti, kaj pomenita oba termina. V mikrokanoniv̌nrem nasamblu posta-

vimo energijo in gledamo makroskopkse spremenljivke pri dani energiji. Poleg energije sta stalna
tudi volumen in število delcev. Pri kanoničnem ansamblu pa imamo stalno temperaturo. To
pomeni, da energija sistema lahko fluktuira, skalo fluktuacij, pa, kot bomo videli, določa ravno
temperatura rezervoarja.

9.4.3 Statistična vsota in prosta energija

Zapǐsimo statistično vsoto še nekoliko drugače. Po definiciji je enaka

Q =
∑
UA

ΩA(UA)
ΩR(UAR − UA)

ΩR(UAR)
=

ΩAR(UAR)
ΩR(UAR)

(9.63)

pri čemer je
ΩAR(UAR) =

∑
UA

ΩA(UA) ΩR(UAR − UA), (9.64)

5Od sedaj naprej pri temperaturi ne bomo več pisali indeksa R, hkrati pa definiramo tudi okraǰsan zapis
β = 1/kT .

6kanonično ≈ običajno
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in rezultat uporabimo skupaj z definicijo entropije sistema:

k lnQ = k lnΩAR(UAR) − k lnΩR(UAR) = SAR(UAR) − SR(UAR). (9.65)

Ker je energija sistema R v prvem približku konstantna, je konstantna tudi entropija sistema R
pri energiji UAR (desni del rezultata). Torej je od sprememb lastnosti sistema A odvisen le levi
člen rezultata → SAR(UAR). Drugi zakon termodinamike, kot že vemo, zahteva, da je vsaka
sprememba entropije nenegativna. Potemtakem mora tudi veljati

d(k lnQ) = dSAR(UAR) ≥ 0. (9.66)

Iz dane ugotovitve lahko izluščimo sklep, da igra izraz k lnQ v kanoničnem ansamblu podobno
vlogo, kot jo v mikrokanoničnem ansamblu igra entropija S in torej zadošča

d (k lnQ) ≥ 0 . (9.67)

Ker je nastavek k lnQ očitno nekaj zelo posebnega, z njim vpeljimo Helmholtzovo prosto
energijo7 v kanoničnem ansamblu, ki jo definiramo kot

A(N,V, T ) = −kT lnQ(N,V, T ). (9.68)

Prosta energija je torej funkcija spremenljivk (N,V, T ), za katere vemo, da so naravne spremen-
ljivke kanoničnega ansambla. Funkcijo naravnih spremenljivk imenujemo tudi funkcija stanja.
V kanoničnem primeru je to prosta energija, v mikrokanoničnem primeru pa je to entropija.

Za vse spremembe v kanoničnem ansamblu mora seveda veljati

dA = −T dS ≤ 0. (9.69)

Prosta energija se pri spremembah vedno le zmanǰsuje. To se lahko dogaja oliko časa, dokler
ne doseže minimuma. Zato je ravnovesje definirano pri minimalni prosti energiji A. Slika ??
shematsko prikazuje razvnovesje pri mikrokanoničnem in velekanoničnem ansamblu. Seveda

Slika 9.7: Definiciji ravnovesja v kanoničnem ansamblu.

7Zaradi možnosti podvojevanja bomo v nadaljevanju izpušcali indeks A v smislu oznake sistema.
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lahko prosto energijo tako kot statistično vsoto zapǐsem bodisi z logaritmom vsote po stanjih ali
pa z logaritmom vsote po energijah:

Q =
∑
{i}

e−βUi =
∑
U

Ω(U) e−βU

oziroma

A(N,V, T ) = A(N,V, β) = −β−1 ln
∑
{i}

e−βUi = −β−1 ln
∑
U

Ω(U) e−βU . (9.70)

Odvisnost od temperature ali pa inverzne temperature β seveda pri stavri ne spremeni nič.Zgornja
enav́ cba je osnovna enačba, ki povezuje mikroskopsko naravo kanoničnega ansambla z makro-
sklopskimi lastnostmi.

9.4.4 Makroskopsko z mikroskopskim

Seveda sama uvedba novega nabora spremenljivk še ne pomeni, da je le-ta tudi uporaben.
Zato bomo, podobno kot pri obravnavi mikrokanoničnega ansambla, tudi za kanonični ansambel
ipeljali povezavo mikroskopskega nivoja z makroskopskim. Seveda pa moramo upoštevati nove
definicije, do katerih smo se prikopali v preǰsnjih dveh razdelkih. Zato si to pot ne bomo ogledali
odvodov entropije, temveč odvode njej sorodne količine v kanoničnem ansamblu - produkta
Boltzmanove konstante in logaritma statistične vsote. Najprej si oglejmo odvod po inverzni
vrednosti temperature pri konstantnih pvrednostih števola N ter volumna V :(

∂ lnQ
∂β

)
N,V

=
1
Q

∂Q

∂β
=

1
Q

∑
i

(−Ui)e−βUi

=
−
∑
i Uie

−βUi∑
i e−βUi

= − <U>

Ko dobljeno enačbo zapǐsemo s prosto energijo dobimo Gibbs - Helmholtzovo enačbo8:

<U> =
∂βA

∂β
. (9.71)

Odvod logaritma statistične vsote po spremenljivki β je torej kar enak negativni vrednosti pov-
prečne energije!

Po tako zanimivem rezultatu takoj zapǐsimo sse odvoda po volumnu in sstevilu delcev.
Najprej si oglejmo odvod logaritma statistične vsote Q po volumnu:(

∂ lnQ
∂V

)
N,T

=
1
Q

∂Q

∂V
=

1
Q

∑
i

(−β)
(
∂Ui
∂V

)
e−βUi

= −β
−
∑
i

(
∂Ui

∂V

)
e−βUi∑

i e−βUi
= −β

〈
∂U

∂V

〉
= βp ;

〈
∂U

∂V

〉
= −p

8Energija sistema U v kanoničnem ansamblu ni več neodvisna spremenljivka!
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Rezultat9 hitro preoblikujmo v zapis, v katerem bo nastopala prosta energija:

p = kT

(
∂ lnQ
∂V

)
N,T

= −
(
∂A

∂V

)
N,T

. (9.72)

Sedaj tudi bolje razumemo definicijo kemijskega potenciala. Ker je sstevilo delcev diskretno
velja:

µ =
∂A

∂N
⇔ A(N + 1)−A(N). (9.73)

Kemijski potencial je torej prosta energija enega delca! Ko podobno izpeljemo še povezavo
kemijskega potenciala z odvodom proste energije po sstevilu delcev, v celoti zapissemo sistem
enačb, ki v kanoničnem ansamblu povezujejo mikroskopske količine z makroskopskimi:

<U> = kT 2

(
∂ A
kT

∂T

)
V,N

p = −
(
∂A

∂V

)
N,T

(9.74)

µ =
(
∂A

∂N

)
V,T

Prosto energijo A je v zgornjih enačbah seveda definirana z izrazom

A = −kT ln
∑
U

Ω(U)e−βU = −kT ln
∑
i

e−βUi . (9.75)

Če torej poznamo mikroskopska energijska stanja sistema U in njihovo degeneracijo Ω(U) lahko
od tod izrazv́ cunamo prosto energijo. Iz proste energija pa potem sledijo enačbe stanja En. 9.75.
Enačbe stanja nam dajejo odvisnost makroskopskih spremenljivk povprečne energije <U>, tlak
p in kemijski potencial od temperature rezervoarja T , volumna V in števila delcev N .

9.4.5 Povezava med prosto energijo in entropijo

Ker je cilj našega pohoda v tem razdelku nakazan že v naslovu, se ne zamujajmo preveč,
temveč si kar poglejmo diferencial statistične vsote Q = Q(N,V, β):

d(lnQ) =
∂ lnQ
∂N

dN +
∂ lnQ
∂V

dV +
∂ lnQ
∂β

dβ

= −βµdN + βp dV − <U> dβ

Dobljenemu izrazu prǐstejemo enačbo (9.33), ki smo jo pred tem pomnožili s faktorjem β

β d <U> = βT dS − βp dV + βµdN ,

tako, da dobimo naslednjo enakost:

d(lnQ) + β d <U> + <U> dβ − 1
k dS = 0 .

9Pomagamo si z definicijami, ki smo jih uvedli pri izpeljavi povezav v mikrokanoničnem ansamblu:

p = T
∂S

∂V
=

∂U

∂S

∂S

∂V
=

∂U

∂V
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Ko separirana diferenciala energije in temperature zapǐsemo kot skupni diferencial10, nato pa vse
diferenciale postavimo pod isto streho, se enakost preoblikuje v izraz

d(lnQ+ <U> β − 1
k dS) = 0 .

Le-tega pomnožimo s k ter ga namesto z kT lnQ zapǐsimo s prosto energijo A:

d
(
− A

T
+
<U>

T
− S

)
= 0

Ker je diferencial enak nič, mora biti izraz v oklepajih konstanten. Ker je konstanta poljubna,
lahko izberemo, da je kar enaka nič:

− A

T
+
<U>

T
− S = konst. = 0 .

V tem primeru zapǐsemo Helmholtzovo enačbo, ki povezuje entropijo in prosto energijo v
kanoničnem ansamblu.

A = <U> − TS (9.76)

Iz enačbe (9.76) lahko razberemo, da maksimum entropije v ravnovesju prav res pomeni minimum
proste energije! Vendar s tem ne izčrpamo vsega, kar nam ponuja sveže zapisan rezultat. Če
namreč statistično vsoto Q aproksimiramo z izrazom, v katerem namesto vsote zapǐsemo kar
končni rezultat s povprečno energijo

Q =
∑
U

Ω(U)e−βU ∼= Ω(<U>)e−β<U> ,

ter nato nastavek uporabimo v enačbi (9.76), pridemo do zanimive ugotovitve:

−kT ln
(
Ω(<U>)e−β<U>

) ∼= <U> −TS
−kt lnΩ(<U>) + <U> ∼= <U> −TS

S ∼= k lnΩ(<U>) .

Za ozko porazdelitev po energijah, kjer v vsoti po energijah nastopa le dominantni člen, na-
rava termodinamckega ansambla ni pomembna, saj dobimo za kanonično entropijo kot funkcijo
povporečne energije isto enačbo kot za mikrokanonično entropijo kot funkcijo fiksne energije.

Oglejmo si še diferencial proste energije A = A(T,N, V ):

dA =
(
∂A

∂T

)
N,V

dT +
(
∂A

∂N

)
T,V

dN +
(
∂A

∂V

)
T,N

dV .

Odvoda proste energije po volumnu in stevilu delcev že znamo zapisati v poenostavljeni obliki
(enačba 9.74). Tudi temperaturni odvod imamo že izražen s povprečno vrednostjo energije,
vendar pa bi ga radi povezali z entropijo. To storimo z enačbo (9.76):

<U> =
∂(βA)
∂β

= −T ∂A
∂T

+ A ⇒ A− <U>

T
=

∂A

∂T
= −S

Z uporabo nastavkov zapǐsemo diferencial proste energije v poenostavljeni obliki:

dA(T, V,N) = −S dT − pdV + µdN. (9.77)

Zgornja enačba nam preprosto znova pove, da so naravne spremenljivke proste energije ravno
temperatura T , volumen V in število delcev N , saj so to edini diferenciali, ki nastopajo v dA.

10Vsota diferencialov: d(β <U >) = β d <U > + <U > dβ
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9.4.6 Idealni plin - kanonično

Idealni plin naj sestavljajo delci (a, b, c, . . .) v različnih energijskih stanjih (i), ki se gibljejo brez
medsebojnih interakcij. To pomeni, da je celotna energija sistema vsota energij posameznih
delcev

U = Ua + Ub + . . . . (9.78)

Kaj to pomeni v primeru statistične vsote?

Q =
∑
i

e−βUi =
∑
i,j,...

exp
[
−β
(
Uai

+ Ubj
+ . . .

)]

=

(∑
i

exp [−βUai ]

)
·

∑
j

exp
[
−βUbj

] · · · = Qa ·Qb ·Qc · · · =
∏
p

Qp

Vsak delec torej multoplikativno prispeva h končnemu rezultatu statistične vsote! Statistična
vsota celotnega sistema je produkt statističnih vsot medsebojuno neodvisnih podsistemov.

Vzemimo primer, ko so delci z zgornjo lastnostjo identični11. Njihovo število označimo z N.
Ker je po predpostavki Qa = Qb = Qc = . . . = Q0, seveda takoj sledi

Q =
QaQbQc . . .

N !
=

QN0
N !

. (9.79)

Od tod hitro uvidimo, da je za sistem identičnih delcev statistična vsota manǰsa kot v primeru,
da imamo en sam sistem z evne vrste delcev. Sistem delcev, ki predstavlja idealni plin zaprimo
v škatlo, podobno kot smo naredili tudi v mikrokanoničnem ansamblu. Sedaj tudi že vemo, da
je lastna energija delca v škatli enaka

Enx,ny,nz
=

h2

2mL2
(n2
x + n2

y + n2
z) ; ~ = h/2π. (9.80)

Sedaj lahko zapǐsemo statistično vsoto Q0 malce drugače:

Q0 =
∑

nx,ny,nz

exp
[
− βh2

2mL2
(n2
x + n2

y + n2
z)
]
. (9.81)

V vsoti po ni seveda seštevamo v mejah od −∞ do +∞. Ker je med sosednjima stanjema
∆nx,y,z = nx,y,z(i+ 1)− nx,y,z(i) = 1, lahko statistično vsoto zapǐsemo kot

Q0 =
∑

nx,ny,nz

∆nx ∆ny ∆nz exp
[
− βh2

2mL2
(n2
x + n2

y + n2
z)
]
. (9.82)

Sedaj uvedem še nove spremenljivke

k2
i =

βh2

2mL2
n2
i ⇒ ∆ki =

h

L

√
β

2m
∆ni

pa lahko zapǐsemo

Q0 =
(
L

h

)3(2m
β

) 3
2 ∑
kx,kykz

∆kx ∆ky ∆kz e−(k2
x + k2

y + k2
z). (9.83)

11To pomeni, da delce lahko zamenjamo, slika pa bo še vedno identična, če je le zasedenost po stanjih enaka.

291
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Vidimo, da v limiti velih dimenzij škatle L vrednost k poljubno majhna. Debelina intervala zato
limitira proti vrednosti 0, kar pomeni upravičenost integracije:

lim
L→∞

Q0 =
(
L

h

)3(2m
β

) 3
2
∫ ∫ ∫ ∞

−∞
e−(k2

x + k2
y + k2

z) dkx dky dkz .

Zaradi poenostavitve se preselimo v sferične koordinate

k = k2
x + k2

y + k2
z ; dkx dky dkz = 4πk2dk ,

s katerimi integral dobi naslednjo, lahko rešljivo obliko:

lim
L→∞

Q0 =
(
L

h

)3(2m
β

) 3
2
∫ ∫ ∫ ∞

−∞
4πk2 e−k

2
dk =

L3

λ3
.

S faktorjem λ smo v zgornjem rezultatu označili termalno de Brogliejevo dolžino:

λ(T ) =
(

h2

2πkTm

) 1
2

.

Kanonična statistična vsota Q0 ima torej v termodinamski limit Nlongrightarrow∞, kjer upo-
rabimo Stirlingovo formula za gama funkcijo, obliko

Q(T, V,N) =
QN0
N !

=
V N

λ3N N !
=

V N

λ3N
√

2πN(Ne )N
. (9.84)

Sedaj, ko poznamo obliko vsote Q, poglejmo, kakšna je oblika zapisa proste energije A. Po
definiciji imamo namreč

A(T, V,N) = −kBT lnQ(T, V,N) = NkBT ln
λ(T )3N
V e

. (9.85)

Morda ne bo odveč, če pokažemo, da v primeru kanoničnega ansambla izpeljemo isto enačbo
stanja idealnega plina kot pri velekanoničnem ansamblu:

p = −
(
∂A

∂T

)
T,N

= NkBT
V e
λ3N

λ3N

eV 2
=

N

V
kBT . (9.86)

Dobimo seveda zopet Boylov zakon. To je razumljivo, saj končne oblike zakonov ne smejo
biti odvisne od nabora spremenljivk oziroma matematičnega fomalizma. Temperature sedaj ne
podaja enčba stanja, tako kot pri mikrokanoničnem ansamblu, pač pa le-ta podaja povprečno
energijo sistema. In sicer s sklicem na Gibbs-Helmholtzovo enačbo (9.71)

<U> =
∂(A/T )
∂(1/T )

∣∣∣∣
V,N

= −T 2 ∂(A/T )
∂T

= −T 2kBN
∂

∂T

(
ln
λ3N

V e

)
. (9.87)

Edina od temperature odvisna funkcija v odvodu logaritma je pravzaprav λ = λ(T ). Torej
imamo

∂λ

∂T
= − 1

2T
3
2

(
h2

2πmkB

) 1
2

= − λ

2T
. (9.88)

Ko torej odvajamo lnλ3 po temperaturi

U = −T 2NkB
V e
λ3N

N

V e
3λ2

(
− λ

2T

)
,
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dobimo zapis energije idealnega plina:

U = 3
2NkBT . (9.89)

Pridelali smo zopet isto enačbo kot pri mikrokanonničnem ansamblu, le z nekoliko drugačno
interpretacijo. V kanoničnem ansamblu je namreč povprečna energija sistema sorazmerna fiksni
temperaturi. V mikrokanoničnem pa je bila temperatura (seveda z isto zvezo) sorazmerna fiksni
energiji.

Izračunajmo še kemijski potencial za idealni plin v kanoničnem ansamblu. Uporabimo
enačbo iz kanoničnega nabora (9.74):

µ =
(
∂A

∂N

)
T,V

= kBT ln
λ(T )3N

V
= kBT lnλ(T )3 + kBT ln

N

V
, (9.90)

kar lahko na koncu zapǐsemo tudi kot

µ = µ0(T ) + kBT ln
N

V
. (9.91)

V zgornji enačbi smo z µ0(T ) označili standardni kemijski potencial. Zopet smo dobili isti izraz
kot pri mikrokanonični obravnavi. In kakšne so spremembe kemijskega potenciala pri izotermnih
procesih? Rezultat je na dlani:

µ2 − µ1 = kBT ln(n2/n1) ; n = N/V ,

oziroma
µ2 − µ1 = kBT ln(p2/p1) ; p = nkBT .

Kemijski potencial se torej spremeni s spremembo delčne gostote n ali s spremembo tlaka p.
Na koncu si poglejmo še enbtropijo, ki je funkcija stanja v mikrokanoničnem primeru, ne pa

tudi v kanoničnem primeru. Tu je funkcija stanja prosta energija. Le-to izrazimo iz Helmholtzove
enačbe (9.76), v katero vstavimo nastavka za prosto (9.85) in notranjo energijo (9.89):

S =
<U>−A

T
=

1
T

[
3
2NkBT − NkBT ln

λ3N

V e

]
; 3

2 , (9.92)

in je torej entropija idelanega plina

S(T, V,N) = NkB ln
V e

5
2

Nλ(T )3
. (9.93)

Dobili smo zopet Sackur - Tetrodejevo enačbo, le v malo drugav cnih spremenljivkah. Entropija
je v primeru idealnega plina odvisna od števila delcev N , prostornine V , ki jo zavzema plin, ter
temperature T , pri kateri se nahaja. Seveda pri opazovanju sprememb entropije katero izmed
spremenljivk lahko pripnemo na fiksno vrednost. V primeru izotermnih sprememb (T = konst.)
tako velja

S2 − S1 = NkB ln(V2/V1) ,

oziroma
S2 − S1 = NkB ln(p1/p2) ,

upoštevajoč enačbo stanja idealnega plina (9.86). Seveda je bila v tem primeru mǐsljena spre-
memba prostornine z raztezanjem oziroma krčenjem pri konstantnem številu delcev. Druga
možnost povečanja prostornine bi bilo dodajanje delcev v sistem.
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9.4.7 Negentropija

Še enkrat si oglejmo entropijo - tokrat eksaktno! Začnimo z zapisom Helmholtzove enačbe
(9.76), iz katere izrazimo entropijo, ter nanjo apliciramo nastavka za izračun povprečne12 ter
proste energije (9.68):

S =
<U> −A

T
= T−1

∑
i

UiP (Ui) + k lnQ ; P (Ui) =
e−βUi

Q

Ker je vsota verjetnosti P (Ui) po vseh stanjih i enaka ena jo lahko dodamo členu logaritma
statistične vsote, kar pomaga pri poenostavitvi izraza

S = −k

(
− 1
kT

∑
i

UiP (Ui) − lnQ
∑
i

P (Ui)

)
=

= −k
∑
i

[P (Ui) (−βUi − lnQ)] =

= −k
∑
i

[
P (Ui)

(
ln e−βUi − lnQ

)]
=

= −k
∑
i

[
P (Ui) ln

e−βUi

Q

]
=

V izrazu znotraj logaritma prepoznamo verjetnost P (Ui). Torej smo spoznali, da lahko en-
tropijo izrazimo z verjetnostjo zasedbe stanj z določeno energijo. Novo ugotovitev imenujemo
Gibbs - Boltzmanova enačba za mikrokanonični ansambel:

S = −k
∑
i

P (Ui) lnP (Ui) . (9.94)

Z malce drugačnim zapisom enačbe uvedemo informacijo I

I = −k−1S =
∑
i

P (Ui) lnP (Ui) ,

ki je do konstante natančna negativna entropija, in je osnova teorije informacij13! Z večanjem
entropije se torej informacija manǰsa (izgublja). Zaradi te lastnosti rečemo informaciji tudi
negentropija.

9.4.8 Fluktuacijsko disipacijski teorem

Zanima nas, kakšne so spremembe povprečne energije sistema pri majhnih spremembah
temperature. V ta namen si najprej oglejmo spremembe pri majhnih spremembah inverzne

12Povprečno energijo izračunamo z vsoto produkta energije dolocenega stanja ter verjetnosti nahajanja delca v
tem stanju (izpeljanka enačbe 9.58).

13V teoriji informacij nas velikokrat zanima bitni zapis informacije:

I[bit] =
X

i

P (Ui) log2 P (Ui)
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temperature, torej odvod povprečne vrednosti energije po spremenljivki β. Z uporabo prve
enačbe v sklopu (9.74) zapǐsemo:

∂<U >

∂β
= − ∂

∂β

(
1
Q

∂Q

∂β

)
= − 1

Q

∂2Q

∂β2
+

1
Q2

(
∂Q

∂β

)2

. (9.95)

Izraz sestavljata prvi in drugi odvod statistične vsote po inverzni temperaturi. Oglejmo si ju
bolj natančno:

Q =
∑
i

e−βUi

∂Q

∂β
= −

∑
i

Uie−βUi ⇒ 1
Q

∂Q

∂β
= −

∑
i Uie

−βUi

Q
= − <U>

∂2Q

∂β2
=
∑
i

U2
i e−βUi ⇒ 1

Q

∂2Q

∂β2
= <U2> .

Dobljena nastavka uporabimo v enačbi (9.95):

∂<U >

∂β
= − <U2> + <U>2 = − < (U− <U>)2 > .

Ugotovimo, da je odvod povprečne energije po inverzni temperaturi enak negativni povprečni
vrednosti kvadrata odstopanj od povprečja!

Zapǐsimo še temperaturni odvod povprečne energije in dobljeni enačbi pripnimo ime fluk-
tuacijsko disipacijski teorem:

< (U− <U>)2 > = kT 2 ∂<U >

∂T
. (9.96)

Odvod povprečne energije po temperaturi je torej mera debelosti porazdelitve energije okoli
ravnovesne lege, zaradi česar si odvod zasluzi svoje ime. Zato vpeljimo novo količino CV , ki ji
recimo toplotna kapaciteta14:

CV =
∂<U >

∂T
(9.97)

Teorem (9.96) zapǐsemo z na novo uvedeno količino

V,N = konst. : < (U− <U>)2 > = kT 2 CV

d<U> = CV dT

in ugotovimo, da velika vrednost CV pomeni široko porazdelitev energije.
Ocenimo še velikost odstopanja ε od povprečja.

ε =

√
〈(U− <U>)2〉

<U>
=
T
√
kCV

<U>
. (9.98)

Povprečno energijo sistema lahko ocenimo kar s produktom števila delcevN in povprečne energije
delca pri dani temperaturi:

<U> ∼ NkT ⇒ CV ∼ Nk (9.99)
14Indeks V pomeni, da je v danem primeru toplotna kapaciteta podana pri konstantnem volumnu.

295



9.5. STEFAN - BOLTZMANOV ZAKON SEVANJAPOGLAVJE 9. STATISTIČNA MEHANIKA IN TERMODINAMIKA

Ko oba nastavka uporabimo v izrazu za velikost odstopanja ugotovimo, da je le-ta v privzetem
približku odvisna le od števila delcev:

ε ∼ N− 1
2 .

Večje kot je torej število delcev, manjsse je odstopanje od povprečne (ravnovesne) energije. To
je morda samoumeven, samoumeven, vendar zelo pomemben rezultat izpeljave!

9.5 Stefan - Boltzmanov zakon sevanja

Naša skatla nam torej predstavlja nek sistem delcev, ki jih opǐsemo kot harmonične oscilatorje
pri določeni temperaturi T. Vemo, da za sistem, v katerem obstajajo stanja, v vsakem izmed
katerih se nahaja v splošnem različno sstevilo delcev (fotonov) n , lahko napissemo statistično
vsoto v naslednji obliki:

Qk =
∑
i

e−βUi =
∞∑
n=0

e−βEn

Ker v danem primeru energijo stanj delcev opǐsemo z energijskim spektrom harmonskega oscila-
torja, velja

Qk =
∞∑
n=0

e−βn~ck =
∞∑
n=0

(
e−β~ck)n .

Izraz precej spominja na geometrijsko vrsto, katere končno vsoto znamo izračunati15:

Qk = (1− e−β~ck)−1 .

Sedaj, ko postamo statistično vsoto pri danem smernem vektorju k, zapǐsimo izraz za prosto
energijo:

Ak = −kBT lnQk ⇒ A =
∑
k

Ak = −kBT
∑
k

(
− ln(1− e−β~ck)

)
.

Prosta energija je s tem izrazom dobro določena. Zanima nas le še, kako seštevamo po vektorju
k.

Ker vemo, da komponente vektorja k v smeri koordinatnih osi opǐse izraz

ki =
2π
L
ni ; i = {x, y, z} ,

lahko vsoto po vektorjih ~k v izrazu za prosto energijo nadomestimo z vsoto po ni:

A = kBT
∑

nx,ny,nz

ln(1− e−β~ck) .

Zdaj naredimo odločilen korak. Zavedamo se, da termodinamska limita ustreza limiti V → ∞,
ter v vsoto zapǐsimo se razlike med sosednjimi stevili ni. To smemo narediti, saj je razlika enaka
1:

∆ni = ni(j + 1) − ni(j) = 1 .

15Vsota geometrijske vrste:
∞X

n=0

xn =
1

1− x
; |x| ≤ 1
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Nova vsota torej dobi obliko:

A = kBT
∑

nx,ny,nz

∆nx∆ny∆nz ln(1− e−β~ck) .

Ker so si sosednje vrednosti členov vsote blizu skupaj, smemo namesto vsote napisati integral:

A = kBT

∫
ln(1− e−β~ck) dnx dny dnz

= kBT

∫
ln(1− e−β~ck)

(
L

2π

)3

dkx dky dkz

Upostevamo še eksperimentalni podatek, da je vsako stanje možno v dveh polarizacijah, ter
zapissemo končno obliko izraza za prosto energijo A elektromagnetnega valovanja v prostoru:

A = 2 · kBTV
∫

ln(1− e−β~ck)
dk3

(2π)3

Kaj lahko izluščimo iz dobljenega rezultata?

Spomnimo se povezave med prosto energijo in povprečno energijo sistema (9.74) ter izračunajmo
slednjo:

<U> =
∂βA

∂β
= 2kBTV

∫ ∞

0

~ck e−β~ck

1− e−β~ck
dk3

(2π)3
=

=
2kBTV 4π~c

(2π)3

∫ ∞

0

e−β~ck k3 dk
1− e−β~ck ; dk3 = 4πk2 dk

Sedaj uvedimo novo spremenljivko x = β~ck in zapǐsimo volumsko gostoto povprečne energije:

<U>

V
=

2kBTπ~c
2π2(β~c)4

∫ ∞

0

e−x x3 dx
1− e−x

(9.100)

Dobljeni integral pri zgornji meji konvergira zaradi eksponentne, pri spodnji pa zaradi potenčne
funkcije. Po integraciji zapǐsemo Stefan - Boltzmanov zakon:

<U>

V
= σT 4 ; σ =

π2k4
B

15~3c3
(9.101)

Poleg izpeljanega zakona si oglejmo še diferencial gostote povprečne energije, ki smo jo
zapisali z enačbo (9.100):

d
(
<U>

V

)
=

2kBTV 4π~c
(2π)3

k3 e−β~ck

1− e−β~ck dk .

Spremenljivko k izrazimo s frekvenco k = 2πν/c ter zapǐsemo Planckov zakon sevanja črnega
telesa

d
(
<U>

V

)
= wν dν ; wν =

8π2h

c3
ν3

eβhν − 1
, (9.102)

v katerem wν predstavlja gostoto energije, ki odpade na frekvenčni interval.
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Da bi spoznali lastnosti porazdelitve (9.102), si oglejmo graf odvisnosti gostote energije wν
od frekvence ν. Pri majhnih frekvencah lahko eksponentno funkcijo eβhν razvijemo v vrsto.
Aproksimacija, pri kateri upostevamo prvi red približka, je funkcija kvadratnega značaja

lim
ν→0

wν =
8π2h

c3
ν3

1 + βhν − 1
=

8π2kBT

c3
ν2 ,

pri velikih frekvencah pa vrednost pada kot eksponentna funkcija:

lim
ν→∞

wν =
8π2h

c3
ν3

eβhν
=

8π2h

c3
ν2e−βhν .

Spomnimo se, da je bilo vodilo, preko katerega smo izpeljali zakone v tem poglavju, ravnovesje
elektromagnetnega valovanja s temperaturnim rezervoarjem16.

9.6 Debyejev model trdnega telesa

9.6.1 Valovanja kot harmonski oscilatorji

Vrnimo se nazaj k neskončnemu, homogenemu elastičnemu telesu. Zapǐsimo sedaj celotno Hamil-
tonovo funkcijo za elastično telo, ki jo bomo nazadnje prepisali v obliki, ki nam bo dala vedeti,
da se vsako valovanje v elastičnem telesu z danim valovnim vektorjem obnaša kot harmonski
oscilator - poimenovali ga bomo fonon.

Celotno Hamiltonovo funkcijo elastičnega telesa, če le pozabimo na prispevek zunanjih sil,
lahko zapǐsemo v obliki

H =
1
2
ρ

∫
V

u̇2d3r +
1
2
(λ+ 2µ)

∫
V

(∇ · u)2d3r +
1
2
µ

∫
V

(∇× u)2d3r. (9.103)

S Fourierovo dekompozicijo vektorja deformcije lahko Hamiltonovo funkcijo zapǐsemo kot

H =
1
2
ρ
∑
k

|u̇(k)|2 +
1
2
(λ+ 2µ)

∑
k

|k · u(k)|2 +
1
2
µ
∑
k

|k× u(k)|2. (9.104)

Sedaj upoštevajmo še vektorsko identiteto

|k× u(k)|2 + |k · u(k)|2 = k2|u(k)|2, (9.105)

in Helmholtzev teorem o dekompoziciji

|u(k)|2 = |ut(k)|2 + |ul(k)|2, (9.106)

pa lahko zgornjo enačbo zapǐsemo kot

H =
∑
k

(
1
2
ρ|u̇l(k)|2 +

1
2
(λ+ 2µ)k2|ul(k)|2

)
+
∑
k

(
1
2
ρ|u̇t(k)|2 +

1
2
µk2|ut(k)|2

)
. (9.107)

16Temperatura vesolja (rezervoear), je glede na meritev valovne dolžine sevanja ozadja 2,7K.
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POGLAVJE 9. STATISTIČNA MEHANIKA IN TERMODINAMIKA9.6. DEBYEJEV MODEL TRDNEGA TELESA

Longitudinalna in transcerzalana nihanja elastične snovi v k prostoru torej v Hamiltonovi funkciji
nastopajo za vsak k kot harmonski oscilatorji. Te oscilatorje imenujemo tudi fononi. Če sedaj
upoštevamo izpeljane hitrosti širjenja obeh vrst fononov, En. ??, potem lahko zapǐsemo

H =
1
2
ρ
∑
k

(
|u̇l(k)|2 + ω2

3 |ul(k)|2
)

+
1
2
ρ
∑
k

(
|u̇t(k)|2 + ω2

1,2|ut(k)|2
)
, (9.108)

kjer je

ω2
1,2 = c2tk

2 =
µ

ρ
k2

ω2
3 = c2l k

2 =
λ+ 2µ
ρ

k2. (9.109)

Zgornje enačbe veljajo le v primeru neskončnega telesa, kjer nimamo nobenih robnih pogojev. V
končnem primeru pa je Hamiltonovaova funkcija odvisna še od robnih pogojev, ki določajo vrsto
lastnih funkcij.

9.6.2 Število stanj elastičnega valovanja

Poglejmo si zato najprej celotno število stanj telesa, v katerem imamo elastično valovanje z
valovnim vektorjem k. Predstavljajmo si, da je naš elastičen medij kocka s stranico L, na robu
katere mora biti vrednost vektorja elastičnega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kakšen drug robni
pogoj, a končen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj
diskretne vrednosti podane z

k =
2π
L

n, (9.110)

kjer je n = (n1, n2, n3, . . . ) in so ni cela števila. Ker je potemtakem dk = 2π
L dn, lahko za element

volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapǐsemo

d3k =
2π
L

∆nx
2π
L

∆ny
2π
L

∆nz · · · =
(2π)3

V
d3n, (9.111)

kjer smo z V označili volumen kocke. Za diferencial celotnega števila valovnih stanj v telesu tako
lahko zapǐsemo

d3n =
V

(2π)3
d3k. (9.112)

Od tod lahko zaključimo tole: če imamo neko funkcijo valovnega vektorja, ki jo moramo sešteti
po vseh valovnih vektorjih, potem lahko zapǐsemo tole identiteto∑

k

f(k) =
∑
n

f(k(n)), (9.113)

saj vendar velja En. 9.110. Po drugi strani lahko to, v primeru dovolj velikega volumna, kjer si
vrednosti k sledijo dovolj na gosto, vrtimo naprej, namreč∑

k

f(k) =
∑
n

f(k(n)) =
∫

d3nf(k(n)) =
V

(2π)3

∫
d3kf(k). (9.114)

To zvezo bomo s pridom uporabili nekoliko kasneje.
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Sedaj si poglejmo celotno število stanj, oziroma celotno število n, ki so na voljo elastičnemu
telesu. Upoštevamo, da imamo za vsak k lahko eno longitudinalno valovanje s hitrostjo širjenja
cl = ω3

k in dve transverzalni valovanji s hitrostjo širjenja cl = ω1,2
k . Tako dobimo za celotno

število vseh vibracijskih stanj

N =
∫
d3n = 2

∫
d3nt +

∫
d3nl =

V

(2π)3

(
2.4πk3

t

3
+

4πk3
l

3

)
=

4π
3(2π)3

V

(
2
c3l

+
1
c3t

)
ω3.

(9.115)
Tu smo upoštevli seveda, da so longitudinalni in transverzalni fononi linearno neodvisni. Dvojka
v prvem členu zgornjega oklepaja je posledica dejstva, da imajo transverzalna valovanja lahko v
splošnem dve medsebojno neodvisni smeri polarizacije, obe pravokotni na smer širjenja valovanja.
Longitudinalna valovanja polarizacije nimajo.

Če je elastično telo sestavljeno iz N preprostih atomov (nimamo torej recimo rotacijskih
prostostnih stopenj), potem ima 3N prostostnih stopenj. Debye predlaga, da mora veljati

N =
4π

3(2π)3
V

(
2
c3l

+
1
c3t

)
ω3
max = 3N. (9.116)

Obstajati mora torej neka največja frekvenca, ωmax, ki je določena z gostoto snoviu elastičnega
telesa. Obstoj te frekvence je povezan z omejitvami zvezne elastičnosti, saj ni smiselno imeti
valovne dolžine elastičnega valovanja manǰse od razdalj med atomi (kaj naj bi valovalo v praznem
prostoru?). Zgornjo enačbo bomo privzeli pri spodnji izpeljavi povprečne termične energije
elastičnih valovanj.

9.6.3 Kvantizacija elastičnih valovanj

Vemo že, da lahko elastična harmonska valovanja popǐsemo z Lagrangeovo funkcijo, ki ima obliko
vsote po harmonskih oscilatorjih En. 9.108. Prostostne stopnje, ki ustrezajo tem harmonskim
oscilatorjem - fononom -sedaj lahko kvantiziramo. Tako ima longitudinalen fonon lastno energijo

Wl(n) = ~ω3

(
n+ 1

2

)
(9.117)

transverzalen pa fonon lastno energijo

Wt(n) = ~ω1,2

(
n+ 1

2

)
. (9.118)

Ne pozabimo,da sta transverzalana fonona dva. Kvantno statistično vsoto sedaj dobimo kot

Z(k) = Zl(k)×Zt(k) =
∞∑
n=0

e
−β~ω3(k)

“
n+

1
2

”
×

( ∞∑
n=0

e
−β~ω1,2(k)

“
n+

1
2

”)2

. (9.119)

Tu mo zopet upoštevali, da imamo en longitudinalen in dva tranzverzalna fonona. V anadalje-
vanju bomo tudi zipustili člen z 1

2 . Le-ta ustreza ničelni energiji v kvantni mehaniki in daje v
prosti energiji člen, ki ni idvisen od temperature. Po tem, ko upoštevamo še sumacijsko formulo

∞∑
n=0

e−αn =
1

1− e−α
, (9.120)

na koncu dobimo za prosto energijo

F(k) = −kT logZ(k) = 2kT log
(
1− e−β~ω1,2(k)

)
+ kT log

(
1− e−β~ω3(k)

)
. (9.121)
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kjer je seveda kot že vemo
ω2

3 = c2l k
2 ω2

1,2 = c2tk
2. (9.122)

Celotno prosto energijo sedaj dobimo tako, da seštejemo En. 9.121 po vseh valovnih vektorjih,
torej

F =
∑
k

F(k) = 2kT
∑
k

log
(
1− e−β~ctk

)
+ kT

∑
k

log
(
1− e−β~clk

)
. (9.123)

Sedaj se spomnimo še pomena simbola
∑

k pa lahko zapǐsemo

F =
∑
k

F(k) =
kT V

(2π)3

∫
d3k

(
2 log

(
1− e−β~ctk

)
+ log

(
1− e−β~clk

))
. (9.124)

Uvedimo sedaj v prvem integralu novo spremenljivko ω kot ω = ctk in v drugem kot ω = ctk,
ap na koncu lahko izpeljemo

F =
kT V

2π2

∫ ωmax

0

ω2dω

(
2
c2t

+
1
c2l

)
log
(
1− e−β~ω). (9.125)

Tu smo upoštevali še Debyejevo navodilo in frekvenčno integracijo omejili z zgornjo mejo, ki je
podana s celotnim številom prostorskih stopenj oz. delcev v telesu, En. 9.116. Ker vemo, da je
zveza med prosto energijo in povprečno ali notranjo energijo v termodinamiki ravno

U =
∂(βF)
∂β

, (9.126)

dobimo v našem primeru ravno

U =
kT V ~

2π2

∫ ωmax

0

(
2
c2t

+
1
c2l

)
ω3dω

eβ~ω − 1
. (9.127)

To enačbo bomo sedaj vzeli za osnovo nadaljnjega računa, kjer bomo upoštvali Debyejev nasvet,
da mora biti frekvenčni spekter na zgornji meji omejen.

9.6.4 Debyejeva enačba

Zgornja spoznanja bomo uporabili pri izračunu termičnih lastnosti trdne elastične snovi. No-
tranja energija elastičnega telesa v termičnem ravnovesjuz rezervoarjem pri dani temperaturi je
torej

U =
kT V ~

2π2

∫ ωmax

0

(
2
c2t

+
1
c2l

)
ω3dω

eβ~ω − 1
= 9N(~ωmax)

(
T

Θ

)4 ∫ Θ
T

0

y3dy

ey − 1
. (9.128)

Tu smo definirali še Debyejevo temperaturo kot Θ = ~ωmax

k in upoštevali definicijo ωmax. Za
trdne materiale kot je diamant je Debyejeva temperatura ≈ 100K, za mehke materiale pa je
lahko le nekaj stopinj. Zgornjo enačbo je prvi izpeljal Peter Debye 17.

17P. Debye, Ann. Physik 39 (1912) 789. Peter Debij (Debye) je bil nizozemski fizik, ki je izračunal lastna
nihanja elastične krogle s prosto površino in na osnovi teh rešitev in takratne kvantne mehanike postavil model
trdnega telesa.
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Pri zadosti visokih temperaturah je zgornja meja integracije Θ/T � 1 in integrand lahko
razvijemo. Dobimo

U(T −→∞) ∼ 9N(~ωmax)
(
T

Θ

)4 ∫ Θ
T

0

y2(1− y

2
+

. . .)dy = 3N(~ωmax)
(
T

Θ

)
= 3RT, (9.129)

kjer je R univerzalna plinska konstanta. To pa ni nič drugega kot Dulong-Petitov zakon, ki pravi,
da ima specifična toplota preproste trdne snovi univerzalno vrednost

cT =
dU

dT
= 3R. (9.130)

Za nizke temperature Θ/T � 1, kar je fizikalno zanimiveǰsi primer, pa dobimo

U(T −→∞) ∼ 3π4

5
RT 4

Θ3
, (9.131)

kjer smo upoštevali, da je
∫∞
0

y3

ey−1dy = 6π4

90 . V tem primeru pa specifično toploto izpeljemo kot

cT =
dU

dT
=

12π4

5
R

(
T

Θ

)3

. (9.132)

Enačba En. 9.131 je popolnoma analogna Stefan - Boltzmannovemu zakonu sevanja črnega
telesa, saj za EM valovanje velja eksaktno, da ima neskončno prostostnih stopenj in je zato zanj
ωmax = ∞. Vse na kar moramo paziti pri prehodu iz Debyejeve enačbe do Stefan-Boltzmannove
enačbe je, da EM valovanje nima longitudinalnie komponente in imamo zato eno samo hitrost
širjenja valovanja z dvema polarizacijama.

9.7 Velekanonični ansambel

Po kraǰsem premoru se zopet vrnimo na obravnavo ansamblov. Tokrat si oglejmo primer, ko sta
temperatura in kemijski potencial18 konstantna. Imenujmo ga velekanonični ansambel. Tipičen
primer je stiskanje dveh sten, med katerima se nahajajo delci. Za mikrokanonični ansambel velja,
da je število delcev konstantno, nasprotno pa delci v smislu obravnave velekakoničnega ansambla
sistem lahko zapustijo (slika 9.8). Kot v obravnavi kanoničnega ansambla si bomo tudi tokrat

Slika 9.8: Odvisnost tlaka od volumna sistema v sliki velekanoničnega in mikrokanoničnega
ansambla.

ogledali sistema A in rezervoar R. Tudi sicer bo postopek zelo podoben tistemu, ki smo ga
uporabili v poglavju 9.4. Ko torej z Ui označimo energijo sistema ter z Ni število delcev v njem,
zapǐsemo pogoja, ki naj veljata v tekoči obravnavi:

UAR = UA + UR = konst. ; UR � UA

NAR = NA + NR = konst. ; NR � NA

18Kemijski potencial je odvisen od gostote snovi. Večja kot je gostota, več energije potrebujem, da dodam
sistemu še en delec. Torej je zaradi tega večji tudi kemijski potencial.
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Verjetnost za neko stanje je tako podana z enačbo

P (UA, NA) =
ΩA(UA, NA) · ΩR(UAR − UA, NAR −NA)

UAR
,

v kateri je ΩAR definiran z izrazom

ΩAR =
∑

UA,NA

ΩA(UA, NA) · ΩR(UAR − UA, NAR −NA) .

Števec in imenovalec ulomka v enačbi za izračun verjetnosti delimo z ΩR(UAR, NAR), ki ga lahko
zaradi neodvisnosti od energije in števila delcev v sistemu A postavimo v vsoto izraza ΩAR.
Imenovalec ulomka bomo imenovali statistična vsota velekanoničnega ansambla Ξ:

P (UA, NA) =
ΩA(UA, NA) · ΩR(UAR−UA,NAR−NA)

ΩR(UAR,NAR)

Ξ
;

Ξ =
ΩAR(UAR, NAR)
ΩR(UAR, NAR)

=
∑

UA,NA

ΩA(UA, NA) · ΩR(UAR − UA, NAR −NA)
ΩR(UAR, NAR)

(9.133)

Ker zaenkrat statistična vsota Ξ povprečnemu bralcu ne pove prav veliko, jo povežimo s stati-
stično vsoto kanoničnega ansambla Q.

9.7.1 Statistična vsota Ξ

Statistično vsoto Ξ z aplikacijo Boltzmanove formule (9.6) zapǐsemo z entropijo S sistemov:

Ξ = exp
[

1
kB

(SAR(UAR, NAR) − SR(UAR, NAR))
]

.

Ker je naša naloga povezati obe statistični vsoti, si oglejmo njun sorodni del:

ΩR(UAR − UA, NAR −NA)
ΩR(UAR, NAR)

= exp
[

1
kB

(SR(UAR, NAR) − SR(UAR − UA, NAR −NA))
]

Razliko entropij, ki je odvisna od spremenljivk UA in NA razvijmo v vrsto:

SR(UAR, NAR) − SR(UAR − UA, NAR −NA) =

=
∂SR
∂UA

∣∣∣∣
0

UA +
∂SR
∂NA

∣∣∣∣
0

NA − 1
2

∂2SR
∂U2

A

∣∣∣∣
0

U2
A

− 1
2

∂2SR
∂N2

A

∣∣∣∣
0

N2
A − ∂2SR

∂UA ∂NA

∣∣∣∣
0

UANA + . . . (9.134)

Uporabimo izraza iz mikrokaniničnega ansambla (9.34), ki ju priredimo skladno z obravnavanimi
količinami

∂SR
∂UA

=
1
TR

,
∂SR
∂NA

= −µR
TR

,

in zapǐsimo še druge odvode:

∂2SR
∂U2

A

= − 1
T 2
R

∂TR
∂UA

,
∂2SR
∂N2

A

= − ∂µR
∂NA

1
TR

+
µR
T 2
R

∂TR
∂NA

,
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∂2SR
∂UA∂NA

= − 1
T 2
R

∂TR
∂NA

.

Z zapisanimi izrazi nadomestimo odvode v enačbi (9.134)

SR(UAR, NAR) − SR(UAR − UA, NAR −NA) =

=
UA
TR

− µR
TR

NA +
1

2T 2
R

∂TR
∂UA

U2
A − 1

2

(
− ∂µR
∂NA

1
TR

+
µR
T 2
R

∂µR
∂NA

)
N2
A

+
1
T 2
R

∂TR
∂NA

NAUA + . . . ,

ki jo takoj zapǐsemo v obliki, ki jo bomo zlahka poenostavili:

SR(UAR, NAR) − SR(UAR − UA, NAR −NA) =

= − µR
TR

NA

(
1− NA

2µR
∂µR
∂NA

+
NA
2TR

∂µR
∂NA

− UA
2TR

∂TR
∂NA

)
+
UA
TR

(
1 +

UA
2TR

∂TR
∂UA

+
NA
2TR

∂TR
∂NA

)
.

Členi znotraj oklepajev se razen prvega, ki je enak 1, med seboj odštejejo19. Tako od prvotnega
izraza20 ostane le

SR(UAR, NAR) − SR(UAR − UA, NAR −NA) ∼=
UA
TR

− µRNA
TR

.

Torej lahko zapǐsemo:

P (UA, NA) =
ΩA(UA, NA)

Ξ
exp

[
−UA − µRNA

kBTR

]
.

V izrazu zapisa statistične vsote velekanoničnega ansambla opazimo del, ki ustreza statistični
vsoti kanoničnega ansambla:

Ξ =
∑

UA,NA

ΩA(UA, NA) exp
[
−UA − µRNA

kBTR

]

=
∑
NA

(∑
UA

ΩA(UA, NA) exp
[
− UA
kBTR

])
︸ ︷︷ ︸

Q(NA)

exp
[
µRNA
kBTR

]

=
∑
NA

Q(NA) exp
[
µRNA
kBTR

]
(9.135)

Enačba (9.135) povezuje statistični vsoti velekanoničnega Ξ = Ξ(TR, µR, VA) ter kanoničnega
Q = Q(TR, NA, VA) ansambla. Dobljeno enačbo včasih zapǐsemo tudi z absolutno aktivnostjo
z, ki igra vlogo kemijskega potenciala:

Ξ =
∑
NA

Q(NA) zNA ; z = exp

[
µR
kBTR

]
(9.136)

19Člene moramo zapisati kot odvode logaritmov, nakar je odštevanje trivialno. Primer:

a

b

∂b

∂a
=

∂ ln b

∂ ln a
.

20Ne smemo pozabiti, da je sistem R veliko večji od sistema A.
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9.7.2 Termodinamski potencial

Ko smo se ukvarjali z mikrokanoničnim in kanoničnim ansamblom, smo naravni logaritem
zasedbenega števila Ω in statistične vsote Q povezali z entropijo S oziroma s prosto energijo A.
Zapǐsimo velekanonično statistično vsoto z entropijo:

Ξ = exp
[

1
kB

(SAR(UAR, NAR) − SR(UAR, NAR))
]

; S = kB lnΩ .

Torej velja naslednja zveza med vsoto Ξ in spremembo entropije:

kB ∆ lnΞ = ∆SAR ≥ 0 .

Očitno je izraz kB ln Ξ nekaj pomembnega pri ugotavljanju ravnovesja stanj. Zato z njim, ana-
logno kot smo pri obravnavi kanoničnega ansambla definirali prosto energijo, definiramo novo
količino z imenom termodinamski potencial:

G = G(T, µ, V ) = −kBT ln Ξ (9.137)

V razdelku 9.4.5 smo izpeljali povezavo med prosto energijo A kanoničnega ansambla ter
entropijo S mikrokanoničnega ansambla, in jo zapisali z enačbo (9.76). Podobno izpeljavo bomo
naredili tudi sedaj, ko nas bo zanimala povezava termodinamskega potenciala z omenjenima
količinama drugih dveh ansamblov. Namesto temperature kot odvisne spremenljivke bomo pisali
odvisnost termodinamskega potencialaG od spremenljivke β = (kBT )−1, torejG(T, µ, V ) = G(β, µ, V ).
Spomnimo se oblike statistične vsote

Ξ =
∑
U,N

Ω(U,N) e−β(U−µN)

in si oglejmo majhne spremembe njenega logaritma:

d lnΞ =
∂ ln Ξ
∂β

dβ +
∂ ln Ξ
∂µ

dµ +
∂ ln Ξ
∂V

dV

Vrednosti odvodov seveda izračunamo21:

∂ ln Ξ
∂β

= Ξ−1 ∂Ξ
∂β

= Ξ−1
∑
U,N

(−U + µN) e−β(U−µN)Ω(U,N) = − <U> +µ <N>

∂ ln Ξ
∂µ

= Ξ−1 ∂Ξ
∂µ

= Ξ−1
∑
U,N

βN e−β(U−µN)Ω(U,N) = β <N>

∂ ln Ξ
∂V

= Ξ−1 ∂Ξ
∂V

= Ξ−1
∑
U,N

−β ∂U
∂V

e−β(U−µN)Ω(U,N) = −β
〈
∂U

∂V

〉
= βp ,

ter jih vstavimo v diferencial logaritma vsote Ξ:

d lnΞ = (− <U> +µ <N>) dβ + β <N> dµ + βp dV .

21V spomin prikličimo definicije povrečij:

<U > =
X
U,N

U P (U, N) , <N > =
X
U,N

N P (U, N)
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Obema stranema tako dobljene enačbe prǐstejem izraz

d(β <U > −βµ <N> = dβ <U > +βd <U> − dβ <N> µ − β dµ <N> −βµd <N>) ,

in sicer levo stran prǐstejem levi strani enačbe ter desno stran izraza desni strani enačbe. Leva
stran se s tem izdatno poenostavi, saj se prenekateri del odšteje:

d(lnΞ + β <U > −βµ <N>) = βd <U> −βµd <N> +βp dV
= β(d <U> −µd <N> + pdV︸ ︷︷ ︸

adiabatno delo

) . (9.138)

Vsoto zadnjih dveh členov v izrazu smo poimenovali adiabatno delo (posledica premikanja nivojev
gor in dol po energijski lestvici), saj se ujemata s členoma v 1. zakonu termodinamike (stran 275),
ki govori o kvazistatičnem delu:

d <U> = T dS + dW = T dS − pdV + µd <N>︸ ︷︷ ︸
kvazistatično delo

Ko matematično obliko 1. zakona termodinamike vstavimo v enačbo (9.138), se izraz močno
poenostavi:

d(lnΞ + β <U > −βµ <N>) =
1
kB

dS .

Vse diferenciale združimo na levi strani izraza

d(lnΞ + β <U > −βµ <N> − 1
kB

dS) = 0

in ugotovimo, da je zaradi ničelne vrednosti diferenciala izraz v oklepajih konstanten. Izbira
konstante je prepuščena naši milosti. Ker si hočemo olajsati delo, izberemo ničelno vrednost
konstante. Dobljeno enačbo še pomnožimo s faktorjem kBT in zapǐsemo :

kBT ln Ξ+ <U> −µ <N> −T dS = 0 . (9.139)

Razliko členov povprečne energije ter TS v skladu s Helmholtzovo enačbo (9.76) nadomestimo
s prosto energijo A. Hkrati upoštevamo še zapis termodinamskega potenciala (9.137) z logarit-
mom statistične vsote Ξ. Tako dobimo povezavo med termodinamskim potencialom G in prosto
energijo A:

G = A − µ <N> . (9.140)

9.7.3 Lastnosti termodinamskega potenciala

Namesto enega podsistema si oglejmo dva (A in B), ki sta v toplotnem ravnovesju z rezervoarjem.
Zaradi tega je faktor β za oba sistema enak.

Kanonična slika

Statistična vsota Q = QAB je v tem primeru oblike

QAB =
∑
UAB

ΩAB(UAB)e−βUAB ;
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UAB = UA + UB , ΩAB = ΩA · ΩB .

Nastavka vsote energij in produkta števila stanj vstavimo v enačbo, v kateri nato separiramo del
povezan s podsistemom A od dela, povezanega s podsistemom B:

QAB =
∑
UA,UB

ΩA · ΩB e−β(UA+UB) =

(∑
UA

ΩA e−βUA

)
·

(∑
UB

ΩB e−βUB

)
= QA ·QB .

(9.141)

Ko dobljen nastavek uporabimo v definiciji Helmholtzove proste energije (enačba 9.68) ugoto-
vimo, da je prosta energija obeh podsistema AB kar enaka vsoti prostih energij posameznih
podsistemov:

AAB = −kBT lnQAB = −kBT ln(QAQB) = −kBT lnQA − kBT lnQB = AA + AB .

(9.142)

Prosta energija je dveh neodivnih podsistemov je torej aditivna. To ugotovitev bi lahko posplošili
na poljubno število podsistemov.

Velekanonična slika

Podobno naredimo še v velekanonični sliki, kjer namesto energije gledamo število delcev. Velja
aditivnost:

NAB = NA + NB .

Zapǐsimo statistično vsoto Ξ:

ΞAB =
∑

NA,NB

QAB e−βµ(NA+NB) =

(∑
UN

QA e−βµNA

)
·

(∑
NB

QB e−βµNB

)
= ΞA · ΞB .

(9.143)

V tem primeru torej velja aditivnost termodinamskega potenciala:

GAB = −kBT ln ΞAB = GA + GB .

To pa ima dolgosežne posledice. Ker je edina intenzivna spremenljivka velikosti volumen, mora
biti G linearna funkcija volumna! Torej se mora zapisati kot

G = −kBT ln Ξ = −pV ;
∂ ln Ξ
∂V

= βp , (9.144)

oziroma
G = −pV. (9.145)

Termodinamski potencial se mora izaražati kot linearna funkcija volumna, kar pomeni, da mora
biti enak produktu tlaka in volumna.
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9.7.4 Gibbsova formula in enačba stanja

Oglejmo si entropijo. Le-to izrazimo iz enačbe (9.139):

S = kB ln Ξ +
<U>

T
− µ <N>

T

= kB ln
∑
U,N

Ω(U,N) e−β(U−µN) +
1
T

∑
U,N

UΩ(U,N) e−β(U−µN) − µ

T

∑
U,N

NΩ(U,N) e−β(U−µN)

Sedaj upoštevamo formuli, v katerih nastopa verjetnost P :

P (U,N) =
Ω(U,N) e−β(U−µN)

Ξ
;

∑
U,N

P (U,N) = 1 .

Prvi člen na desni strani entropijske enačbe pomnozim z vsoto verjetnosti. Ker je le-ta enaka 1,
to vedno smem storiti. Iz drugih dveh členov izpostavim verjetnost P :

S = kB ln Ξ
∑
U,N

P (U,N) +
1
T

∑
U,N

(U − µN)P (U,N)

= kB ln Ξ
∑
U,N

P (U,N) − kB
∑
U,N

ln e−β(U−µN)P (U,N)

= −kB
∑
U,N

P (U,N) ln
e−β(U−µN)

Ξ

V ulomku znotraj logaritma prepoznamo verjetnost P (U,N). Tako zapǐsemo Gibbsovo for-
mulo za velekanonični ansambel, podobno, kot smo jo zapisali pri obravnavi kanoničnega an-
sambla (enačba 9.94):

S = −kB
∑
U,N

P (U,N) lnP (U,N)

Pojdimo še korak dlje. Povežimo enačbe (9.140), (9.145) ter (9.76) v zanimivo zvezo

G = A − µ <N> = −pV ;

<U> −TS − µ <N> + pV = 0 ,

s katero smo sposobni z meritvijo nekaterih mikroskopskih in makroskopskih količin druge izračunati!
Oglejmo si še diferencial zapisane zveze.

−pdV − V dp = d <U> −S dT − T dS − µd <N> − <N> dµ

Spomnimo se 1. zakona termodinamike (stran 275)

d <U> = T dS − pdV + µd <N>

in ga prǐstejmo zvezi diferencialov. Ko se nekaj členov odšteje med seboj, dobimo enostavno
povezavo, ki jo imenujemo Gibbs-Duhemova enačba:

V dp − S dT − <N> dµ = 0 (9.146)

Spremenljivke p, T in µ v enačbi niso medsebojno neodvisne! Zato lahko pǐsemo tlak kot funkcijo
ostalih dveh spremenljivk. Izraz imenujemo enačba stanja:

p = p(T, µ)

Enačba stanja v zgornjih spremenljivkah in pa Gibbs - Duhemova enačba izražata isto stvar.
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9.7.5 Idealni plin - velekanonično

Povrnimo se sedaj k idelanemu plinu in ga obravnavajmo še po velekanonično. Pokazalo se bo,
da je tto daleč najbolj elegantna obravnava. Najprej se spomnimo enačbe En. 9.136

Ξ(N,V, T ) =
∑
N

Q(N,V, T ) zN ; z = exp

[
µR
kBT

]
. (9.147)

Tu je Q(N,V, T ) kar kanonična statistična vsota, ki smo jo v primeru idealnega plina izpeljali v
obliki

Q(N,V, T ) = QN0 (V, T ) in pa Q0(V, T ) =
V

λ3
. (9.148)

Tu je λ(T ) seveda de Brogliejeva termalna valovna dolžina. S temi ugotovitvami lahko kaj hitro
velekanonično statistično vsoto prepǐsemo v tejle obliki

Ξ =
∞∑
N=0

QNz
N =

∞∑
N=0

(zQ0)N

N !
= ezQ0 (9.149)

oziroma kot
lnΞ = zQ0 = eβµQ0. (9.150)

Odvod logaritma statistične vsote po kemijskem potencialu povežemo s povprečnim številom
delcev v sistemu

β<N> =
∂ ln Ξ
∂µ

= β eβµQ0 = β ln Ξ , (9.151)

oziroma od tod

<N> = lnΞ = eβµQ0 ⇒ µ = kBT ln
<N>

Q0
. (9.152)

Dobili smo torej enačbo za kemijski potrencial idealnega plina v velekanoničnem ansamblu. Glede
na definicijo termodinamskega potencaila v velekanoničnem ansamblu En. 9.145, lahko izpeljemo
še

G = −pV = −kBT ln Ξ ⇒ pV = kBT<N>. (9.153)

Kar nam seveda daje nazaj enačbo stanja idealnega plina oziroma Boylov zakon v obliki

p = kBT
<N>

V
, (9.154)

Resnično lahko verjamemo, da so vsi ansambli statistične mehanike med seboj ekvivalentni in
nam zgolj na različne načine podajajo izto informacijo.

9.7.6 Flukuacijsko disipacijski teorem

Podobno kot pri kanoničnem ansamblu lahko tudi v velekanoničnem ugotovimo, da ne samo
energija, pač pa tusi število delcev fluktuirata. Poglejmo si kako.

Začnimo z že znano enačbo

Ξ(µ, V, T ) =
∑
N

Q(N,V, T )zN . (9.155)
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Sedaj se spomnimo, da je β = (kT )−1 in odvajajmo

∂ ln Ξ
∂β

=

∑
N
∂Q(N,V,T )

∂β zN∑
N Q(N,V, T )zN

= −〈U〉 . (9.156)

Tu smo upoštevli enačbo zanano iz kanonične obravnave, in sicer

∂Q(N,V, β)
∂β

= −〈U〉 . (9.157)

Če sedaj odvajamo še enkrat in zopet upoštemo že znane enačbe iz kanoničnega ansambla, potem
hitro lahko izpeljemo, da je tudi ve velekanoničnem ansamblu〈

(U − 〈U〉)2
〉

= −∂ 〈U〉
∂β

= kT 2 ∂ 〈U〉
∂T

. (9.158)

Zaenkrat ničnovega. Energija pač fluktuira okrog svojega povprečja, saj imamo fiksno tempera-
turo, ne pa tudi celotne energije. Sedaj si poglejmo še drugi dve spremenljiki: kemijski potencial
in število delcev.

Začnimo s povporečnimm številom delcev v sistemu. Le-to namreč ni fiksno, saj imamo
določen zgolj kemijski potencial. Torej po definiciji

〈N〉 =
∑
N NQ(N,V, T )zN∑
N Q(N,V, T )zN

. (9.159)

Odvajajmo zgornjo enačno pokemijskem potemcialu, upoštevajmo, da je absolutna aktivnost
definirana kot z = expβµ, tako da je

∂z

∂µ
= βz,

pa dobimo

∂ 〈N〉
∂µ

= β

∑
N N

2Q(N,V, T )zN∑
N Q(N,V, T )zN

− β

∑
N NQ(N,V, T )zN

∑
N NQ(N,V, T )zN

(
∑
N Q(N,V, T )zN )2

. (9.160)

Sedaj lahko definiramo 〈
N2
〉

=
∑
N N

2Q(N,V, T )zN∑
N Q(N,V, T )zN

pa dobimo končno fluktuacijsko disipacijski teorem v obliki(〈
N2
〉
− 〈N〉2

)
= kT

∂ 〈N〉
∂µ

. (9.161)

Vidmio, da so fluktuacije števila delcev v sistemu od povprečja podane z odzivno funkcijo ∂〈N〉
∂µ .

Le-ta nam pove, kako se spremeni povprečno štvilo delcev, če spremenimo njihov kemijski po-
tencial.

Ocenimo še velikost odstopanja števila delcev od povprečja, ε. Velja

ε =

√
〈N2〉 − 〈N〉2

〈N〉
=
kT ∂〈N〉

∂µ

〈N〉
. (9.162)
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Zvezo med povprečnim številom delcev in kemijskim potencialom ocenimo z izrazi za idealni plin,
kjer imamo

µ = µ0(T ) = kT ln 〈N〉, oziroma
∂ 〈N〉
∂µ

=
〈N〉
kT

. (9.163)

Tako dobimo za odstopanje izaraz
ε ∼ 〈N〉−1/2

. (9.164)

Večje kot je število delcev, bolj je njihovo povprečje ostro definirano. To je seveda smiselno in
hkrati zelo pomembno.

9.8 Povezave med ansambli

Zapǐsimo entropijo S (oziroma energijo U), prosto energijo A, termodinamski potencial G
ter povezave med njimi:

U = U(S,N, V )
A = A(T,N, V ) = U − TS

G = G(T, µ, V ) = A − µN .

Ostro oko takoj opazi podobnosti v postopku pri prehodih med ansambli. Pri prehodu iz mikro-
kanoničnega v kanonični ansambel se je v naboru spremenljivk zgodila zamenjava S → T . Prosto
energijo (KA) smo nadalje dobili tako, da smo od energije (MKA) odšteli produkt spremenljivk,
ki sta se zamenjali (TS). Prav tako smo pri prehodu iz kanoničnega v velekanonični ansambel
(zamenjata se spremenljivki N in µ) termodinamski potencial (VKA) zapisali kot razliko med
prosto energijo (KA) in produktom zamenjanih spremenljivk (µN).

Vse lepo in prav, a vendar nas utegne zanimati, ali ima zveza med ansambli kakšno bolj
formalno podlago?

9.8.1 Legendrove transformacije

Formalna podlaga seveda obstaja, in sicer v obliki Legendrovih transformacij, ki si jih bomo
ogledali v nadaljevanju. Recimo, da nas zanima funkcija

f(x1, x2, . . . , xN ) = f(xi) ; i = {1, 2, . . . , N} .

Velja, da je za spoznavanje lastnosti funkcije študij njenega grafa ekvivalenten študiju njenih od-
vodov, saj odvod nosi enako informacijo, kot funkcija sama! Zato najprej izračunamo diferencial

df =
∑
i

ui dxi ; ui =
∂f

∂xi
,

v katerem xi nastopajo kot neodvisne spremenljivke. Nato skonstruiramo novo funkcijo

g = f −
N∑

i=r+1

uixi
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in se vprašajmo, katere so njene neodvisne spremenljivke. V ta namen si oglejmo diferencial na
novo spisane funkcije:

dg =
N∑
i=1

ui dxi −
N∑

i=r+1

ui dxi −
N∑

i=r+1

xi dui

=
r∑
i=1

ui dxi −
N∑

i=r+1

xi dui .

Neodvisne spremenljivke funkcije so sedaj kot na dlani:

f = f(x1, x2, . . . , xr, xr+1, . . . , xN ) ,

g = g(x1, x2, . . . , xr, ur+1, . . . , uN ) .

Čeprav se neodvisne spremenljivke funkcij različne, je informacija, ki jo poda njihova oblika,
v obeh primerih identična. Nova funkcija g torej ni odvisna le od x, temveč tudi od odvodov
funkcije f . Imenujemo jo Legendrova funkcija:

g = f −
N∑

i=r+1

uixi . (9.165)

Preostane nam le še, da se na konkretnem primeru prepričamo, kako nam Legendrove funkcije
pomagajo razumeti prehode med ansambli.

9.8.2 Konstrukt ansamblov

Najprej si oglejmo prehod med mikrokanoničnim in kanoničnim ansamblom. V prvem za neod-
visne spremenljivke vzamemo nabor U = U(S, V,N). Naša naloga je, da v naboru zamenjamo
entropijo s temperaturo. Izmed zvez mikrokanoničnega ansambla, ki povezujejo mikroskopsko z
makroskopskim (enačbe 9.34) si oklejmo tisto, ki povezuje temperaturo in odvod energije:

1
T

=
(
∂S

∂U

)
N,V

⇒ T =
(
∂U

∂S

)
N,V

.

Sedaj po receptu (9.165) skonstruiram novo funkcijo, ki jo označim z A in jo imenujem prosta
energija:

g → A ; f → U

f : x1 = V, x2 = N, x3 = S ; g : x1 = V, x2 = N, u3 = T

A = U − ∂U

∂S
S

= U − TS .

Funkcija česa je torej A?

dA =
∂U

∂S
dS +

∂U

∂V
dV +

∂U

∂N
dN − S dT − T dS

= −S dT +
∂U

∂V
dV +

∂U

∂N
dN

A = A(T, V,N)
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Kanonični ansambel je torej Legendrova transformacija mikrokanoničnega ansambla glede na
entropijo - temperaturo.

Zamenjajmo še spremenljivko N , ki označuje število delcev v sistemu, s kemijskim potenci-
alom µ. Kot vemo, nas bo ta zamenjava s kanoničničnega pripeljala v velekanonični ansambel:

g → G ; f → A

f : x1 = T, x2 = V, x3 = N ; g : x1 = T, x2 = V, u3 = µ

G = A − ∂A

∂N
N ;

∂A

∂N
= µ

= A − µN

= U − TS − µN .

Poleg neodvisnih spremenljivk termodinamskega potenciala G poǐsčimo še mikro-makroskopske
zveze za velekanonični ansambel:

dG =
∂U

∂S
dS +

∂U

∂V
dV +

∂U

∂N
dN − S dT − T dS − µdN − N dµ

= −S dT +
∂U

∂V
dV − N dµ (9.166)

=
∂G

∂T
dT +

∂G

∂V
dV +

∂G

∂µ
dµ (9.167)

G = G(T, V,N)

Izenačimo člene pred diferenciali v izrazih (9.166) in (9.167) in zapǐsimo povezave velekanoničnega
ansambla skupaj z mikrokanoničnim in kanoničnim ansamblom:

Mikrokanonični
ansambel

U = U(S, V,N)

S = kB lnΩ(U,N, V )

∂U

∂S
= T

∂U

∂V
= −p

∂U

∂N
= µ

Kanonični
ansambel

A = A(T, V,N)

A = kBT lnQ(T,N, V )

∂A

∂T
= −S

∂A

∂V
= −p

∂A

∂N
= µ

Velekanonični
ansambel

G = G(T, V, µ)

G = kBT ln Ξ(U, µ, V )

∂G

∂T
= −S

∂G

∂V
= −p

∂G

∂µ
= −N

Seveda gremo lahko še korak naprej. Doslej smo zamenjali entropijo s temperaturo ter število
delcev s kemijskim potencialom. Ostane nam še volumen. Postavimo se v kanonični ansambel,
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zamenjajmo volumen s tlakom, in zapǐsimo izobarni ansambel22:

Θ(T,N, p) = A − ∂A

∂V
V = A + pV

Diferencial funkcije Θ nam pomaga priti do nove povezave mikro z makroskopskim:

dΘ =
∂A

∂T
dT +

∂A

∂N
dN +

∂A

∂V
dV + pdV + V dp

= −S dT + V dp + µdN

Izrazu prǐstejemo in odštejemo člen N dµ, nato pa z Gibbs-Duhemovo zvezo (enačba 9.146) zapis
poenostavimo

dΘ = −S dT + V dp − N dµ︸ ︷︷ ︸
0

+ N dµ + µdN︸ ︷︷ ︸
d(µN)

Θ = µN (9.168)

Ko ponovno zapǐsemo celotno transformacijo, s katero smo izpeljali izobarni ansambel

Θ = A + pV = U − TS + pV = µN

opazimo, da po treh transformacijah za še eno ne ostane več nobena prosta spremenljivka. Tako
smo torej izpeljali končno enačbo stanja:

U − TS + pV − µN = 0

9.9 Maxwellove enačbe

Čeprav bi ljudje zelo radi znali izmeriti čim več fizikalnih količin, se moramo večkrat zado-
voljiti le z meritvami nekaterih, dobro merljivih količin, medtem ko druge z uporabo dobljenih
eksperimentalnih podatkov izračunamo. Cilj tega razdelka bo torej zapisati enačbe, ki povezujejo
eksperimentalno merljive količine z direktno nemerljivimi.

Začnimo s kanoničnim ansamblom in zapǐsimo temperaturni in volumski odvod proste ener-
gije A = A(T,N, V ) ter ju povežimo:

∂A

∂T
= −S ⇒ ∂2A

∂T ∂V
= −

(
∂S

∂V

)
N,T

∂A

∂V
= −p ⇒ ∂2A

∂V ∂T
= −

(
∂p

∂T

)
N,V

Upoštevamo komutacijo odvodov in zapǐsimo 1. Maxwellovo enačbo, ki povezuje volumski
odvod entropije s temperaturnim odvodom tlaka:(

∂S

∂V

)
N,T

=
(
∂p

∂T

)
N,V

(9.169)

22Ime izobarni ansambel upraviči povezava:

∂Θ

∂p
= V .
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Sedaj pod drobnogled vzemimo ansambel, ki ga sestavljajo temperatura, kemijski potencial
in tlak. S simbolom Υ = Υ(T, µ, p) označimo potencial, ki ima v tem ansamblu podobno vlogo,
kot prosta energija A v kanoničnem. Hitro si oglejmo mikro-makroskopski opis:

dΥ =
∂G

∂T
dT +

∂G

∂V
dV +

∂G

∂µ
dµ + pdV + V dp

= −S dT + V dp − N dµ

=
∂Υ
∂T

dT +
∂Υ
∂p

dp +
∂Υ
∂µ

dµ .

Zopet vzemimo dva odvoda ter ju povežimo

∂Υ
∂µ

= −N ⇒ ∂2Υ
∂µ ∂p

= −
(
∂N

∂p

)
T,µ

∂Υ
∂p

= V ⇒ ∂2Υ
∂p ∂µ

= −
(
∂V

∂µ

)
T,p

,

nato pa zapǐsimo 2. Maxwellovo enačbo:(
∂N

∂p

)
T,µ

= −
(
∂V

∂µ

)
T,p

(9.170)

Postopek, ki smo ga dodobra spoznali v preǰsnjih dveh primerih, sedaj aplicirajmo še na
dveh enačbah mikrokanoničnega ansambla (stran 280):

∂S

∂V
=

p

T
⇒ ∂2S

∂V ∂N
=

∂

∂N

( p
T

)
U,V

∂S

∂N
= −µ

T
⇒ ∂2S

∂V ∂N
= − ∂

∂V

(µ
T

)
U,N

Tako zapǐsemo še 3. Maxwellovo termodinamsko enačbo:

∂

∂N

( p
T

)
U,V

= − ∂

∂V

(µ
T

)
U,N

(9.171)

9.9.1 Entropija mešanja

Izpolnimo še obljubo, ki smo si jo zadali pred nekaj vrsticami, in si oglejmo entropijo mešanja.
Vzemimo dva sistema, ki ju opǐsemo z idealnim plinom. Naj boNi število delcev in Vi prostornina
i-tega sistema. Sistema nato združimo. Celotno število delcev končnega sistema je N = N1 +
N2, prostornino sistema pa zapǐsemo23 z V = V1 + V2. Oglejmo si nekatere fizikalne količine
združenega sistema. Tlak je kar vsota parcialnih tlakov začetnih sistemov

p =
N1

V
kBT +

N2

V
kBT ,

torej velja:

p =
N1 +N2

V1 + V2
kBT .

23Vsak plin je razporejen po celotnem volumnu V .
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Prav tako sta aditivni tudi notranja energija U in entropija S:

U = 3
2 (N1 +N2) kBT ,

S = N1kB ln
V e

5
2

λ3
1N1

+ N2kB ln
V e

5
2

λ3
2N2

.

Entropija mešanja Sm (razlika entropije po in entropije pred združitvijo) je tako

Sm = Spo − Spred

= N1kB ln
V e

5
2

λ3
1N1

+ N2kB ln
V e

5
2

λ3
2N2

− N1kB ln
V1e

5
2

λ3
1N1

− N2kB ln
V2e

5
2

λ3
2N2

Sm = N1kB ln
V1 + V2

V1
+ N2kB ln

V1 + V2

V2
.

Entropija se spremeni zaradi spremembe stanj po spremembi prostornine, in ne zaradi interakcije
med delci24.

9.10 Gostotni operator in statistična mehanika

V 8. poglavju je bilo vodilo preučevanje enega samega delca. Ko je delcev več, se skladno
z njihovim številom pojavi sistem enačb, ki zahteva rešitev. Če je delcev veliko, so sistemi
enačb lahko gromozanski in nerešljivi v realnem času. Zato nas bodo zopet zanimala neke vrste
povprečja in druge količine, ki jih bomo povezali s kvantno statistično mehaniko.

9.10.1 Gostotni operator v kvantni mehaniki

Začnimo z rahlo osvežitvijo spomina. Kot vemo, je v kvantni mehaniki delec določen z valovno
funkcijo Ψ(r, t), ki je rešitev Schrödingerjeve enačbe (8.45):

i~
∂Ψ
∂t

= ĤΨ ; Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r) .

Valovno funkcijo lahko zapǐsemo v separirani obliki kot produkt časovnega in stacionarnega
(krajevnega) dela:

Ψ(r, t) = exp
[
− iEt

~

]
ϕ(r) .

Separacijo smo uvedli zato, ker nas bodo v nadaljevanju zanimale predvsem stacionarne rešitve
Schrödingerjeve enačbe:

Eϕ(r) = Ĥϕ(r) .

Seveda lahko valovno funkcijo opǐse linearna kombinacija

Ψ(r, t) =
∑
n

cn Ψn(r, t)

=
∑
n

an(t)ϕn(r) ; an(t) = cn exp
[
− iEt

~

]
.

24Bralec naj ima vedno v mislih, da obravnavamo idealne razmere!
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Oglejmo si posledice takšnega zapisa. Kot vemo, je integral produkta valovne funkcije in njene
konjugirane vrednostji enak ena, saj je sistem valovnih funkcij ortogonalen. To pomeni:

1 =
∫

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) dr3 =
∑
n,m

a∗n(t)am(t)
∫
ϕ∗n(r)ϕm(r) dr3

=
∑
n

a∗n(t)an(t)

1 =
∑
n

|an(t)|2. (9.172)

V skladu z navedenimi ugotovitvami zapǐsimo povprečno vrednost operatorja

< f̂ > =
∫

Ψ∗(r, t) f̂ Ψ(r, t) dr3

=
∑
n,m

a∗n(t)am(t)fnm , (9.173)

v kateri fnm predstavlja matrične elemente operatorja f̂ glede na lastne vrednosti operatorja
polne energije Ĥ:

fnm =
∫
ϕ∗n(r) f̂ ϕm(r) dr3. (9.174)

Velja omeniti, da je matrika f očitno simetrična za hermitske opearorje

fnm = fmn .

Enačbo (9.173) zapǐsimo v matrični obliki. V ta namen definirajmo matrične elemente gosto-
tnega operatorja %̂:

%nm = a∗n(t)am(t)

< f̂ > =
∑
n,m

%nmfnm. (9.175)

Z nekaj matematičnega formalizma25 lahko zaradi simetričnosti tenzorje fnm = fmn enačbo
zapǐsemo v poenostavljeni obliki

< f̂ > = Tr
[
%̂ · f̂

]
= Tr[%nmfmk]. (9.176)

Za izračun povprečne vrednosti operatorja moramo torej poznati le gostotni operator. Da bi ga
zapisali, moramo zaenkrat rešiti Schrödingerjevo enačbo. V nadaljevanju si oglejmo, ali obstaja
kakšna alternativna pot do zapisa %̂.

25Produkt tenzorjev A in B je tenzor C z matričnimi elementi

Cij =
X

k

AikBkj .

Sled produkta je tako kar

Tr Cij = Cii =
X
i,k

AikBkj .
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9.10.2 Gostotni operator v statistični mehaniki

V kavantni statistični mehaniki mora gostotni operator zadoščati v se dodatnim zahtevam, ki
izhajajo iz nje. Oglejmo si funkcijo Ψ(r, t), ki je rešitev Schrödingerjeve enačbe

i~
∂Ψ
∂t

= ĤΨ (9.177)

še bolj podrobno. Zapǐsimo jo v obliki

Ψ(r, t) = exp

[
− itĤ

~

]
Ψ(r, 0) ,

kjer je eksponentna funkcija operator, ki rešitev za čas 0 prestavi v rešitev za čas t. Da bomo to
bolje razumeli, si oglejmo spektralni teorem, s katerim uvedemo zapis funkcije operatorja:∑

n

f(Ĥ)ϕn(r) =
∑
n

f(En)ϕn(r) ; Enϕn(r) = Ĥϕn

V tem smislu bomo morali v nadaljevanju gledati tudi na eksponentno funkcijo operatorja!
Sedaj, ko poznamo splošno obliko operatorja, si oglejmo povprečne vrednosti. Le-te so,

osvetljene z novo definicijo, definirane kot

< Â > =
∫

Ψ∗(r, t) ÂΨ(r, t) dr3

=
∫

Ψ∗(r, 0) exp

[
itĤ

~

]
Â exp

[
− itĤ

~

]
Ψ(r, 0) dr3

=
∫

Ψ∗(r, 0) Â(t) Ψ(r, 0) dr3 (9.178)

kjer smo vpeljali

Â(t) = exp

[
itĤ

~

]
Â exp

[
− itĤ

~

]
. (9.179)

To ni nič drugega kot Heisenbergova reprezentacija opearorja Â. Povprečno vrednost operatorja
torej lahko zapǐsemo na dva načina. Prvega, v katerem je vsa časovna odvisnost vsebovana v
valovni funkciji, imenujemo Schrödingerjeva reprezentacija

< Â > =
∫

Ψ∗(r, t) ÂΨ(r, t) dr3, (9.180)

medtem ko je v Heisenbergovi reprezentaciji vsa časovna odvisnost zbrana v operatorju:

< Â > =
∫

Ψ∗(r, 0) Â(t) Ψ(r, 0) dr3 (9.181)

Oba pristopa k kvantni mehaniki, Schroedingerjev in Heisenbergov, sta popolnoma ekvivalentna.
Včasih pa je bolj pregledno uporabljati enega namesto drugega.

Ker je tudi gostotni oprator operator, veljajo zgornje ugotovitve tudi zanj. Torej moramo
imeti tudi gibalno enačbo za Heisenbergovo reprezenatcijo gostotnega opeartorja

d%̂(t)
dt

= i
~

[
Ĥ, %̂

]
. (9.182)
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Vrnimo se korak nazaj in se hkrati omejimo na ravnovesna stanja. To pomeni, da povprečne
vrednosti niso funkcije časa:

< f̂ > = Tr %̂f̂ 6= < f̂ >(t) .

V tem primeru iz gibalne enačbe sledi ničelna vrednost komutatorja[
Ĥ, %̂

]
= 0 ,

kar pomeni, da je gostotni operator %̂ lahko kvečjemu funkcija konstant gibanja! Energija je
vsekakor kosnatnta gibanja. Poglejmo si točno kakšna funkcija energije mora biti. Kot vemo, je
povprečna vrednost energije podana z izrazom

<U> =
∑
nEne

−βEn∑
n e−βEn

. (9.183)

Po drugi strani je povprečna vrednost energije definirana s sledjo produkta operatorjev gostote
in energije:

<U> = Tr %̂ Û =
∑
n e−βEnEn∑
n e−βEn

=
∑
n e−βEnδnmUnm∑

n e−βEn
.

Tu smo upoštevali, da je

Unm =
∫
φ∗(r)Ĥ(r)φ(r) d3r = δnmEn, (9.184)

kar sledi neposredno iz Schroedingerjeve enačbe, saj je U celotna energija. Na podlagi dobljenega
izraza lahko matrične elemente gostotnega operatorja zapǐsemo v prostoru lastnih funkcij kot

%nm =
e−βEn∑
n e−βEn

δnm. (9.185)

To je torej zapis matričnih komponent gostotnega operatorja. Tako kot so lastne energije, oziroma
Unm, matrični elementi Hamiltonovega operatorja celotne energije Ĥ. Ali lahko tudi za gostotno
matriko najdemo takšen operator?

9.10.3 Koordinatna reprezentacija gostotnega operatorja

Za enodelčne operatorje, kot je Hamilotnov operator za delce v zunanjme polju, vemo, da so
funkcija zgolj enekoordinate

Ĥ = Ĥ(r) in je zato Hnm =
∫
φ∗n(r)Ĥ(r)φm(r) d3r (9.186)

Kaj pa če bi imeli oprator, ki je odvisen od dveh prostorskih argumentov, recimo ρ̂(r, r′).
Takšnemu operatorju pravimo tudi dvodelčni operator. Zanj bi definirali matrične elemente
podobno zkot za enodelčne operatorje v obliki

ρnm =
∫
φ∗n(r

′)ρ̂(r, r′)φm(r) d3r d3r′. (9.187)
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Poskusimo vpljati takle dvodelčni operator

ρ̂(r, r′) =

∑
p φ

∗
p(r) e

−βEp φp(r)∑
p e−βEp

. (9.188)

Poglejmo si, kaj bi bili matrični elementi takšnega dvodelčnega operatorja. Po definiciji bi imeli

ρnm =
∫
φ∗n(r

′)ρ̂(r, r′)φm(r) d3r =

∑
p

∫∫
φ∗n(r

′)φ∗p(r) e
−βEp φp(r)φm(r) d3r d3r′∑
p e−βEp

. (9.189)

Ker za poln, ortonormiran sistem lastnih funkcij velja∫
φ∗n(r)φm(r) d3r = δnm, (9.190)

potem dobimo za ρnm sledeč izraz

ρnm =

∑
p δnp e

−βEp δmp∑
p e−βEp

=
e−βEn δnm∑

p e−βEp
. (9.191)

Zanimivo! Dobili smo torej natančno matrične elemente gostotnega operatorja. To pomeni, da
je ρ̂(r, r′) res le drugaňa reprezentacija gostotnega operatorja. Z upoštevanjem spektralnega
teorema bi ga lahko zapisali tudi kot

ρ̂(r, r′) =

∑
p φ

∗
p(r) e−βĤ φp(r′)∑

p e−βEp
= ρ̂(r, r′;β). (9.192)

Tu smo upoštevali še očirno dejstvo, da je gostotni operator tudi funkcija inverzne temperature
β. Poglejmo si, kaj da zgornja definicija v limit β −→ 0, torej v limiti zelo velikih temperatur.
Takrat dobimo do najnižjega reda

ρ̂(r, r′;β −→ 0) ∼=
∑
p φ

∗
p(r)φp(r

′)∑
p e−βEp

= δ3(r− r′). (9.193)

Tu smo hkrati upoštevali še, da mora biti gostotni operator normiran in da ta normalizacija
zahteva, da je koeficient pred delta funkcijo enak ena.

9.10.4 Blochova enačba in povezava z verjetnostno amplitudo

Razǐsčimo odvisnost gostotnega opeartorja od invezne temperature β. Spremenimo β za dβ in
poglejmo za koliko se spremeni gostotni oprator. Do najnižjega reda po dβ velja

%(r, r′;β + dβ) ∼=
∑
p ϕ

∗
p(r) e−(β+dβ)Ĥ ϕp(r′)∑

p e−βEp

∼=
∑
p ϕ

∗
p(r) e−βĤ (1− dβĤ + . . .)ϕp(r′)∑

p e−βEp

∼= %(r, r′;β) − dβĤ %(r, r′;β) + . . . (9.194)
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Z izpeljavo smo prǐsli tako daleč, da lahko zapǐsemo enačbo, s katero lahko izračunamo gostoto
%(r, r′;β), ne da bi reševali Schrödingerjevo enačbo. Imenujemo jo Blochova enačba:

∂%(r, r′;β)
∂β

+ Ĥ %(r, r′;β) = 0 , (9.195)

ter ob njej zapǐsemo še robni pogoj

β = 0 ⇒ %(r, r′;β) = δ3(r− r′) .

Le-tega smo izpeljali že zgoraj.

Primerjajmo sedaj Blochovo enačbo (9.195) z enačbo za kvantnoimehanski propagator. Ta-
koj nam pade v oči, da je Blochova enačba zelo podobna Schroedingerjevi enačbi za verjetnostno
amplitudo, za katero vemo, da ima obliko (8.57):

~
i

∂K(r, r′; t)
∂t

+ ĤK(r, r′; t) = 0. (9.196)

Ugotovimo, da sta enačbi sorodni, če postavimo it/~ → β. Tej transformaciji pravimo tudi
Wickova rotacija. V tem primeru dobimo

K(r, r′;−i~β) → %(r, r′;β) . (9.197)

Pokazali smo torej, da je kvantna mehanika v imaginarnem času na nek način povezana s sta-
tistično mehaniko. Kaj točno to pomeni, in kakšne so posledice tega, da je temperatura ekvi-
vaqlentna imaginarnemu času, še ne razumemo popolnoma.

9.10.5 Statistična vsota kot funkcionalni integral

V 8. poglavju smo ugotovili, da lahko propagator zapǐsemo s funkcionalnim oziroma s popotnim
integralom

K(r, r′; t) =
∫

exp
[
i

~

∫ t

0

L(r, ṙ; t) dt
]
D[r(t)]. (9.198)

Z WIckovo rotacijo lahgko sedaj tudi gostotni operator povežemo s funkcionalnim integralom in
sicer kot

%(r, r′;β) = K(r, r′;−i~β) =
∫

exp

[
i

~

∫ i~β

0

L(r, ṙ; t) dt

]
D[r(t)]. (9.199)

Posvetimo se najprej integralu v eksponentu, torej akciji. Velja

M =
∫ i~β

0

L(r, ṙ; t) dt = −
∫ i~β

0

L(r,−ṙ; τ) dτ ; t = −τ. (9.200)

Čeprav smo odvodu ṙ spremenili predznak, se Lagrangeova funkcija L = 1
2mṙ2 − V (r) ne spre-

meni, saj v njej nastopa kvadrat odvoda.Zato mi minusa v odvisnosti L ni potrebno pisati. Rešiti
se hočemo še števila i. Zato pǐsimo:

M = −
∫ i~β

0

L(r, ṙ; τ) dτ = −i
∫ ~β

0

L(r, ṙ/i) dt′ = i

∫ ~β

0

H(r, ṙ) dt , (9.201)
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pri čemer smo upoštevali

L(r, ṙ/i) = − 1
2mṙ2 − V (r) = −H(r, ṙ) .

Sedaj torej lahko zapǐsemo gostoto s popolnoma realnim izrazom:

%(r, r′;β) =
∫

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

H(r, ṙ) dt

]
D[r(t)] . (9.202)

Neverjetno. Izpeljali smo, da se gostotni operatoir izraža s funkcionalnim integralom Hamiltonove
funkcije po vseh možnih trajektorijah. Še enkrat, zipeljali smo, da je

ρ̂(r, r′) =

∑
p φ

∗
p(r) e−βĤ φp(r′)∑

p e−βEp
=
∫

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

H(r, ṙ) dt

]
D[r(t)]. (9.203)

Rezultat, ki ga ne smemo zlahka pozabiti. Njegova elegantnost in preprostost sta res nekaj
posebnega in nepričakovanega.

9.10.6 Statistična vsota harmonskega oscilatorja

Kot primer zgornje spločne teorije si poglejmo statistično vsoto harmonskega oscilatorja na nov
način. Povzemimo na kratko, to kar že vemo. Običjamo smo zapisali, da je

Q =
∞∑
n=0

e−βEn . (9.204)

Ker je za harmonski oscilator En = (n+ 1
2 )~ω, od tod sledi

Q = e−
1
2β~ω

∞∑
n=0

e−βn~ω =
e−

1
2β~ω

1− e−β~ω . (9.205)

To vse vemo že od prej. Sedaj pa poglejmo na ta rezultat še nekoliko drugače. Za verjetnostno
amplitudo harmonskega oscilatorja v eni dimenziji smo izpeljali

K(xb, tb;xa, ta) =
√

mω

2πi~ sinω(tb − ta)
e

i
~

mω
2 sin (ω(tb−ta) ((x2

b+x2
a) cosω(tb−ta)−2xbxa). (9.206)

Ker sedaj vemo, da velja
ρ(r, r′;β) = K(r, r′;−i~β), (9.207)

dobimo do tod v eni dimenziji

ρ(x, x′;β) =

√(
mω

2π~ sinh (ω~β)

)
e−

mω
2~ sinh (ω~β) ((x2+x′2) coshω~β−2 xx′). (9.208)

Spomnimo se še izraza za kanonično statistično vsoto. Vemo, da je

Q =
∑
p

e−βEp = Tr %(r, r′;β). (9.209)
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Zgornjo identiteto lahko po premisleku zapǐsemo v eni dimenziji tudi kot

Q =
∫
dx %(x, x;β). (9.210)

Sedaj lahko ugotovimo, da je

ρ(x, x;β) =

√(
mω

2π~ sinh (ω~β)

)
e−

mω
~ x2 tanh (

1
2ω~β). (9.211)

To vstavimo v En. 9.210 pa preko izračuna Gaussovega integrala sledi, da je

Q =
1

2 sinh (1
2ω~β)

=
e−

1
2β~ω

1− e−β~ω . (9.212)

Dobili smo nazaj identični rezultat, kot ga poznamo že od prej. Naša splošna teorija zares deluje.
Kvantna mehanika in statistična mehanika sta usodno povezani in poznavanje kvantnomehan-
ske dinamike nekega sistema, v tem rpimeru harmonskega oscilatorja, nam daje tudi ustrezna
termična povprečja.

9.10.7 Klasična limita statistične vsote

Oglejmo si klasično limito izraza (9.202). Zanima nas torej limit ~ −→ 0

lim
~→0

%(r, r′;β) =
∫

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

H(r, ṙ) d, t

]
D[r(t)]. (9.213)

Spomnimo se še izraza za kanonično statistično vsoto. Vemo, da je

Q =
∑
p

e−βEp = Tr %(r, r′;β). (9.214)

Zgornjo identiteto lahko po premisleku zapǐsemo tudi kot

Q =
∫
d3r %(r, r;β). (9.215)

Za izračun kanonične statistične vsote potemtakem potrebujemo vrednost gostotnega operatorja,
ko sta oba njegova argumenta enaka

lim
~→0

%(r, r;β) =
∫

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

( 1
2mṙ2 + V (r)) dt

]
D[r(t)]. (9.216)

Tu seštevamo po vseh cikličnih trajektorijah, torej po takšnih, kjer začetek in konec trajektorije
sovpadata. V limiti ~ −→ 0 lahko zapǐsemo, da je do najnižjega reda

lim
~→0

∫ ~β

0

( 1
2mṙ2 + V (r)) dt ∼= V (r) ~β +

∫ ~β

0

1
2mṙ2 dt + · · · , (9.217)

tako da je zapis gostote podan z naslednjim izrazom

%(r, r;β) ∼= e−βV (r)

∫
~→0

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

1
2mṙ2 dt

]
D[r(t)]. (9.218)
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Zopet seštevamo po vseh cikličnih trakektorijah. Vrednost zgornjega funkcionalnega integrala
poznamo, saj smo ga izračunali že v razdelku ??. Velja∫

exp

[
−1

~

∫ ~β

0

1
2mṙ2 dt

]
D[r(t)] =

(
2π~2β

m

)− 1
2

exp
[
−m

2~
(r− r′)2

β~

]
. (9.219)

Izraz za statistično vsoto enega delca je tako povsem enostaven. Najprej upoštevamo r = r′,
torej

%(r, r;β) =
(

m

2π~2β

) 1
2

e−βV (r). (9.220)

Nato pa še definicijo kanonične statistične vsote

Q = Tr%(r, r′;β) =
∫
%(r, r;β) d3r =

(
m

2π~2β

) 1
2
∫

e−βV (r) dr3. (9.221)

Seveda nam nihče ne more preprečiti, da ne bi izraza zapisali v malce lepši obliki. Oglejmo si
najprej tale integral∫

exp
[
−β p

2

2m

]
d3p
~3

=
∫

exp
[
−β p

2

2m

]
4πp2dp

~3
=
(

m

2π~2β

) 1
2

. (9.222)

Torej pahko izraz za kanonično statistično vsoto zapǐsemo tudi v tejle simetrični obliki

Q =
(

m

2π~2β

) 1
2
∫

e−βV (r) dr3 =
∫∫

e−β
p2

2m−V (r) d3p d3r
~3

. (9.223)

Spomnimo se sedaj še definicije Hamiltonove funkcije

H(r,p) =
p2

2m
+ v(r) .

pa lahko kanonično statistič no vsoto v kalsični limiti zapǐsemo kot

Q(~ −→ 0) =
1
~3

∫
e−βH(r,p) d3p d3r. (9.224)

To ni seveda nič drugega kot znamenita Gibbsova definicija klasične statistične vsote. Kako pa je
v sistemu več delcev, na primer N? Če so delci enaki in tako zamenljivi, moramo integral deliti
s številom menjav. Po drugi strani polno energijo sestavljajo hamiltoniani posameznih delcev,
zato se integracija razširi po vseh delcih v faznem prostoru. Oblika integrala je tako

Q(~ −→ 0) =
1

N ! ~3N

∫
e−βH(r1...rN ,p1...pN ) d~p3 d~r3. (9.225)

Ta integral je začetna točka klasične statistične mehanike. Uspeli smo jo torej izpeljati iz osnov
kvantne statistične mehanike.
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