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Poglavje 1

Analiticna mehanika tockastega
telesa

1.0.1 Newtonovi zakoni

Newton ! je v svojih delih postavil temelje mehanike in dokonéno opravil z aristotelskim pogledom
na svet. Njegove zakone narave, ki se jih poucuje Zze pred univerzitetnim izobrazevanjem, lahko
povzamemo v obliki treh Newtonovih zakonov takole:

e 1. Newtonov zakon: F =0 = v = const.
e 2. Newtonov zakon: ma =F,

e 3. Newtonov zakon: F;; = —Fj;.
Newtonove enacbe vsebujejo le druge odvode lege po ¢asu, zato so invariantne na Galilejevo
transformacijo. Sile so pri Newtonu parsko aditivne. To pomeni, da silo mnozice teles na neko
izbrano telo zapiSemo: F;; ; = Z” F, ;, Pri tem zanemarimo vse prispevke tipa Y Fijr.
Obstajajo sile, ki niso parsko aditivne, na primer Van der Waalsova.

Q4

Posledice Newtonovih zakonov

Iz treh preprostih Newtonovih zakonov sledi ve¢ pomembnih posledic, ki jih obravnava klasi¢na
ali Newtonova mehanika. V slede¢em omenimo le najpomembnejSe posledice.

Gibalno koli¢ino p definiramo kot produkt mase in hitrosti, torej:

p=mv
Iz 2. Newtonovega zakona sledi:

dp

— =F.

dt

saac Newton, 1643 — 1727
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Iz te enacbe pa lahko izpeljemo izrek o sunku sile:
(2)
P - p() = [ Far
1)
Podobne enacbe veljajo za vrtilno koli¢ino. To definiramo takole:
T'=rxp=m(rxv)

2. Newtonov zakon za rotacijo zapiSemo takole:

dr
E:M:I‘XF.

Iz te enacbe pa sledi izrek o sunku navora.
(2
r'2)-r(1) = / Mdt.
1)

Iz 2. Newtonovega zakona lahko izpeljemo Se izrek o ohranitvi energije. In sicer enac¢bo
F = ma na obeh straneh pomnozimo z v, dobimo:

d 1 d

F.-v=ma v= a(imVQ) = ﬁwk.
7 integriranjem te enacbe po ¢asu pa dobimo:
() (&)
wa(m-qu1):t/ F-vdt:t/ F.dr (1.1)
1) )
V primeru konservativne srediséne sile velja F(r) = —VV (r), zato za [ ((12)) F(r)dr sledi:

(2)
[ Fr)dr = —(V(rs) — V(1)) (1.2)

Ce izenacimo enacbi (1.1) in (1.2) dobimo izrek o ohranitvi energije: Wy (2) + V(2) = Wi(1) +

V/(1). Privzeli smo tudi, da velja zakon o ohranitvi mase: &% = 0.

1.0.2 Lagrangeova funkcija

Namesto Newtonovega pogleda, kjer za opazovano telo v vsaki tocki navedemo sile nanj in
pospesek, laho na gibanje gledamo bolj globalno. Namesto Newtonovih ena¢h moramo najti
druge postulate. To bomo storili na dva na¢ina. Oglejmo si najprej klasi¢no izpeljavo.

Zapisimo najprej drugi Newtonov zakon:
ma=F =-VV

Gledamo le primere, kjer imamo opraviti s konservativnimi sredisénimi silami. Drugi Newtonov
zakon lahko zapisemo na slede¢ nacin:

d (0 (1 2\ =4 (0 (L w2))=_
i (o (27) = G (2] ) =

14
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Ker velja tudi %—Z = VV sledi z vpeljavo funkcije:

Llr,iot) = %mi‘Q V), (1.3)

enacha: 470 5
— | =L —-—=—L=0 14
dt (81" > Or (14)
To enacbo imenujemo Fuler-Lagrangeova enacba. Uporabna je predvsem v tezjih mehanskih
problemih, pri katerih so klasi¢ne Newtonove enacbe za rac¢unanje neprimerne. Pri Newtonovem
pristopu gledamo namre¢ lokalne sile in z nimi povezane lokalne pospeske. Pri t.i. Lagrange-

Hamiltonovem pristopu pa z vpeljavo Euler-Lagrangeove enacbe gledamo na gibanje kot na
celoto. Zato pravimo, da je Newtonov pristop lokalen, Lagrange-Hamiltonov pa globalen.

1.0.3 Hamiltonov princip

Do Euler-Lagrangeove enacbe smo se v zgornjih ra¢unih dokopali zgolj z druga¢nim zapisom 2.
Newtonovega zakona. Mozna pa je Se ena pot, ki omogoca nov pogled na gibanje v skladu z
Newtonovimi zakoni.

Najprej vpeljemo koli¢ino po imenu akcija ali nuja, ki jo definiramo takole:

(@)
S = / L(r,F,t)dt, (1.5)
(1)

kjer je £ Lagrangeova funkcija (1.3). Delec bi sicer lahko od tocke (1) do tocke (2) prisel po
katerikoli poti, Hamiltonov? princip pa pravi, da se gibanje realizira le za tiste tire, za katere je
zgornji funkcional ekstremalen oziroma je:

5S = 0. (1.6)

V tem primeru je gibanje skladno z Newtonovimi zakoni. Pustimo obliko Lagrangeve funkcije
ob strani in dokazimo to trditev.Najprej si poglejmo, kdaj ima funkcional (nuja) ekstrem, kot
zapoveduje Hamiltonov princip. Denimo, da nuja doseze ekstrem v neki krivulji (tiru) ro(t). Za
majhne odmike od tega tira (r(¢) = ro(t) + dr(¢)) lahko nujo razvijemo do prvega reda:

(@)
dt <ac L. oc > | W

CZor(t) + =61 + ot
r

38 = S(ro(t) + dr(t)) — S(ro(t)) = / or ) ot

1)

Da bi ugotovili, kaj je %61", odvajajmo naslednji izraz:

A (0L _d (0L s (9L 5
a\or’) T a\or ) T ok ) O

Iz zgornje enakosti izrazimo 2£6¥ ter ga vstavimo v (1.7) in dobimo:

@) oL d oL @ q /oc @ roc
(1.8)

2William Rowan Hamilton, 1805 — 1865
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Drugi in tretji integral na desni nam dasta

(2)
(gf&) T 0,  (Ldt)7) =0. (1.9)

saj tocki (1) in (2) drzimo fiksni. Ker zahtevamo 45 = 0, pa mora za preostali integral veljati,
da je enak ni¢. To pa je mozno le v primeru, ¢e velja:

d (0L oL
5 (8r> — o = 0. (1.10)

To pa je spet Euler-Lagrangeova enacba. Vidimo, da je pogoj 5 = 0 enakovreden drugemu
Newtonovemu zakonu. Lahko recemo, da je Euler-Lagrangeova enacba le drugacen zapis 2.
Newtonovega zakona.

S pomocjo Lagrangeove funkcije in drugega Newtonovega zakon lahko sedaj uvedemo tudi
splosno definicijo gibalne koli¢ine oziroma impulza kot

oL
=, 1.11
P= a0 (1.11)
pri ¢emer se potem drugi Newtonov zakon glasi
oL
p= — 1.12
p=Z0 (1.12)

ki ga dobimo iz enac¢be za Lagrangeovo funkcijo in s pomocjo Euler- Lagrangeove enacbe.

1.0.4 Lagrangeova funkcija delca

Kaksna pa naj bi bila Lagrangeva funkcija za prost delec? Ce je delec prost, torej nanj ne deluje
noben potencial, je zanj katerakoli tocka prostora in katerakoli smer v prostoru enakovredna,
podobno velja za ¢asovno os. Funkcija, ki opisuje gibanje, v naSem primeru Lagrangeva, torej

ne sme biti odvisna od nobene od nastetih koli¢in. Edina koli¢ina, ki preostane za opis gibanja,

je velikost vektorja hitrosti 7 oziroma 2.

Denimo, da je Lagrangeva funkcija za prost delec odvisna le od 2. Zanima nas, ¢e v tem
primeru dobimo smiselni rezultat. Lagrangeovo funkcijo torej zapisemo kot:

L(r,t,t) = ai?.
Zgornji izraz vstavimo v Euler-Lagragevo enacbo in dobimo:
d . . .
—a(Qar) =0 oziroma 2af =0.

Ker se mora novi pogled skladati z Newtonovimi ena¢bami (prvi zakon), je koeficient a v zgornji
enacbi enak 3. Lagrangeva funkcija je v tem primeru enaka kineti¢ni energiji. Ce pa delec ni
prost, ampak je v polju zunanjih sil, za Lagrangevo funkcijo uporabimo nastavek

1
L(r, 1) = imi'2 —V(r).
Nastavek vstavimo v Euler — Lagrangevo ena¢bo (1.10) in dobimo:
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oziroma, oV
mi = oy = —VV(r) = F(r). (1.13)

Nastavek je upravicen le za konservativne sile, torej taksne, ki so gradient potencialnega polja.
V splosnem torej lahko zapisemo Lagrangevo funkcijo posameznega delca kot

L(r, 1) = Wi(F) — V(r), (1.14)

kjer je Wy (r) kineti¢na energija delca, in V(r) potencialna energija delca.

1.0.5 Lagrangeova funkcija sistema delcev

Sedaj si predstavljamo sistem delcev, ki jih ozna¢imo z ¢ = 1, N, z masami m,. Predpostavljamo,
da delci interagirajo le preko interakcij, ki so odvisne od absolutnbe vrednosti razdalje med njimi.
Potemtakem lahko za Lagrangeovo funkcijo taksnega sistema delcev zapiSemo

N
. 1 . N
L(r;, ;1) = §Zmir?—%zi’j V(|r; —rjl). (1.15)
i=1

V drugem c¢lenu gre vsota po obeh indeksih, vendar po tretjem Newtonovem zakonu veljajo le
interakcije med pari in jih torej stejemo le enkrat. Zgornjo Lagrangeovo funkcijo lahko zapisemo
tudi kot

N
Llrs, it) =Y Wi(k) = 530, 5 Vi (e —xj)). (1.16)
i=1

Kineticna energija je torej aditivna, interakcije pa so parsko aditivne.

1.0.6 Izreki Notherjeve

Emmy Néther 2 se je ukvarjala s transformacijami, ki ohranjajo Lagrangeovo funkcijo. Poka-
zala je, da vsaka transformcija, ki ohranja Lagrangeovo funkcijo vodi k ohranitvenemu zakonu.
Poglejmo si, kako pridemo do tega zakljucka.

Casovno homogen Lagrangian
Vzemimo transformacijo casa v obliki
t=t+w(t), (1.17)

pri ¢emer predpostavimo, da je w(2) = w(l) = 0. Poleg tega privzamemo, da Lagrangeova
funkcija ni eksplicitna funkcija ¢asa. Potemtakem je

L(r,i,t) = L(r,#(1 — &), (1.18)

kjer pika sedaj pomeni odvajanje po t’. Za infinitezimalne transormacije, torej taksne, kjer je w
majhen, velja
OL(r,T)

Llr (1 - &) = L) -

T+ (1.19)

3Emmy Nother, enkrat je zivela
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Poleg tega po definiciji nove ¢asovne spremenljivke velja
dt = (1+w(t))dt'.
Za nujo potemtakem dobimo do najnizjega reda po parametru w

@) @) @)
S= [ ceidt=| c@ i)l - / (aﬁ(r LIPSy 1")) wdt'. (1.20)
(1) (1) (1) or

Transformacija Eqn. 1.17 ni v ni¢emer spremenila nasega variacijskega problema, ampak glede
na zgornjo obliko nuje, se zdi, da bomo sedaj dobili drugac¢no Euler - Lagrangeovo enacbo. Toda
nova nuja vsebuje dodatno prostostno stopnjo w(t’), zato moramo variirati tudi po tej. Ustrezna
Euler - Lagrangeova enacba za w(t’) se glasi

di’ (ac(g; oL(r¥) . L(r,f)> ~0, (1.21)

saj v nuji ne nastopa w(t') eksplicitno. Zgornja enacba pomeni, da se koli¢ina znotraj oklepajev
s ¢asom ne spreminja
8E(r r)
or
Kaj to pravzaprav pomeni, si poglejmo za primer delca v zunanjem potencialu. Za tak delec smo
ze zapisali Lagrangevo funkcijo, in ¢e jo vstavimo v zgornjo enac¢bo, dobimo

— L(r,1) =1rp — L(r,T) = const. (1.22)

1

imi‘2 + V(r) = const. (1.23)
Enac¢ba (1.22) je torej polna energija, oznacimo pa jo s ¢rko H. C je Lagrangeova funkvija
¢asovno homogena, se torej polna energija ohranja.

Prostorsko homogen Lagrangian
Vzemimo sedaj transformacijo prostora v obliki
r(t) =1'(t) + w(t), (1.24)

Predpostavljajmo, da je sistem translacijsko invarianten in torej zgornja transformacija ne sme
imeti nobenega vpliva na gibalne enacbe. Ker je potencialna energija v Lagrangeovi funkcijo
odvisna le od razlike koordinat delca ali delcev, je torej invariantna na zgornjo transformacijo.
Ostane nam le kineti¢ni del. Za nujo potemtakem dobimo

(2) @ v ¥
S= [ c()dt= Errer ))dt = ErrdtJr OLELE) oy de+ ...
(1) (1) (1) (1) or’'
(1.25)

Transformacija Eqn. 1.24 zopet ni v ni¢emer spremenila nasega variacijskega problema, ampak
glede na zgornjo obliko nuje, se zdi, da bomo sedaj dobili druga¢no Euler - Lagrangeovo enacbo.
Toda nova nuja vsebuje dodatno prostostno stopnjo w(t), zato moramo variirati tudi po tej.
Ustrezna Euler - Lagrangeova enacba za w(t) se sedaj glasi

= (Mgr r)) =0. (1.26)
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Od tod pa ze sledi, da mora za Lagrangeovo funkcijo, ki popisuje translacijsko invarianten pro-
blem veljati
OL(r, 1)
or
oziroma, da se mora ohranjati gibalna koli¢ina. Tu smo namesto spremenljivke r’ zopet pisali
bolj preprosto r.

= p = const. (1.27)

Prostorsko izotropen Lagrangian
Vzemimo sedaj transformacijo prostora v obliki
r(t) =r1'(t) + w(t) x r'(¢), (1.28)

ki popisuje vrtenje v prostoru. Predpostavljajmo, da je potencialna energija v Lagrangeovi
funkcijo odvisna le od razdalj med delci in je torej invariantna na vrtenje. Zopet nam ostane le
kinetiéni del v Lagrangeovi funkciji. Poleg tega vemo, da je T = ¥’ + w(t) x r’, saj sta vektorja
w in ¥’ kolinearna. Za nujo v tem primeru dobimo

(2

(2)
S L(r,r)dt = / L(r' 7'+ w(t) xr')dt =
€] (€]
@ @ OL( i)

;o .
E(r,r)dt—l—/(l) w(t) o

xr' dt+.... (1.29)
(1)

Euler - Lagrangeova enacba za prostostno stopnjo w(t) se sedaj glasi analogno kot v prejsnjem

primeru
d AN
= (acgfjr) x r/) = 0. (1.30)

Od seveda vidmo, da mora za Lagrangeovo funkcijo, ki popisuje rotacijsko invarianten problem
veljati
OL(r,T)
or
Za izotropno Lagrangeovo funkcijo se torej ohranja vrtilna koli¢ina. Vsako polje srediséne konser-
vativne sile je vsaj v mejah klasi¢ne fizike ¢asovno homogeno (ohranja se energija) ter prostorsko
izotropno.

X T =pXr=const. (1.31)

1.0.7 Posplosene koordinate

Veckrat problemov ne reSujemo v obic¢ajnih kartezi¢nih koordinatah, temve¢ v nekih drugih
npr. cilindriénih koordinatah. Zato nas zanima, kako se Euler-Lagrangeove enacbe zapisejo v
splosnih koordinatah. Te koordinate bomo oznagcili z q , pri ¢emer velja, da jih lahko izrazimo s
kartezi¢imi: q = q(r) in obratno r = r(q). Najprej izrazimo ¥ z novimi-splognimi koordinatami:

. Or .
r=—
oq q
ali v komponentah
g Ori
) 6Qk gk,
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pri ¢emer upostevamo Einsteinov sumacijski dogovor. Sedaj zapisimo Lagrangeovo enacho za en
delec v splosnih koordinatah:

1 1 or; . 0r; . 1 ..
E . t = — r. — V = — — . — = — — V
(9,9,1) 2m7"m (q) 2m8qk dk da. qi 2mquwz (q)

Tu je my; matricéni element tenzorja in je definiran:

o O O
Oqr Oqi”

My =

Spomnimo, da je tak tenzor simetri¢en. V splosnih koordinatah torej Lagrangeovo funkcijo
zapisemo takole:

. 1 ..
L(q,q,t) = SMkidedt — V(q) (1.32)

Akcijo definiramo takole:
to
5 = / L(q,q,t) dt.
ty

7 zahtevo, da je variacija akcije tudi v splosnih koordinatah enaka ni¢ dobimo po enakem po-
stopku kot v kartezi¢nih koordinatah Euler-Lagrangeovo enacbo:

d (0L oL
(=) -==0 (1.33)
dt \ 094 0q

Euler-Lagrangeova enacba ima v vseh koordinatnih sistemih isto obliko. To nam moé¢no poeno-
stavi racunanje.

1.0.8 Keplerjev problem po Lagrangeovo

Imamo tockasto maso m v gravitacijskem polju centralne sile v izhodis¢u. Namesto kartezi¢nih
bomo uporabljali cilindri¢ne koordinate v zy ravnini, saj predpostavljamo, da se delec giblje v
ravnini. Lagrangevo funkcijo zapiSemo takole

L= %mi‘2 - V(r) = %m(f2 +r2p?) = V(r). (1.34)

kjer sta ¢ in r koordinati radij vektorja r delca v cilindricnem koordinatnem sistemu. Sedaj
lahko zapisemo Euler Lagrangeve enacbe, ki imajo za vse koordinate kot Ze vemo isto obliko.

Najprej za koordinato ¢
oL doL

dp  dtdy
Ker Lagrangeva funkcija ni eksplicitno odvisna od kota, je prvi ¢len ni¢, kar pomeni, da je

mr?¢ = konst =T,

Vidimo, da se pri gibanju delca(telesa) v polju centralne sile ohranja vrtilna koli¢ina I'. Ta
rezultat bi lahko uganili ze s pomocjo 3. izreka Ntherjeve, saj je polje sredis¢ne sile neodvisno
od smeri, torej prostorsko izotropno.

Zgornjo enacbo, ki predtavlja izrek o ohranitvi vrtilne koli¢ine lahko interpretiramo na Se
en dobro znan nacin. Najprej se vprasajmo, kaj je r2¢. Predpostavimo, da je vektor r pritrjen
v izhodi§¢u in se (v ravnini) vrti okrog njega. Pri tem v kratkem intervalu dt opiSe plos¢ino
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ds = %TQd(p, kar pomeni, da je % =S= %rggb. Ce to vstavimo v zgornjo ena¢bo, dobimo drugi
Keplerjev zakon:

. I
— konstanta = — 1.
S onstanta oy (1.35)

ki pravi, da je plos¢inska hitrost konstantna.

Euler-Lagrangeva enacba za prvo koordinato, razdaljo od izhodis¢a (v xy ravnini) r, pa se
glasi:

— ————=0. (1.36)
Vstavimo vanjo Lagrangevo funkcijo in izra¢unamo
ov d
—5;+nw¢?—£0mw:0. (1.37)
V zgornjo enacbo vstavimo ¢ = % in dobimo

=0 (1.38)

To je Euler - Lagrangeova enac¢ba za spremenljivko r(t). Ce jo pomnozimo z 7 jo lahko zapisemo
kot

d r? 1
eV —— 4+ Zmi2) =0 1.
dt ( + 2mr? + 2" ) ’ (1.39)
to pa pomeni, da je
v+ r + Loni? = const. = E (1.40)
5z T gMmi” = const. = E. .

Dobili smo izrek o ohranitvi celotne energije pri gibanju telesa v polju centralne sile. Tu smo
ga izpeljali na razmeroma zapleten nacin, vendar bi ga lahko uganili saj je Lagrangeova funkcija
¢asovno homogena in po Noetherjevi ohranja celotno energijo.

Enacbo tira delca dobimo sedaj iz En. 1.40 kot

2
2mir?

2
7(t) = \/(E - V(r)— ). (1.41)
m
Resitve te enacbe so odvisne od energije . Za E > 0 so resitve hiperbole, za E = 0 parabole, za
2 2
V (rmin) + # < E < Qelipse in za E =V (rpin) + # kroznice. V sledec¢em si nekoliko

min

podrobneje poglejmo, kako pridemo do teh resitev.

1.0.9 Enacba tira pri Keplerjevem problemu

Pogosteje nas zanima ne toliko 7(t), pa v ¢ pa velikobolj kaksna je kotna odvisnost r = r(¢p).
Taksnim funkcijam r(p) pravimo tudi orbite. V nadaljevanju se bomo omejili na Keplerjev
problem z gravitacijsko interakcijo, kjer je

V(r)=——. (1.42)

S tem potencialom ima Euler-Lagrangeova enac¢ba En. 1.38 obliko

2 «
2

_ _ =0. 14
o5 5= 0 (1.43)

21



POGLAVJE 1. ANALITICNA MEHANIKA TOCKASTEGA TELESA

Pois¢éimo konéno enac¢bo orbite. Za¢nemo z

. _dr _drdp dr T

= =T - 1.44
" dp dt  dpmr?’ (1.44)
i od tod d (d d (d r d r d
r r r
= (—p)l=—(—p)p=——(—"). 1.45
" (cﬁp(p) dg ( w¢> 7T mrtdyp (mrz d@) ()
Ker velja
d (1 1 dr
2 (2= =2 1.46
do (7") r2 do (1.46)
lahko iz En. 1.43 dobimo ) )
T 1 r
d (Ldry_ . (1.47)
m2r2 dp \ r? dp m2r3 72
To enac¢bo nato pomnozimo z TZ)FTQ in upo$tevamo En. 77 pa imamo
d /1 1 am?
— | = -=—. 1.48
dp? (r) + r 2 (1.48)
V tej enacbi prepoznamo preprosto enacbo za harmonicne funkcije , katere resitve so
1 am?
-=A 14
- cos p + Tz (1.49)
oziroma: pe
= 1.50
(@) 14+ ¢ecosp ( )
Tu smo pisali
AT? rz . 1
€= ool pe = " in p=-. (1.51)

Krivulje, ki zados¢ajo enacbi En. 1.50 so elipsa, parabola in hiperbola. Predno pa dolo¢imo
njihove enacbe pa je potrebno ugotoviti A, € in pe.

Konstanto A dolo¢imo iz pogoja r(¢p = 0) = rg:

1 m2a

To F2 '

Takoj lahko izracunamo tudi:
1'\2
e=—-5—-1
rom*a
Razmislimo sedaj, kaj pove konstanta . Na sliki XX razberemo naslednji zvezi:
OP r

== —,
PD 1 —rcose

V kartezi¢nem koordinatnem sistemu zapiSemo to takole:

VIR

pP—x

)

2 +y? =2 (p? 4 2* — 2px) (1.52)
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Ce to doplnimo do popolnega kvadrata in preuredimo, dobimo:

5 N2
(o+ £2) 2

. S =1 (1.53)
ep ep
(=) (=)
Za € > 1 je to hiperbola, za € < 1 je to elipsa s polosmi:
Ep

= 1.54
0= (1.54)
h= L (1.55)

V1—e?’

za ¢ = 1 pa gledamo enacbo (1.52), ki se v tem primeru zapise:
y? = p? — 2z, (1.56)

kar je enacba parabole. S tem smo ugotovili, kaksna je narava orbit pri Keplerjevem problemu.

S pomoéjo zvez (1.54) in (1.55) pridemo do Se ene zanimive zveze. Naj bo S = Irdw
ploséinska hitrost in ' = mrgwg vrtilna koli¢ina. Tu smo oznaéili ro = r(¢ = 0) in wy = w(p = 0).
Sedaj se omejimo na gravitacijsko silo, kjer velja « = MG, kjer je M npr. masa Sonca in M > m.
V tem primeru je m npr. masa planeta, asteroida ali kaksnega drugega telesa, ki krozi okoli Sonca.
Ce je obhodna doba tega telesa T, lahko iz 2. Keplerjevega zakona dobimo zvezo:

82]?2

ST =nab=n—70"—
(1-e2)3

b

S2T? = 12a3ep,
iz Cesar sledi:
a® 52 « GM

T2 72p 4n?  4n2’ (157)

kar je 3. Keplerjev zakon kot ga poznamo iz fizike 1.

1.0.10 Legendrova transformacija in Hamiltonova funkcija

Euler Lagrangeova enacba je parcialna enacba drugega reda. Pogosto pa problemov ne zelimo
reSevati z uporabo diferencialne encbe drugega reda, temvec zelimo problem prevesti na sistem
parcialnih diferencialnih enach prvega reda. Izkaze se, da to lahko storimo z uporabo Hamiltonove
funkcije, ki smo jo ze spoznali

oL
H=—r—L=pr—L 1.58
Ok L =pi (1.59)
V matemati¢nem jeziku pravimo, da smo s tem postopkom na Lagrangeovi funkciji izvrsili Legen-
drovo transformacijo. Razmislimo od katerih koli¢in je Hamiltonova funkcija H sploh odvisna.

Za poljubno funkcijo f = f(z1, 22, ..., Z,) definiramo Legendrovo transformacijo takole

g=F- 3 of (1.59)

ox;" "
i=r+1 ¢
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Za popolni diferencial funkcije g velja:
_Z s~ 3w (5L).
=1 i=r+1 i=r+1

To pomeni, da funkcija g ni odvisna od (z1,...z,), temveé velja

of of

- gy, — 2, 1.60
g=g(x1,..x T oz, (1.60)

Ker pri Hamiltonovi funkciji velja H = %1’" — L, sledi
H =H(r,p,1). (1.61)

Hamiltonova funkcija ima torej kot neodvisne spremenljivke r, impulz %—f in pat. V tem se
bistveno razlikuje od Lagrangeove funkcije.

1.0.11 Hamiltonove enacbe

Glede na to, aketere so neodvisne spremenljivke v Hamiltonovi funkciji mora biti njen totalni

diferencial I o o
dH = a—d r + 8—d p+ Edt (1.62)
Po drugi strani pa iz enacbe (1.58) sledi:
oL oL oL oL oL
dH = tdp + pdr — a—d - Ed - 8—dt = rdp ~ o ——dr — adt (1.63)

Iz (1.63) in (1.62) razberemo, da veljajo naslednje zveze:

OH oL OH . OH L

or  oc op ot ot

S pomocjo Euler Lagrangeve enacbe dobljene zveze preuredimo v

o _ _dp
or dt’
oM _ dr
op  dt’
OH oL
5 = o (1.64)

Prvima dvema enacbama pravimo Hamiltonovi enacbi, zadnja pa pove le to, da tudi Hamiltonova
funkcija ni eksplicitno odvisna od ¢asa, Ce to velja za Lagrangevo.

1.0.12 Hamiltonove enacbe za en delec in sistem delcev
Ce v Hamiltonovi enacbi vstavimo ustrezno obliko Hamiltonbove funkcije za en sam delec
2

L,
‘H =pr E—me—i-V(r) (1.65)
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dobimo:
. _ _OR_ oV
p= or  Or
. OH p

Spremenljivkama r, p pravimo tudi kanoni¢ni spremenljivki gibanja. S pomoc¢jo Hamiltonovih
enacb iscemo resitve gibanja v faznem prostoru, ki ima Sest dimenzij (z,v, 2, pz, py,pz). Na
gibanje lahko torej gledamo kot na abstraktno transformacijo v faznem prostoru

(r,p) — (r(t),p(?)). (1.67)

Za Hamiltonovo funckijo, ki ni eksplicitna funckija ¢asa, vemo iz teoremov Noetherjeve, da mora
biti konstanta gibanja. Ce je Lagrangeova funkcija e prostorsko homogena in izoptropna, imamo
Se nadaljnji dve konstanti gibanja. Potemtakem imamo pri gibanju tockastega delca le 6 —3 = 3
neodvisnih spremenljivk, Sest koordinat faznega prostora minus tri konstante gibanja.

Za sistem interagirajoCih delcev seveda velja analogno

N N
. 1 Pi
i=1 i=1 "

Ustrezne Hamiltonove enacbe so potemtakem

787’( o 78V(|I‘2 — I‘j|)

bi = 6ri a 8I‘i
. (97’[ Pi
i = = —_— 1.
r op; i (1.69)

Fazni prostor (r;, p;) ima v tem primeru 6 N dimenzij. Na gibanje lahko v tem primeru gledamo
kot na abstraktno transformacijo v 6N dimenzionalnem faznem prostoru

(ri,pi) — (ri(t), pi(t))- (1.70)

Za Hamiltonovo funckijo, ki ni eksplicitna funckija ¢asa, zopet vemo iz teoremov Noetherjeve, da
mora biti konstanta gibanja. Ce je Lagrangeova funkcija e prostorsko homogena in izoptropna,
imamo Se nadaljnji dve konstanti gibanja. Potemtakem imamo pri gibanju sistema N delcev
6N —3 = 3(2N — 1) neodvisnih spremenljivk, 6N koordinat faznega prostora minus tri konstante
gibanja.

1.0.13 Hamiltonovo nacelo in Hamiltonove enacbe

Hamiltonove enacbe lahko izpeljemo Se na en nac¢in. Variacijo akcije zapisemo kot:
ta (2 2
0 L(r,r,t) =96 (tp — H(r,1,1) dt:(5/ (pdr — Hdt). (1.71)
ty (1) 1)

7 upostevanjem enach:
d(Hdt) = dH6t + Hodt

d(pdr) = dpdr + pddr,
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dobimo za variacijo akcije tole:
(2
65 = (dpdr + pddr — 6Hdt — Hodt).
1)
Ce zacetek in konec drzimo fiksna, velja:

[por — H6t](}) = 0. (1.72)

Za variacijo akcije (¢e integriramo per partes) dobimo potem:

(2)
08 = [por — Hot]]) + / [0pdr — dpdr — §Hdt + dHdt|
o)
@
= 0+ / [0pdr — dpdr — %—H(s dt — g—Hapdt %—Hétdt + dH6t] (1.73)
)

V tej enacbi smo upostevali

OH. OH. OM
TR = 0+ G0

Ce zgornjo enacbo nekoliko preuredimo, dobimo

& OH oH oH
_ - _di _an . 1.74
58 " dt[op(r ap) + or(—dp + o — )+ 6t(H 5 =0 (1.74)

Ta integral je lahko enak ni¢ le v primeru, ¢e so ni¢ vsi izrazi v okroglih oklepajih, torej:

R
= %

Lo

p= or

. oH

H = 5t (1.75)

V prvih dveh izrazih pa spet prepoznamo Hamiltonove enacbe. Zadnja enacba pa nam preprosto
pove, da je v primeru, ko Hamiltonova funkcija ni eksplicitna funkcija Casa, le-ta konstanta
gibanja.

1.0.14 Keplerjev problem po Hamiltonovo

Tu si Se enkrat poglejmo analizo Keplerjevega problema, le da bomo tokrat uporabili nase novo
pridobljeno znanje o Hamiltonovih ena¢bah. Lagrangeovo funkcijo zopet zapisemo kot

1
L= im(f“2 + 7203 =V (r). (1.76)
Posploseni impulzi so v tem primeru
oL oL
pr=go=mi = oo =mrtg, (1.77)
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Sedaj smo pripravljeni, da zapiSemo Hamiltonovo funkcijo. Ima obliko

_n P
2m  2mr?

H

+V(r). (1.78)

Od tod nas pot vodi neposredno do Hamiltonovih ena¢b. Najprej za spremenljivki r in p,

. OH _ pr
 Op, m
. OH P, AV(r)
r = —_—— —_ 5 1.7
p or mr3 or (1.79)
in anto Se za ¢ in p,
s _ OH _ by
L Op, T omr?
OH
p, = ——=0. 1.80
® (9(,0 ( )
Iz hamiltonovih enac¢ gibanja lahko hitro zaklju¢imo, da mora biti
py =I' = const. (1.81)
Hamiltonovi enacbi za spremenljivke r in p, pa se nato lahko zapiSejo v obliki
1% 2
_Zr . mi= 1.82
8r+mr3 mi =0, (1.82)

kar je isto kot En. 1.38, ki smo jo izpeljali po Lagrangeovo. Dobra stran Hamiltonovega pristopa

se kaze v tem, da lahko ze iz Hamiltonovih enacb preberemo, da je ¢ irelevantna spremenljivka in

lahko torej v Hamiltonovi funkciji takoj ustrezen impulz nadomestimo s konstanto. Torej lahko
tako zapisemo

- :

- 2m + 2mr?

ki ostane torej zgolj Se funkcija r in p,.. Ostane nam torej le Se ena sama prostorstna stopnja. Ker

seveda vemo tudi, da je Hamiltonova hunkcija, ki ni ekspicirna funkcija ¢asa konstanta gibanja

lahko enacbo tira izlus¢imo preprosto iz

+ V(r), (1.83)

"2 FZ
m27" + Dy +V(r) = E = const. (1.84)

Enacbo orbite pa dobimo na popolnoma identi¢en nac¢in kot pri Lagrangeovem pristopu in je tu
ne bomo ponavljali.

Ce ostanemo pri Hamiltonovem pristopu le z eno samo prostostno stopnjo, r, pa nasprotno,
v Lagrangeovem pristopu k istem problemu nimamo zmanjSanja Stevila prostostnih stopenj,
oz. sporemenljivk saj se ¢ ne izlo¢i is Lagrangeove funkcije kot neodvisna spremenljivka. Ce
bi namreé poskusali vstaviti ¢ = I'/mr? kar v Lagrangeovo funkcijo bi dobili napa¢ne enacbe
gibanja. O tem se lahko hitro prepricamo, ¢e zapisemo
1 I?
L=-m(F*+—)-V(r). 1.85
Sl + ) = V(1) (1.85)
Iz te Lagrangeove funkcije dobimo popolnoma drugaéne enacbe gibanja. Hamiltonova metoda je
torej elegantnejSa in v nekem smislu nam je ob njej potrebno manj misliti.
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1.0.15 Hamiltonove enacbe po Poissonovo

Vpeljimo Poissonov oklepaj?, ki ga za poljubni funkciji F in G definiramo kot

oF 0G  OF 0G
ha) = Z; or; dp;  Op; ar;

Poissonov oklepaj lahko uporabimo pri zapisu Hamiltonovih enacb za enb delec, torej ima indeks
i le eno vrednost. Najprej izracunajmo {p, H}:

(o) RN _op oMo
P = 9rop " opor  or
pri ¢emer smo upostevali % =0in g—g = I, kjer je I identiteta. Podobno dobimo:

OrOH Or OH OH

Hamiltonove enacbe torej zapisemo kot:
p={pH} F={rH} (1.88)

Taksen zapis je pomeben v kvantni mehaniki, kjer vlogo Poissonovega oklepaja prevzame komu-
tator dveh operatorjev.

(1.86)

V splosnem pa so Poissonovi oklepaji pomembni, ker lahko z njihovo pomocjo identificirameo
konstante gibanja. Poglejmo si kako. Za¢nimo z neko funkcijo kanoniénih spremenljivk f(q, p,t).
Izra¢unajmo njen totalni ¢asovni odvod

df(q,p,t) _ 0f(aq,p,t) | Of(q,p,t).  Of(q,p,t).
it ot o T 9p P

Upostevajmo sedaj Hamiltonove enacbe, pa dobimo

df(q,p,t) _ 0f(q,p,t) | Of(a,p,t)OH Of(q,p,t) OH  Of(q,p,t)
a ot o op  op or ot +{f,H}.  (1.90)

(1.89)

Ce torej funkcija f ni eksplicitna funkcija ¢asa, potem je pogoj za to, da je konstanta gibanja
ravno
{f,H}=0. (1.91)

Zgornjo enacbo preberemo takole: ¢e imamo eno konstanto gibanja, v tem primeru je to H, lahko
s pomocjo Poissonovega oklepaja najdemo naslednjo.

Zanka pa se odpleta Se naprej. Ce imamo namre¢ dve konstanti gibanja nam Poissonov
oklepaj pomaga najti Se ustrezno tretjo. To se zgodi preko bf Jacobijeve identitete. Le-ta trdi
sledece: imejmo tri funkcije faznih koordinat

H(a,p;t), G(a,p,t), F(a,p,t). (1.92)
Jacobijeva identiteta potem trdi, da je
{7, 91H + {719} + {{G, H}F} = 0. (1.93)
Ce torej ze imamo dve konstanti gibanja, recimo G, H potem lahko pridelamo e tretjo kot
{{G,H}F} =0. (1.94)

Velikokrat so tako pridelane konstante gibanja zelo trivialne. Npr. ¢e sta kosnatnti gibanja py in
p; potem lahko iz zgornjega dokazemo, da je tudi 0 kosntanta gibanja. Niso pa vsi primeri tako
trivialni, kot bomo videli.

4Poissonov oklepaj dobi pravo veljavo Sele v kvantni mehaniki, kjer se prelevi v komutator.
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1.0.16 Poissonovi oklepaji in gibanje nabitega delca v magnetnem po-
lju

Nabit delec naj se giblje v magnetnem polju.

1.0.17 Kanonic¢ne transformacije

Podobno kot pri Euler Lagrangeovi enacbi se tudi pri Hamiltonovih ena¢bah vprasamo, ali je
njihova oblika neodvisna od izbire koordinatnega sistema. Vemo ze, da tockovne transformacije
tipa

Q=Q(a,t) (1.95)

ohranjajo obliko Lagrangeovih ena¢b. Ali to drzi tudi za bolj splosne transformacije? V splosnem
to drzi le v primeru, ¢e med starimi in novimi koordinatami obstoja t.i. kanoni¢na transformacija.

Naj bodo (q,p) stare koordinate in naj bodo (Q,P) nove koordinate. Privzamnemo, da
lahko Lagrangeovo funkcijo v novih koordinatah zapisemo kot

do(q,Q,t) .

L£(Q,Q.t) = L(qi,t) — 7

(1.96)

To seveda pomeni, da v splosnem v novih koordinatah Lagrangeova funkcija £(Q, Q, t) ni vec
preprosto enaka razliki med kineti¢no in potencialno energijo. Ker velja hkrati tudi

2 2
[ EQQnd =5 [ ca.a -5 (6la. Q). (1.97)

Ker so kon¢ne tocke v obeh variacijah fiksne, zadnji ¢len zgornje enazcbe izgine. Nastavek En.
1.96 torej daje Euler - Lagrangeove enacbe za oba nabora koordinat. Podobno veljajo tudi
Hamiltonove enacbe za nove koordinate, ¢e le definiramo novo hamiltonovo funkcijo kot

H(Q,P, 1) =P-Q-L(Q,Q,1), (1.98)
in je potemtakem
g Mp_ 01
ap’ Q"

Vse povedano zgoraj drzi tudi za bolj splosne koordinatne transformacije tipa
Q=Q(ap!) in P=P(qpt). (1.99)
Izrazimo sedaj En. 1.96 s pomo¢jo obeh Hamiltonovih funkcij, pa dobimo
p-dq—H(q,p,t)dt — P -dQ + H(Q,P,t)dt = dp(q, Q, t). (1.100)
Ker lahko zapisemo za diferencial funkcije ¢(q, Q,t)

¢d + 20+ isdt (1.101)
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Ce izena¢imo diferenciale na obeh straneh enaébe En. 1.100, potem dobimo

o
P = aq
%
P = _8Q
_ 5]
HQP.1) = Hapt)+ o (1.102)

Doslej povedano preberemo na slede¢nacin: ¢e imamo podano transformacijo med starimi in
novimi koordinatami Q = Q(q,p,t) in P = P(q,p,t) potem lahko iz En. 1.100 izlus¢imo

generatorsko funkcijo kanonicne transformacije. Ce pa imamo podano le-to, potem lahko iz En.
1.100 dobimo transformacijske enacbe med koordinatami.

1.0.18 Harmonski oscilator s kanoni¢no transformacijo

Kot primer uporabe kanoni¢nih transformacij si poglejmo dobro znani harmonski osculator. V
eni dimenziji ga opiSemo z Lagrangeovo funkcijo

L= imi? — Lka?. (1.103)
Ustrezna Hamiltonova funkcija je seveda
2
H =1L + Tka?, (1.104)

in je kot ze vemo, konstanta gibanja. Sedaj uvedimo nove koordinate ¢ in p, tako da bomo
Hamiltonovo funkcijo lahko zapisali kot

H=35®"+¢). (1.105)

Gre zgolj za trivialno transformacijo oblike p/\/m — p in z/m — q. Izpeljimo sedaj najprej
Hamilotnove enacbe gibanja za ti spremenljivki

p=
OH
) — —— — — . .1
D B x (1.106)

Od tod hitro razberemo, da je ¢asovni odvod Hamiltonove funkcije enak ni¢ in je torej konstanta
gibanja. V faznem prostoru (g,p) se torej delec giblje po krogih z radijem /p? + ¢%2 = V2H =

const.. Ce pa so stvari taksSne, potem poskusajmo gibanje harmonskega oscilatorja opisati z
novimi koordinatami, ki jih definirajmo takole

Q=730+¢) P = —arctan {. (1.107)

To pomeni, da bomo skusali opisati gibanje delca s polarnimi koordinatami v faznem prostoru,
kjer je @@ kvadrat radij vektorja in P njegov polarni kot. Ker nove koordinate niso eksplici-
tno funkcije ¢asa, lahko v En. 1.100 postavimo diferencial casa dt = 0, saj je ¢as neodvisna
spremenljivka. Dobimo torej

p-dq—P-dQ =d¢(q,Q,1). (1.108)
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Izaréunajmo izraz na levi strani zgornje enacbe, pa izpeljemo
B q q
p-dq—P-dQ = ( p+ garctan = ) §q + parctan =dp. (1.109)
p p
Na desni strani imamo oc¢itno popolni diferencial saj velja

i (oo D) =55 (povtn )
— | p+qarctan = | = — | parctan = | . 1.110
dp p)  9q p ( )

Torej je transformacija En. 1.107 kanonic¢na in je

¢(a,Q,t) = Qarcsin \/(2%2 +1¢v/2Q - ¢ (1.111)

Kar generatorska funkcija kanoni¢ne transformaice ¢(q, @, t) ni eksplicitna funkcija ¢asa, vidmo
ia zadnje vrstice En. 1.102, da sta stara in nova Hamiltonova funkcija identi¢ni, torej

H(Q.P,t) = Q. (1.112)

Nove enac¢be gibanja za koordinate (Q, P) pa se glede na En. 1.99 glasijo

. OH
= —_-— 0
@ OP
: OH
P=——=-1. 1.113
5 (1113)
To preprosto pomeni, da delec frozi po krogu z radijem @ = konst, njegov polarni kot pa
se spreminja linearno s ¢asom P = —const.t. Dobili smo enak rezultat kot ga za harmonski

oscilator ze poznamo.

1.0.19 Gibanje kot kanoni¢na transformacija

Oglejmo si, kaksne so zgornje zveze pri gibanju. Naj bodo zacetne koordinate (r,t) in konéne
koordinate. (r*,t*) Interpretirajmo spremembo lege delca iz zacetnih v kon¢ne koordinate kot
kanonoc¢no transformacijo. Potem nas zanima, kaj je nasa funkcija ¢ v tem primeru. Z drugimi
besedami, zanima nas, kaksna transformacija je gibanje po Newtonovih enacbah.

Zacnemo z definicijo akcije ob upostevanji zveze med Lagrangeovo in Hamiltonovo funkcijo
H=p- 1 — L vobliki

) 2
S = L(r,r,t)dt = / (p-dr —Hdt). (1.114)
() ()

Sedaj gledamo na akcijo kot na funkcijo spremenljivk na zgornji in na spodnji meji, pri cemer
ozna¢imo ro =r,ty =t in r; =r* {; = t*. Za variacijo akcije vemo, da je

) oL d oL @ q roc @ ror
[ (% O s [T (s [ ()

= por —Hot — p*or* + H"6t", (1.115)

08
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kjer smo v zadnji vrstici upostevali prvi¢, da veljajo Euler - Lagrangeove enacbe in drugic, da
velja

oL oL M

= — = =, 1.116
o P " w T o (1.116)
Od tu povzamemo
_os 08
pP= or’ P = o
oS . 0S
-2 = ) 1.117
n ot’ n ot* ( )
Glede na enacbe kanonic¢ne transformacije vodim, da je v primeru gibanja po Newtonovih zakonih
kanoni¢na funkcija ¢ = —S. Gibanje je torej kanoni¢na transformacija iz zac¢etnih v koncéne tocke.

1.0.20 Nuja za prosti delec

Poglejmo si natancéneje kaj zgoraj izpeljane enacne pomenijo za prost delec in za harmonski
oscilator. Omejimo se najprej na enodimenzionalen primer.

V eni dimenziji se gibanje prostega delca opise kot
z(2) — =(1)
£(2) — (1)
kjer smo upostevali, da je za enakomerno gibanje v = % Nujo potemtakem dobimo v
obliki

z(t) = v(t —t(1)) + 21 = (t —t(1)) 4 z1, (1.118)

(2) (@) 2
s :/ L, t)dt :/ Lma?dt = Smu((2) — (1)) = dmEG==0 (1.119)
(1) (1)

Od tu pa lahko po En. 1.117 dobimo

_ 08 a2 —x(1)
p(2) = 522) ~ m 1) —t1) mu. (1.120)

Isto seveda dobimo tudi za p(1), saj je gibanje enakomerno, s konstantno gibalno koli¢ino. Hkrati
lahko izpeljemo Se

s,
— =1 . 1.121
H i) ~ 2 mu ( )
Za t(2) dobimo zopet identi¢ni rezultat. To izpeljavo lahko hitro posplosimo na tridimenzionalno
gibanje. Dobimo

r bt o 2
S = Imv3(1(2) — (1)) = gm G-, (1.122)

In od tod zopet glede na prej izpeljane enacbe En. 1.117
) r(2) —r(1)

in seveda
s o8 0 1 @@-ra)® _ 1.2 (1.124)

— 1
at(2) - 8t(2)§ t(2)—t(1) 2

Ker je Hamiltonian eksplicitno neodvisen od ¢asa je seveda kosntanta gibanja. Toliko o prostem
delcu.
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1.0.21 Nuja za harmonski oscilator

Sedaj si poglejmo najpreprostejsi primer gibanja v zunanjem potencialu, torej harmonski oscila-
tor. V tem primeru je v enodimenzionalnem primeru resitev enacb gibanja oblike

2(t(1)) i

z(t) = in (w(t —t(1))) + =(1) cos (t — (1)), (1.125)

kjer je seveda kot obicajno w? = k/m. Ta zapis resitve enach gibanja bomo spremenili v obliko,
ki ej odvisna zgolj od robnih pogojev pri ¢(1) in #(2), namre¢

z(t(1)) = (1), in z(t(2)) = 2(2).
Za @(t(1)) dobimo potemtakem iz zgornjega

#(t(1) = — (w(t(;) iy (#12) — 1) cose(t(2) — 1(1))). (1.126)

Podobno lahko izpeljemo tudi

#(t(2)) =

w

sn (@(@) — ) W) T @) cosw(t(2) — 1(1)). (1.127)

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upostevanje Euler - Lagrangeove enacbe zapisemo
v tejle obliki

(2) (2) m . .
S= /(1) L(z,&,t)dt = /(1) (3mi? — Jka?) dt = 0} (2(2)2(2) — z(1)2(1)) . (1.128)

Ob upostevanje enacb En. 1.126, 1.127 od tod dobimo

S= 5o (W(t(2) — (1))

(z(2)% + (1)) cosw(t(2) — (1)) — 22(2)z(1)) . (1.129)

Od tu pa ze zopet lahko povzamemo, da je

p(2) = aig)

= mi(2), (1.130)

in analogno za p(1). Za Hamiltonian je zadeva nekoliko bolj nepregledna. Z neposrednim odva-
janjem recimo prei meji (2) dobimo

88 x 2 x 2COS w — —4T x
M= iy = ((2(2)? + 2(1)?) + @20 cos U@ N2 o5 (oy(2(2) - (1)) )
(1.131)
To lahko zapisemo tudi na slede¢ nacin
CH = —Llmw? 2 | (=2(1)+x(2) cos (w(t(2)*t(1)))2>
= = dmw? (a(2)? + CHEEQ o), , (1.132)
kar pa zopet ni ni¢ drugega kot
—H = —5m (#*(2) + w?z(2)?) (1.133)

Kar smo tudi morali dokazati, namre¢ izraz na desni strani ni ni¢ drugega kot kot Hamiltonian
na zgornji meji, ki je enak Hamiltonianu pri vsaki vrednosti vmesnega casa, saj je konstanta
gibanja.
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1.0.22 Liouvillov teorem

Vemo ze, da za sistem delcev veljajo Hamiltonove enacbe v obliki

P oH
Y Opi
OH
Di = —5, 1.134
p o, (1.134)
kjer je Hamiltonijan oblike
1
H =H(pi,ri) = 5~ sz 5quri_rjp. (1.135)
.3

Vso mnozico koordinat v faznem prostoru zapisemo s koordinatnim vektorjem
(riy,pi) = R(t), i=1..N
in vektorje odvoda po casu s hitrostnim vektorjem
(ti,pi) — R(t) = V() i=1..N

Vektorja imata (vsak po) 6N dimenzij. Zanima nas, kaksne so lastnosti gibanja delcev v faznem
prostoru. V ta namen izracunajmo divergenco vektorja hitrosti v faznem prostoru za en delec:

0 0
le6V(t) = avp + %Vp,

kjer je V; mnozica tistih koordinat hitrostnega vektorja, ki vsebujejo odvode po koordinati, Vp
pa tista, ki vsebujejo odvode po gibalni koli¢ini. Zgornji izraz torej ni ni¢ drugega kot

divgV = Z %iy +

Upostevamo Hamiltonovi enachi En. ?? pa dobimo

. 0 OH 0 OH
divgV = zl: Z Op, Or;

Vidimo, da je divergenca vektorja hitrosti v faznem prostoru vedno enaka ni¢. To dejstvo je
znano kot Liouvillov izrek.

1.0.23 Liouvillova enacba

Namesto, da bi se ukvarjali s trajektorijo vsakega delca posebej, se raje posvetimo verjetnosti
oz verjetnostni gostoti p(r;, ps;,t) , da dolocen delec v v casu ¢ sedi v delu faznega prostora z
volumnom d®r;d®p;, ki je centriran pri (r;, p;). Po definiciji mora seveda veljati

/p(ri, pi, t)d®r;d°p; = N. (1.136)
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Poglejmo si, kako se verjetnostan gostota spreminja s ¢asom.

dp(ri,pit) _ Op(ri,pi,t) Ip(ri, pist) . Op(ri,pist) .
dt - at zz: o, ZZ: opi
_ ap(riv Pi, t) .
- T + Vﬁ (p(I‘i, Pi, f,)V(t)) — p(I‘i, Pi, t)d1V6V(t). (1.137)

Glede na tyo, da smo prej pokazali, da je divrgenca hitrosti v 6N dimenzionalnem faznem
prostoru enaka nic¢, torej velja

d i Pi,t 0 iy Pi, T
p(rdtp = p(ratp )+V6(p(ri,pi,t)v(t)), (1.138)

kar pa ni ni¢ drugega kot kontinuitetna enacba v faznem prostoru. Zgornji odvod mora seveda
biti enako ni¢, ker se celotno stevilo delcev ohranjal

Enacbo za ¢asovno spreminjenje verjetnostne gostote v faznem prostoru pa lahko zapisemo
Se drugace. Velja kot ze vemo

dt ot 8ri - api B

i A

dp(ri,pist) _ Op(ri, pist) n Z dp(ri, pist) - Z 3P(ri,pi7t)p (1.139)

oziroma

dp _ 0Op dp dr; dp dp;
it~ ot JrXi:(?ri dt *Zi:api it

Z upostevanjem Hamiltonovih enacb En. ?7) dobimo zvezo

o _ Op O Op M
dt 61‘1‘ 8pi api 3ri ’
kar lahko zapisemo kot
dp _ Op
oo {p, "},

kjer smo Poissonov oklepaj vpeljali ze prej pri Hamiltonovih enac¢bah.

1.0.24 Sistem sklopljenih harmonskih oscilatorjev - model trdne snovi

S pomocjo sklopljenih harmonskih oscilatorjev bomo postavili preprost model trdne snovi. Zaceli
bomo z enodimenzionalnim primerom. Razdalja med sosednjima oscilatorjema naj bo a. Pred-
postavimo tudi, da so sklopljeni le sosednji oscilatorji. Lagrangeovo funkcijo nato zapiSemo v

obliki:
L(ui, ;) = Zau ffkaz ulﬂ_uz (1.140)

V primeru longitudinalniih odmikov U; je potencialna energija posledica raztezanja, v primeru
transverzalnih odmikov pa elasti¢nosti. Zgornjo enac¢bo zapisimo nekoliko drugace in sicer kot

L(ui, ;) = ZG”uzu] Z‘/ijuiuj- (1.141)
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Od obeh na novo vpeljanih matrik je G;; o¢itno diagonalna, medtem ko je V;; matrika z dia-
gonalnimi elementi in elementi, ki lezijo na vsaki strani glavne diagonale. Euler - Lagrangeova
enacba za zgornjo Lagrangeovo funkcijo ima obliko

ma; + k(u;—1 — 2u; +uipr1) = 0. (1.142)
Sedaj vpeljemo nastavek za harmonsko odvisnost resitev od ¢asa v obliki
ui(t) = Aje™ " (1.143)
Ce vstavimo t anastavek v Euler - Lagrangeovo enacbo, dobimo
(mw?;; — ki) Aj = 0. (1.144)

Od tod ze sledi, da morajo biti frekvence w ravno lastne vrednosti matrike mwzéij — k. Ta
matrika ima po diagonali 2k — mw?, levo in desno od diagonale pa —k. V tej matriki opazimo,
da vsako naslednjo vrstico dobimo tako, da prejsnjo premaknemo za eno mesto v desno. Torej
je vsak u; na enak nacin odvisen od u;_1, razen seveda na robovih, ko je i = 0, N 4+ 1. Smiselen
je torej nastavek

Upy1 = €Pup, (1.145)

kar nas po indukciji vodi do .
Up = ePuy. (1.146)

Ce ta nastavek sedaj vstavimo v En. 1.142, dobimo tole

ke + (2k _ mw2> — kel? = , (1.147)
oziroma
w? = %(1 —cos¢). (1.148)
m

Lastne frekvence so torej odvisne od faznega zaostanka v nihanju sosednjih atomov ¢, le-ta pa
je seveda odvisen od tega, kaj se dogaja na robovih. Poglejmo si natanc¢neje primer periodi¢nih
robnih pogojev, tu imamo

Uy = UN in U] = UNI1- (1.149)

Periodi¢nim robnim pogojem je zadoSceno, ¢e je le

- 2
N =1 oziroma o= o (1.150)
N
Lastne frekvence so takrat
2k 2mm 4k Tm?2
2 _ R— — - )= —sin — = —
W= — (1 —cos ~ )  sin — m=1,2,..N—-1 (1.151)

Ocitno mora celoten sistem vsebovati celosteviléni mnogokratnik oscilacij. Ce sedaj upostevamo
vse zapisano bomo dobili

2mm

Uy (t) = Rt A (1.152)

Zgornji izraz opisuje natanko potujoci val v verigi atomov.Vlogo koordinate seveda igra indekx
odmika n. Da bi dobili zgornji rezultat v nekoliko bolj obi¢ajni obliki, bomo upostevali, da je
koordinata vzdolz verige atomov z = na. Potemtakem se reSitev glasi

. 2mm
1) = z(kzszt)A ki . k, = )
u(z,t) =e 0; jer je Na

(1.153)

36



POGLAVJE 1. ANALITICNA MEHANIKA TOCKASTEGA TELESA

Iz izraza za lastno frekvenco valovanja lahko izlus¢imo tudi njegovo fazno hitrost, saj velja

w k sink,a
— =9a4] — %7, 1.154
vr k. “ m k,a (1.154)

Za majhne vrednosti m od tod dobimo vp ~ 4/ % Pomembnejsa od fazne je grupna histrost, ki
nam pove, kako hitro po verigi potuje energija. Velja

0 | k k k.
vGg = 8(1: = 2a ECOS% = 2a - cos 2a. (1.155)

Grupna hitrost postane o¢itno ni¢, ¢e je k,a = 7, oziroma ¢e je m = N/2. Pri tem pogoju je
frekvenca valovanja najve

v cja. m seveda lahko postane tudi vecji od N/2, vendar pa v tem primeru ne dobimo novih
reitev, pa¢ pa zgolj ponovimo ze obstojece. Zato zadosca, ¢e pri analizi veriznih nihanj gledamo
le m < N/2. Temu obmo¢ju m pravimo tudi prva Brillouinova zona.

1.0.25 Gibanje v vrtecem koordinatnem sistemu

Vzemimo najprej tocko, ki krozi okrog neke tocke v prostoru. Po definiciji je krozenje gibanje,
ki ohranja razdaljo do osi
r?(t) = const. (1.156)

Normaliziramo vektor r(t) tako, da bo n(t) = :Eg Dobimo torej

n(t) -n(t) = 1. (1.157)
Ena od resitev te enacbe, ki ustreza krozenju je pravgotovo
n=uwxn, (1.158)

saj velja
d
—n
dt
glede na lastnosti vektorskega produkta, saj je izraz v oklepaju ocitno pravokoten na vektor r.
Zapisimo sedaj poljuben vektor A(t) v krozecem koordinatnem sistemu

(t) -n(t) =nn=n(wxn)=0, (1.159)

A=(A -n)n=A,n, (1.160)

kjer so sedaj A, = A -n projekcije vektorja A na vektor n. Kako se ta vektor spreminja v ¢asu?
Dobimo tole J

%A = Apn+ Agn = Apn + Ap(w x n). (1.161)
Prvi ¢len pove, kako se spreminjajo s ¢asom komponente A v vrtecem se koordinatnem sistemu,
in drugi kako se spreminjajo smerni vektorji tega koordinatnega sistema samega. Prvega bi torej
lahko preprosto pisali kar kot A in je potemtakem

%A:A+wa) (1.162)
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Sedaj vzamemo za A koordinate gibajoce se tocke r(t) v vrtetem se koordinatnem sistemu.
Zapomnimo si le, da pika pomeni odvod v vrtetem se koordinatnem sistemu. Lagrangeovo
funkcijo lahko torej zapiSsemo kot

L = Zmv” = V(r)
_ %m(i-+ (w x 1))% = V(r). (1.163)

Euler - Lagrangeova enacba dobi v tem primeru obliko

doL oL d . oV
%g—a—m%(r—k(wxr))%-g—& (1.164)
Glede na En. 1.162 pa od tod sledi, da je
. . . . ov
m(r+(wxr)+(w><r))+mw><(r—l—(wxr)):—g:F. (1.165)
Oziroma
m{EF+ (wxr)+2wxr)+wx (wxr)) =F. (1.166)

To lahko zapiSemo tudi kot v obliki modificiranega Newtonovega zakona v vrte¢em se koordina-
tnem zakonu. Ce bi torej merili pospesek v vrtetem se koordinatnem sistemu, bi poleg obicajne
zunanje sile F namerili Se tri t.i. sistemske sile

mf=F —m(w xr)—2m(w X 1) —mw x (w Xxr). (1.167)
po vrsti so to: azimutalna sila, Coriolisova sila in centrifugalna sila. Imenujemo jih tudi sistemske
sile in k njim se bomo povrnili pri splosni teoriji relativnosti.

1.0.26 Krozenje tockastega telesa okrog stalne tocke

Prepostavimo, da telo krozi na konstantni razdalji od neke tocke v prostoru. Zaradi konstantnosti
te razdalje, je v koordinatnem sistemu, ki jw fiksiran na telo

r=20
, oziroma
d
prl (wxr). (1.168)
Prej izpeljane enacbe se torej v tem primeru poenostavijo kot
Lo o
L = gmu” = V(r)
1
= im(w xr)? —V(r). (1.169)

Po drugi strani pa vemo, ¢e se le omejimo na konstanmtne sile in navore, da mora veljati

V(r)=- /F.dr = —/F.(w xr)dt =— /(r x F).wdt = —/M.d(;S. (1.170)
kjer smo uvedli najprej vektor zasuka ¢ za katerega seveda velja

¢ =w, (1.171)
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in nato Se navor kot
M=rxF. (1.172)

V nadaljevanju predpostavimo,, da je navor konstanta in torej neodvisen od zasuka ¢. V tem
primeru lahko integral po zasuku izracunamo eksplicitno. Zato lahko sedaj Lagrangeovo funkcijo
pri vrtenju tockastega telesa zapisemo kot

L(p, p,t) = %m@b x1)? + M.¢. (1.173)

S tem izrazaom se lahko poigramo Se nekoliko naprej in ga v skladu z lastnostmi kvadrata
vektorskega produkta ) ) .
(¢ x1)* + (px)* = 6%, (1.174)

preoblikujemo v tale izraz zapisan po komponentah

L(}, p,t) = %m (r%f - (r.{p)?) + M.¢, (1.175)

kjer smo Se dodatno upostevali definicijo En. 1.171.

Lagrangeova funkcija je torej ocitno funkcija zasuka in njegovega ¢asovnega odvoda. Euler
- Lagrangeova enacba za zgornjo Lagrangeovo funkcijo pa se glasi

4oL oL

——— - — =0. 1.176
dt 9¢p 09 ( )
Lahko jo zapisemo tudi v obliki
d ) )
—m (r2¢— (¢-r)r) = M. (1.177)
Ce sedaj vpeljemo vektor vrtilen koli¢ine kot
I'=m (r%{) — (- r)r) , (1.178)
potem se osnovni dinamiéni zakon za vrtenje tockastega telesa torej glasi
A M (1.179)
- ’

Zgornjo enacho bi lahko poimenovali Newtonov tretji zakon za vrtenje. V vrtilni koliini vidimo,
da ni nujno v smeri kotne hitrosti. Smer I' in w sovpadata le, Ce se telo vrti okrog ene same osi.
Takrat sta namre¢ vektorja w in r pravokotna, in je drugi ¢len v En. 1.241 enak nic.

1.0.27 Togo telo

Kar smo naredili za tockasto telo, lahko naredimo sedaj tudi za sistem tockastih teles. V primeru,
da so v tem sistemu tockastih teles relativne razdalje med njimi konstantne, govorimo o togem
telesu

lr;(t) — ()] =0, (1.180)
kjer indeksa i in k stojita za dve tocki v togem telesu. Namesto posameznih tock v togem telesu
bi lahko takoj uvedli kar zvezno porazdelitev snovi, ki naj jo popisuje njena gostota

Am

p(r) = A\I/IEO N (1.181)
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Masa togega telesa bo potemtakem kar

m:/vp(r)d3r. (1.182)

Za togo telo bomo definirali tudi gostoto sile f s pomocjo katere bomo celotno silo zapisali kot

= r 31‘. .
Ff/vf( )d (1.183)

Ustrezen navor pa bo potemtakem

= r r 31‘. .
M_/V( x £(r))d (1.184)

Togo telo je torej taksno, da je njegova masa in vse njegove lastnosti, ki so posledica mase, zvezno
porazdeljena po celem telesu. Ce izvzamemo gibanje telesa kot celote, torej gibanje njegovega
tezisca, nam ostane le Se vrtenje togega telesa.

1.0.28 Kinematika togega telesa

Sedaj je vprasanje kako opisati gibanje togega telesa. Z gibanjem teziSCa se ne bomo vec¢ukvarjali,
ostane nam torej le Se vrtenje. Imejmo dva kooordinatna sistema. Prvi naj bo fiksiran nekje v
prostoru, drugi pa naj bo fiksiran na togo telo. Koordinate v prvem sistemu ozna¢imo z x, tiste
v drugem pa z Z. Koordinate v obeh sistemih so povezane z linearno transformacijo

xi = SLT;+ a;. (1.185)

Ker se z gibanjem tezis¢a ne bomo ukvarjali, lahko vzamemo a; = 0. Glede na to, da mora biti
velikost T konstantna, saj je T definiran v koordinatnem sistemu telesa, mora veljati

T’ =1;%; = ST SHa, (1.186)
od koder seveda lahko zaklu¢imo, da mora veljati

ST.ST = Sk Sh = 6w, (1.187)
kar bi v matri¢nem zapisu lahko zapisali kot SST = I. Iz tega sledi, da je transformacijska
matrika S ortogonalna. V treh dimenzijah ima S 9 elementov, zgornja enacba pa predstavlja
6 dodatnih pogojev (identiteta je namre¢ simetricna matrika). Potemtakem ima S lahko le tri
neodvisne elemente.

Vsaka realna ortogonalna matrika, ki ima tri vrstice in tri stolpce, mora imeti eno lastno
vrednost enako 1. To sledi iz dejstva, da je enacba lastnih vrednosti kubi¢na, z realnimi koeficienti
in da ortogonlna matrika ne more spremeniti dolzine vektorja, zato mora biti ena od njenih lastnih
vrednosti £1. Od obeh moznosti vzamemo +1, tako da desnosuc¢ni koordinatni sistem ostane
desnosuéni in levo- levosuéni. Transormacijo, ki jo opisuj S z eno lastno vrednostjo enako +1
imenujemo tudi rotacija. Lastni vektor rotacije pa je os rotacije.

Matrika S torej predstavlja rotacijo s tremi neodvisnimi elementi. Te tri neodvisne elemente
imenujemo tudi Eulerjevi koti. Poglejmo si, kako jih vpeljemo.
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1.0.29 Eulerjevi koti

Imejmo koordinaten sistem (z,y,z) in ga zavrtimo okrog osi z za kot ¢. Nove koordinate
(a',y', z") se povezujejo s starimi kot

kjer S predstavlja matriko rotacije okrog z osi in ima obliko
cos¢ sing O

S=| —sing cos¢p 0 |. (1.189)
0 0 1

Ker ima celotna rotacijska matrika za togo telo tri neodvisne elemente, jo je Euler zapisal kot
kompozit treh rotacij, kote teh rotacij pa imenujemo Eulerjevi koti ter jih oznacujemo z 1, 6, ¢.

Sestavimo sedaj matriko S. Celotno rotacijo torej sestavimo iz treh zasukov za kote v, 0, ¢
S = 54595 (1.190)

Pri tem so matrike parcialnih rotacij definirane takole. Najprej zavrtimo koordinaten sistem
okrog osi z za kot ¢. Ustrezna rotacija se opise kot

cos¢p sing O
Se=| —sing cos¢ 0 |. (1.191)
0 0 1

Nato zavrtimo koordinatni sistem za kot 6 okrog nove osi z, ki smo jo dobili po rotaciji za ¢
okrog stare osi z. Za to rotacijo mora veljati

1 0 0
Se=|0 cosf sinf |. (1.192)
0 —sinf cosf

In nazadnje zavrtimo koordinatni sistem Se za kot 1 okrog nove osi z, ki smo jo dobili s prejsnjima
dvema rotacijama, torej
costy siny 0
Sy = | —siny cosyp 0 |. (1.193)
0 0 1

Celotno matriko rotacije sedaj lahko dobimo kot kompozit treh parcialnih roatcij, tako da
zmnozimo zgornje tri rotacijske matrike. Rezultat je

cos 1 cos ¢ — sin v cos @ sin ¢ cosYsing +siny cosfcos¢p  sinysinf
S=| —sinycos¢p —costpcosfsing —sinysing + cospcosfcosd cosysind | . (1.194)
sin 0 sin ¢ —sin 6 cos ¢ cosf

Os celotne rotacije S seveda dobimo tako, da poiscemo lastne vrednosti zgornje matrike. Ce sedaj
lastni vektor uvedemo kot koordinatno os, potem lahko celotno rotacijo okrog te osi zapisemo z
eno od parcialnih matrik S, zasuk pri rotaciji pa dobimo iz

TrS =14 2cosy, (1.195)

oziroma 1
cosx = §(T7“S —1). (1.196)

Ker je sled ena od invariant matrike, je torej celotni kot rotacije invarianten glede na to, akako
zapiSemo matrike parcialnih rotacij. Naslednje kar nas zanima je, kaksna je kotna hitrost vrtenja.

41



POGLAVJE 1. ANALITICNA MEHANIKA TOCKASTEGA TELESA

1.0.30 Kotna hitrost vrtenja

Ker se koordinate telesa v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo &} = S;;x; ne spreminjajo,
je njihov odvod po ¢asu seveda enako ni¢, zato

llli =U= Sijl‘j + S5, (1.197)

od koder ze sledi
= —S Sk = —Qupay, (1.198)

kjer smo uvedli novo transformacijsko matriko
Q= 5%, (1.199)

oziroma simbolicno: Q = S7S. Glede na to, da transformacijska matrika S opisuje vrtenje in je
torej ortogonalna, ze vemo, da mora veljati ST.S = 1. Ce to relacijo odvajamo potem v simboliéni
obliki dobimo

§TS =875 = —(ST9)7, (1.200)

po pravilu za transponirano vrednost produkta mnatrik. V komponentnem zapisu lahko zgornjo
enacho zapisemo kot
O = i, (1.201)

ij =
matrika ) je torej antisimetricna. Vsako antisimetri¢no matriko pa lahko povezemo z nekim
aksialnim vektorjem (vektorjem, ki opisuje vrtenje okrog osi) w = (wi,ws,ws). Zato jo lahko
zapisemo na slede¢ nacin

0 w3 —W
Qij = —ws3 0 w1 . (1202)
w2 —Ww1 0

Uvedimo sedaj tale popolnoma antisimetricen tenzor tretjega reda e;;, pa lahko Q z aksialnim
vektorjem w, zapiSemo na slede¢ nacin ;; = €;;xwi. Od tod tudi hitro uvidimo, da mora veljati
Q;;w; = 0. Sedaj lahko bolj preprosto zapisemo tudi odvod #;. Velja namrec¢

j/'i — *Qijxj = —EijRWKT;. (1203)

7 razpisom te enacbe po komponentah se lahko hitro prepricamo, da imamo na desni strani
komponente vektorskega produkta w x x, zato lahko En. 1.203 zapiSemo kot

x' = (wx x'). (1.204)
Iz zgornje enacbe povzamemo, da torej komponente vektorja w niso ni¢ drugega kot komponente
kotne hitrosti v koordinatnem sistemu fiksiranem v prostoru. Vse to seveda ze vemo, amapk smo
izpeljali Se enkrat neposredno skozi Eulerjeve kote.

Kotno hitrost vrtenja dobimo, ¢e izpeljemo produkt dveh matrik €2;; = SiTkSkj v En. 1.199,
in potem upostevamo povezavo med §2 in prirejenim aksialnim vektrojem w. Raje pa postopamo
bolj intuitivno, a ni¢cmanj pravilno.

Iz slike, ki prikazuje Eulerjeve rotacije, takoj opazimo, da mora imeti kotna hitrost kompo-
nento qb okrog stare osi z, komponento 9 okrog nove osi & in komponento 1/) okrog nove osi z,
oziroma

w =i+ 0i + 47, (1.205)
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kjer smo s  oznacili smerne vektorje. Iz slike tudi zlahka razberemo, da je povezava med staro
z 0sjo in novima osema 2,y ravno

2 =cosf2 +sin 6y’ . (1.206)
Tako na koncu dobimo za kotno hitrost v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo
w =03 + sin0f + (¢ + dpcos )z (1.207)
Sedaj imamo povezavo med mirujo¢im koordinatnim sistemom in tistim, pripetim na telo, in
hkrati njegovo kotno hitrost v novem koordinatnem sistemu. Pripravljeni smo, da analiziramo
njegovo gibanje v celoti.
1.0.31 Gibalne enacbe za togo telo
Lagrangeova funkcija za togo telo se o¢itno izraza z volumskiim integralom in sicer oblike
. 1 ) .
£6.6:0 =5 [ o) (76" - ) drs [ (rxno b (1.208)
v 1%

kjer je f sila na enoto volumna. Sedaj najprej definirajmo tenzor vztrajnostnega momenta za
togo telo kot

ik :/ p(r) (1?6 — riry,) d°r. (1.209)
1%
Tenzor vztrajnostnega momenta je oc¢itno simetric¢ni tenzor
Jir = Jki-
Ce sedaj definiramo Se potencialno energijo navora kot
bi
V(i) = | Mi(¢;)de;, (1.210)
0

kar velja tudi ¢e navor ni konstanta, potem lahko mehansko nujo za togo telo pod vplivom
zunanjih navorov zapisemo kot

S = /ﬁ(d), o, t)dt = / <;Jik¢'>i¢'sk - V(@-)) dt. (1.211)

Hkrati s tem veljemo zopet izraz za ustrezno vrtilno koli¢ino v komponentnem zapisu kot

i = Jinr, (1.212)
kjer je ¢ = w, oziroma v vektorskem zapisu
r= / p(r) (rPw — (r.w)r) d’r. (1.213)
1%
Za Euler - Lagrangeovo enac¢bo od tod ze dobimo
doL oL
——— - — =0 1.214
Gisg 58" (1.214)
oziroma d
—I'=M. 1.215
= (1.215)

Tezava s to enacbo je, da je ¢asovno odvisna ne le kotna hitrost gibanja, pa¢ pa tudi vztrajnosti
moment, saj se enacba predvsem pa ¢asovni odvod vrtilne koli¢ine nanasa na zananji mirujoci
koordinatni sistem Da bi jo lahko resili, jo moramo najprej pretransformirati v koordinatni sistem
fiksiran na telo.
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1.0.32 Vztrajnostni moment

Vztrajnostni moment .J;; smo definirali kot tenzor drugega reda. Za telo s konstantno gostoto p
je oblike
Jik = /J/ (r?6ir — riri) d’r. (1.216)
1%

Za nekatere preproste oblike teles so ustrezni vztrajnostni momenti okrog razli¢nih osi podani v
spodnji tabeli.

Telo Os skozi tezisce Vztrajnostni moment
Polica dolzine £ Pravokotna na palico %M 22
Pravokotna plosc¢a, stranici a in b Vzporedna stranici b %M a®
ditto Pravokotna na plosco LM (a? + b?)
Kocka, stranica a Pravokotna na stransko ploskev %M a?
Obrog, radij a Pravokotna na ravnino obroca Ma?
Disk, radij a Pravokotna na ravnino diska LM a?
ditto Vzporedna z ravnino diska iM a?
Cilinder, dolzine ¢ in radija a Vzporedna osi cilindra %M a?
ditto Pravokotna na os cilindra LM (3a® + (?)
Krogelna lupina, radija a Poljubna 2 Ma?
Krogla, radija a Poljubna %Ma2
Elipsoid, z osmi a,b in ¢ Vzporedna osi a LM (b* + c?)

1.0.33 Eulerjeva enacba - prva izpeljava

Pretransformirajmo torej enacbo gibanja v koordinaten sistem fiksiran na vrtece se telo. Po
definiciji transformacije med obema koordinatnima sistemoma mora biti tenzor vztrajnostnega
momenta v koordinatnem sistemu fiksiranme na telo podan z

J'ij = Sie ST (1.217)

Ker je v koordinatnem sistemu fiksiranem na telo tenzor vztrajnostnega momenta konstanta,

mora veljati ' ) ) '
J'i; = Sk Sl + SikJuSh + SiwJrSh =0, (1.218)

oziroma

Jij = =SSy — T SESiy = — Qg + Jn Qg (1.219)

glede na definiciji §2;;. Poglejmo si sedaj v kaj se spremeni gibalan enacba En. 1.215, ¢e gremno
v koordinatni sistem fiksiran na telo. Velja

Iy = Jan + Jiwr =
= Jigwk + (Jikﬂkj — Qikaj)wj. (1.220)
Ker pa ze vemo, da velja tudi En. 77, dobimo koné¢no
Ty = Jinir — Qg Jpjw; (1.221)
V vektorskem zapisu se ta enacba glasi

% =M=Jw+wx (Jw). (1.222)
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Ne pozabimo: zgornja enacba je e vedno v zunanjem koordinatnem sistemu in ne v tistem fiksi-
ranem na telo. Vse kar nam sedaj preostane je, da transformiramo zgornjo enacbo v koordinatni
sistem fiksiran na telo.

Delujmo nanjo z leve z S in upostevajmo o¢itno identiteto, da je w = w’ in da velja w’ =
Sw, ' =508T in J = SJST in STS = 1, pa dobimo

M = Ji’kw; — Sikaijlwl = J{kwfc — Q;k‘]l;lwgv (1.223)

K3
oziroma v vektorskem zapisu

/ drl /o ! 1,1

To pa ni ni¢ drugega kot znamenita Eulerjeva enac¢ba za vrtenje togega telesa izrazzena v
koordinatnem sistemu fiksiranem na telo.

1.0.34 Eulerjeva enacba - druga izpeljava

Sedaj jo izpeljimo Se na bolj preprost na¢in. Vemo, da se ¢asovni odvod poljubnega vektorja A
v zunanjem mirujo¢em koordinatnem sistemu glasi, En. 1.162

%A = A+ (wxA). (1.225)

Ta enacba pravgotovo velja tudi za vektor vrtlne koli¢ine, torej

d )
%I‘:I‘erxI‘:M. (1.226)
Ponovimo, prvi ¢len se nanasa na spremembe vrtilne koli¢ine v koordinatnem sistemu, ki se vrti
s telesom, drugi clen pa je posledica casovnega spreminjanja enotskih vektorjev koordinatnega
sistema. Zgornjo enacbo zapisimo Se v komponentni obliki

d .
%Fi =1+ €jpw;l'y = M, (1.227)

kjer smo upostevali definicijo vektorskega produkta s pomoc¢jo popolnoma antisimetri¢nega ten-
zorja tretjega reda €;;1, oziroma alternatorja. Definiran je kot €;;, = 1, €e je ijk soda permutacija
123, €;;, = —1, ¢e je ijk liha permutacija 123 in €;;, = 0 sicer.

Ker smo vrtilno koli¢ina zapisali kot
L = Jipws, (1.228)
lahko zgornjo enacbo prez tezav koncno dobimo v tejle komponentni obliki

Jirwr + €ijk ijklwl = M;. (1.229)

To je zopet Eulerjeva enacba za vrtenje togega telesa pod vplivom zunanjih navorov. Navori so
seveda enaki v kateremkoli koordinatnem sistemu saj ustrezajo zunanjim silam in se ne morejo
spremeniti s koodinatnimi transformacijami.
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Ce nimamo zunanjih navorov in ¢e koordinatni sistem fiskiran na telo definiramo tako, da
njegove osi sovpadajo z lastnimi osmi tenzorja vztrajnostenga momenta, torej ce je

Ji 0 0
Je=10 J 0 |. (1.230)
0 0 Js

se le-ta spremeni v

Jiwy + (J2 — J3)waws
Jowy — (J1 — J3)wiws =
Jaws + (J1 — J2)wiwz = 0. (1.231)

Eulerjeva enacba je nelinearna diferencialna enacba prvega reda in je v splosnem tezko resljiva.
Kljub vsemu je analiti¢no resljiva in ima zelo zanimive resitve. Pogledali si bomo poblizje nekaj
teh resitev.

1.0.35 Proso vrtenje togega telesa

Poglejmo si na zacetku zelo preprost primer, ko nimamo zunanjega navora in se telo torej prosto
vrti. Denimo, da imamo telo, ki ima J; > Jy > J3. Definirajmo pozitivne skalarje

Jo—J3

= 2S5,
T1 Jl
Ji—Js

= — >0

T2 J2 )
Ji—Js

s = 222>
T3 J3

Raziskali bomo stabilnost vrtenja okoli lastnih osi. S pomocjo zgornjih koeficientov prepis$imo
Eulerjeve enacbe za vrtenje:

w1 + riwows =0,
wy — rowiws =0,

(i)g + r3wiwa = 0.

Zavrtimo torej nase telo okrog osi, ki smo jo oznacili z Jo. Vztrajnostni moment okrog nje ni
niti najvec¢ji niti najmanjsi. Zanimamo se za razmere na zacetku, to se pravi, takoj potem ko
smo zavrteli. Takrat je ws > wi,ws in iz zgornjih enacb sledi, da je potemtakem wy =2 0, kar
pomeni, da je we = konst. Enacbi za wy in w3 pa sta v tem primeru taksni:

Wi+ (mwa)ws = 0,

W3 + (rswz)w; = 0.
Sistem enacb resujemo z nastavkom w; 3 = A1736i>‘t. To vstavimo v zgornji dve enacbi in dobimo:
IANA1 + 1w A3 = 0,
IANA3 + r3ws A1 = 0.
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Sistem je resljiv ce velja:

det (( i\ TS\M)) — 22 7“17“2W§ = 0. (1.232)

r3wsz

Torej \i2 = +i,/rir3ws. ReSitev je torej oblike:

(Ul(t) — alea&\/’l‘l’r'gt + a2e—w2\/7‘17‘3t,
w3(t) — ﬂleuJQ,/’l‘ngt +5267WQ1/T17‘3t.

Vidimo, da (Ze ob najmanjsi motnji) w; in wz v prvem trenutku divje narascata, energija se torej
zacne prelivati v vrtenje okoli drugih dveh lastnih osi. Taksno vrtenje je izrazito nestabilno.

Poglejmo si Se vrtenje okoli prve lastne osi, torej tiste z najvecjim vztrajnostnim momentom.
Ce je w1 > wo,ws, je tudi wy = const. V tem primeru se enacbi za wy in w3 glasita:

Wg — (rowr)ws = 0,

W3 + (r3wq)we

Po podobnem rac¢unu kot prej dobimo resitvi:

wa(t) = g cos(wiy/Tarst) + ag sin(wy+/rarst),
w3 (t) = /81 COS(wls/TQT’gt) + ﬂg Sin(wly/T‘ngt).

Ti sta omejeni za vsak Cas, kar pomeni, da je vrtenje okoli prve osi stabilno. Kotni hitrosti ws
in w3 ostajata na nivoju zacetnih motenj.

Podoben je racun za tretjo os. Vrtenje okrog nje je ravno tako stabilno. Primer vsakdanjega
telesa z navedenimi lastnostmi je teniski lopar.

1.0.36 Tezka simetri¢na vrtavka
Poglejmo si primer simetri¢nega togega telesa, torej
Jp=Jdy=J in J, = Js. (1.233)

Taksno telo imenujemo tudi simetricna vrtavka. Predpostavljamo, da ima to simetri¢no telo
maso M, in da je oddaljenost med podstavno toc¢ko in tezis¢em £. V tem primeru deluje na telo
sila teze v tezis¢u. Simetri¢na vrtavka pa postane tezka simetri¢na vrtavka.

Ugotovimo najprej, kaksen je potencial, ki ustreza navor teze na to vrtavko. Velja seveda
0
V() = fMgE/ sin§'df’ = Mgl cos 6. (1.234)
0

To je potencial, ki bo nastopal v Lagrangeovi funkciji vrtavke. Za nujo tezke simetri¢ne vrtavke
tako dobimo

s= [ co.d.0d = [ (;Jikwk - V(@)) dt, (1.235)

oziroma od tod za Lagrangeovo funkcijo
. 1 . . 1 .
L(o,p,t) = §J(92 + $?sin 6%) + §J3(1/J + ¢pcosh)? — Mgl cos . (1.236)
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Eulerjeve enache za vrtenje tezke simetricne vrtavke od tod sledijo kot Euler - Lagrangeove
enacbe za zgornjo Lagrangeovo funkcijo. Le-te so oblike

d (oL(e.e.t)\ 0L bt) _

dt 9 ¢ B

d (oL(e.e.t)\ 0L¢dt) _

dt o, o

d (0L(p,d,t)\ OL(¢,b,1)

= ( ae’ ) - 0. (1.237)

Glede na to, da Lagrangeova funkcija ni eksplicitno odvisna od Eulerjevega kota ¢, dobimo po
Notherjevi ohranitev impulza

(%(qs;:b,t) = J¢sin 6% + J3(1) + ¢ cos ) cos 0 = const. (1.238)
in pa impulza )
55((;;;715) = J3(¢p + dpcos ) = const. (1.239)

Iz zadnje enac¢be nemudoma ugotovimo, da se ohranja komponenta kotne hitrosti okrog osi z.
Edina Euler - Lagrangeova enac¢ba, ki nam daje dinamiko je potemtakem zadnja, ki se eksplicitno
glasi

Jb = (Mg£+J¢320050—J3(¢+d36089)$> sin 6. (1.240)
Imamo torej tri nelinearne enacbe, od katerih dve ustrezata ohranitvenima zakonoma. Njihova
reSitev je v splosnem zelo zapletena, vendar se da najti splosno analiticno resitev zgornjega
problema. Ogledali si bomo le dolo¢ene limitne oblike gibanja vrtavke.

1.0.37 Resitev Eulerjevih enacb za tezko simetricno vrtavko

Najprej postavimo tile dve definiciji gibanja vrtavke: gibanju, ki ustreza ¢asovnemu spreminjanju
EUlerjevega kota ¢ pravimo precesija in gibanju, ki ustreza ¢asovnemu spreminjanju Eulerjevega
kota 6 pravimo nutacija.

Poglejmo si najprej pogoje, pod katerimi je gibanje vrtavke Cista precesija. V tem primeru
mora veljati § = const.. V tem primeru se tretja Euler - Lagrangeova enacba reducira na

(Mgé T2 cos — (i + gzscose)gz}) sinf = 0. (1.241)
Glede na drugi ohranitveni zakon velja
J3 (1) 4+ ¢ cosB) = Jsws = const. (1.242)

kjer je ws kot ze vemo konstantna kotna hitrost vrtenja okrog osi z. Od tod pa lahko iz En.
1.241 izpeljmo za ¢ kvadratno enacbo, ki ima dve resitvi

. J3ws 4JM gl cos 6
= 1£4/1— ————-—-. 1.24
¢ 2J cos < \/ J3w? (1.243)

48




POGLAVJE 1. ANALITICNA MEHANIKA TOCKASTEGA TELESA

Da sta obe resitvi realni mora seveda biti izpolnjen pogoj

wy > ,/‘w\{gécose. (1.244)

cosf lahko seveda pri tem zavzame le pozitivne vrednosti (zakaj?). Vrtavka mora torej imeti
najmanj taksno kotno hitrost okrog svoje dolge osi, da je Cista precesija mogocCa. Za ws, ki
je veliko vecaj od te spodnje mejne vrednosti, dobimo dve vrednosti kotne hitrosti precesije.
Razvijmo namre¢ koren v En. 1.243 do najnizjega reda po inverznem kvadratu ws. Dobimo
pocasno precesijo

Mgt
= , 1.245
T (1.245)
ina pa hitro precesijo
. J3W3
= ) 1.246
¢ Jcos 6 ( )
V primeru pocasne precesije je vektor kotne hitrosti En. 77 skoraj v celoti v smeri z osi
= (é,ésin 0, (w + ¢ cos 9)) ~ (0,0,ws), (1.247)

torej v smeri simetrijske osi vrtavke. V primeru hitre precesije je kotna hitrost precesije okrog
navpicnice ocitno neodvisna od teze vrtavke. V tem primeru jo lahko zapiSemo tudi v obliki

—
J cosf
Ker smo smer zy dolo¢ili z enacbo 2y = sin 0j + cos 62, potemtakem sledi, da je v primeru hitre

precesije celotna kotna hitrost skoraj v celoti v smeri zy osi. Vsi ti zakljucki so intuitivno zelo
lahko razumljivi.

w= (é,q'ﬁsinﬂ, (w + ¢ cos 9)) ~ 0, J3ws sin 0, Jws cos ) . (1.248)

Za hitro se vrtece vrtavke dostikrat opazimo, da kazejo pocasno precesijo in majhno nutacijo.
V tem primeru lahko predpostavimo, da sta v gibalnih enacbah ng in 0 majhna. V tem primeru
lahko izpustimo vse kvadratne ¢lene in enacbi En. 1.240, kar nam daje

Jb = (ng - J3w3¢'s) sinf. (1.249)

Hkrati pa odvajajmo enacbo En. 1.238 dvakrat po ¢asu in se zopet znebimo vseh nelinearnih
¢lenov v kotnih hitrostih. Dobimo
2

qﬁsm@ = J3w39 1.250
dt2

Vstavimo sedaj 6 v to enacbo, pa dobimo konc¢no

d2

J 25 = Jawy (Mg£ - nggqb) (1.251)
Vpeljimo sedaj dve novi kotni hitrosti kot
J3ws Mgt
= = — 1.252
wL J Wp ngs ’ ( )
pa dobimo konéno enacbo za ¢asovno spreminjanje é kot
(;S—l—ngzS wiwp. (1.253)

dt2
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Resitev zgornje enacbe je )

o(t) = wp — Acos (wrt + B). (1.254)
Konstante v zgornji resitvi so seveda odvisne od robnih pogojev. Privzemimo, da je zacetna
precesijska hitrost

#(t = 0) = wo,

in da na zacetku nimamo nobene nutacije, torej da je

Od tod ze sledi, da mora biti
d(t) = wp — (wp — wo) cos (wrt). (1.255)

Se ena integracija zgornje enacbe nam konc¢no daje

—Wo \ .
WL) sin (wrt). (1.256)

Ustrezno linearizirano resitev za 6(t) dobimo do najnizjega reda v obliki

0(t) = 0o + (“’P“"O
w

) sin fp(1 — cos (wrt)). (1.257)
L

Zgornji dve enacbi predstavljata formalno resitev problema pocasne precesije in nutacije. Zadnja

enaCba nam govori, da mora biti kot # med mejama 6y in 6y + 2 (“J”T_L“’D) sin 6y. Predznak wg

pove, katera od teh dveh limit zgornja in spodnja meja spremeinjanja 6.

V limitnem primeru, koje wy = w, imamo zgolj enakomerno precesijo. Ko se veta kotna
hitrost vrtavke ws, se veCa tudi njena nutacijska frekvenca wy, medtem ko se precesijska kotna
hitrost w, zmanjsuje. Poleg tega je nutacijska amplituda obratno sorazmerna z wr. Nutacijo
hitre vrtavke zato tezko opazimo, lahko pa jo dobro slisimo, ¢e se vrtavka vrti na rezonancni
podlagi! Nutacijsko gibanje vrha vrtavke za razli¢ne vrednosti wg prikazuje slika.
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Poglavje 2

Elastomehanika

2.1 Kinematika deformacije

Pri deformaciji se izbran del telesa, torej skupek njegovih atomov oziroma molekul, premakne iz
izhodiséne v neko drugo lego: ¢e smo pred deformacijo njegovo lego opisali skrajevnim vektorjem
r, oziroma v komponentah z;, jo po deformaciji opisemo s krajevnim vektorjem R(r).

Zavedati se moramo, da lahko lego skupka atomov oz. molekul, torej bodisi r ali pa R(r)
definiramo le v snoveh, kjer imajo atomi (oziroma molekule) polozajski red dolgega dosega. Vsak
atom oz. molekulo torej lahko oznac¢imo tako, da navedemo koordinate tocke v prostoru, kjer se
nahaja. Za tekoCine (pa tudi vecino tekoc¢ih kristalov) to ni mogoce, saj se atomi oz. molekule
popolnoma neurejeno gibljejo po prostoru in jih ne moremo povezati z dol¢enimi tockami v
prostoru.

Loc¢imo dva opisa deformacije:

e pri enem preberemo dejanske koordinate nekega izbranega delca v telesu v starem, nedefor-
miranem, koordinatnem sistemu r. To je Lagrangeov opis, ki ga je vpeljal L. de Lagrange
v svojem delu Mecanique analytique, Vol II, (1788), stran 268 . Uporabljamo ga pri teoriji
elasti¢nosti, kjer nas vedno zanimajo dejanske koordinate delcev snovi pri deformaciji.

e Pri drugem pa preberemo koordinate istega dela telesa v novem - deformiranem koordina-
tnem sistemu R. Tu koordinate niso ve¢ vezane na delce snovi, pa¢ pa na element volumna
snovi. To pa je Eulerjev opis, ki ga je Leonhard Euler vpeljal v delu Principes generaux
du mouvement des fluides, Mémoires de I’Academie de Berlin, (1755), stran 274.. Upora-
bljamo ga pri hidromehaniki. Mi se bomo zaenkrat ukvarjali s teorijo elasti¢nosti in bomo
uporabljali Lagrangeov opis.

Privzeli bomo princip lokalne akcije: deformacije v telesu so posledice lokalnih sil. Ucinke
dolgega dosega zanemarimo.

Zakonom, ki povezujejo zunanje ucinke z notranjimi odgovori razli¢nih vrst snovi, pravimo
konstitutivni zakoni. Taka sta npr. zakona D = egE v elektrodinamiki in F' = kAl/l pri
deformaciji vzmeti. Da bi izpeljali splosne konstitutivne zakone v elastomehaniki, pa moramo
najprej znati opisati deformaicjo elasti¢nega tlesa.
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2.1.1 Tenzor deformacije

Posvetimo se najprej kinematiki oz. opisu deformacije v zveznem mediju. Oglejmo si transfor-
macijo r — R(r); zapisano po komponentah je to:

z; — Ri(xr) = i + ui(zp), (2.1)

kjer smo vpeljali vektor deformacije u;(x), ki pove, za koliko se pri deformaciji premakne
tocka, ki je bila pred deformacijo v ;. Komponenten zapis u;(zx) je popolnoma enakovreden
vektorskemu zapisu u(r). Latinski indeksi seveda tecejo od 1 — 3 in predstavljajo komponente
T, Y, 2.

Razdalja med dvema sosednjima tockama na poljubni mnogoterosti se zapiSe kot
di2 = g daday, (2.2)

kjer je ggg) metriéni tenzor pred deformacijo. dr je seveda vektorska razlika polozajev dveh
infinitezimalno sosednjih vektorjev.

Pri deformiranem telesu gledamo ustrezno razliko med vektorjema R(r) in R(r 4+ dr). Tu
vpeljemo element razdalje med istima tockama po deformaciji z zvezo

di? = gipdxidxy,. (2.3)

Deformacijo potemtakem ocitno lahko opisemo kar z metriénim tenzorjem, Lagrangeove koordi-
nate pa ostanejo iste. Razdalja med dvema bliznjima tockama v telesu pred in po deformacijio
zapisemo po definiciji kot

di> — di2 = (gir — 9\ Vdaidzy, =: 2uipdaiday, (2.4)

kjer je u;, (Greenov) tenzor deformacije, ki smo ga vpeljali kot

1
Uik = §(gik - 95;2))- (2-5)

Tenzor deformacije je oCitno tenzor, saj je enak razliki dveh drugih tenzorjev, je pa tudi sime-
tricen, u;r = ug;, pac glede na lastnosti metri¢nega tenzorja.

Poskusimo ga izraziti z vektorjem odmika wu;(x)! Zacnimo s kartezi¢cno 3D mrezo na ne-
deformiranem telesu. Metri¢ni tenzor je kar identitetna matrika, kar pomeni, da od produkta
prezivijo le diagonalni elementi, torej elementi z enakim indeksom:

di2 = didx; = dz?. (2.6)

Sedaj telo infinitezimalno deformiramo. Vsaka tocka xj se preslika v R;(z), zato je razdalja
med dvema infinitezimalno bliznjima toc¢kama po deformaciji':

di?* = dR;dR; = dR?. (2.7)

Tu smo prepostavili, da sta si tocki, ki sta si blizu pred deformacijo, blizu tudi po njej. Obicajno
je to res, razen v primerih, ko se telo pretrga, s katerimi pa se tu ne bomo ukvarjali. Ker je po
definiciji vektorja deformacije R(r) = r + u(r), sledi

(')ui
R . . 2.
dR; = dx; + . dxy, (2.8)

Linfinitezimalna razlika med dvema to¢kama je e vedno evklidska
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Od tod sledi:

ou; ou;
dI> = dRydR; = | dux; “dxy | - da “dx, ) . 2.9
(ac—i—amkxk)(x—l—aszp) (2.9)
Zmnozimo in imamo
ou; ou; Oou; Ou; 9 ou ou,  Ou; Oug;
duv;dx;+———dx;d ——dx;d drpdr, = =dl — P47 dx,dxy.
i +6xk v xk+8xp . mp+azk Oy TkGTp 0 +<8xk * Oz + Oz, (933,,) TpGTh

Pri linearnih ¢lenih smo indeks ¢ v drugem ¢lenu spremenili v p, v tretjem pa v k£ — to lahko
naredimo, saj so ¢, p in k nemi indeksi. Po definiciji je kot vemo

di* — dly® = 2uprdz,dry, (2.10)

in po primerjavi z prej$njo ena¢bo ugotovimo, da je Greenov tenzor

1 /0u; Ou ou; Ou
Ui = = (24 =4 L L) (2.11)
2 \ Oz, Ox; Ox; Oxy
Clen ST“; + % imenujemo linearna komponenta tenzorja u;x, ¢len %37“12 pa nelinearna (kva-

dratna) komponenta tenzorja w;;. Mi se bomo ukvarjali z linearno teorijo elasti¢nosti, zato bomo
nelinearni del zanemarili. To pomeni, da se bomo v nadaljevanju omejili na majhne deformacije.
V linearnem opisu deformacije je u;; ravno simetriziran gradient deformacijskega vektorja wu;:

1 /0u; Ouy
Uip = 3 (axk + 6%) . (2.12)

S pomocjo deformaciojskega tenzorja lahko zelo elegantno ugotovimo, kako se v splosnem prema-
knejo deli deformabilnega telesa. Ce je v toski rg vektor deformacije u(rp), potem je v sosednji
tocki, oddaljeni za dr od rg, vektor deformacije

u;(ro + dr) = u;(ro) + auaiii:o)dxk + O(dzy). (2.13)
To lahko zapisemo tudi takole
wi(ro + dr) = ui(ro) + 1 (&‘T(k“) + ‘r’“g—if’)) dry, + 1 (a%ﬁ“) - 8“5—950)) day, (2.14)
oziroma kot
u;(ro +dr) = u;(ro) + wik (ro)day + Qix(ro)dxy. (2.15)

Prvi del predstavlja torej deformacijo, drugi pa vsebuje nek antisimetri¢ni tenzor ;. Ker je
vsak antisimetricen tenzor ekvivalenten nekemu aksialnemu vektorju, ta ¢len predstavlja rotacijo.
Premiki snovi v deformabilnem telesu so torej sestavljeni iz deformacije in rotacije.

Cauchy je bil prvi, ki se je zavedel, da deformacija snovi nujno implicira tudi lokalno vrtenje
snovi. V svojem najbolj znanem delu Sur les dilatations, les condensations et les rotations
produites pa un changement de forme dans un systéme de points matériels objavlkjenem leta
1822 je obdelal kinematiko deformacije in pokazal , da nujno vsebuje tudi lokalne rotacije.
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2.1. KINEMATIKA DEFORMACIJE POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

2.1.2 Fizikalen pomen komponent tenzorja deformacije

Zanima nas Se pomen komponent tenzorja deformacije. Najprej si oglejmo, kako se transformira
majhen vektor. ki kaze pred deformacijo recimo v x smeri, (dz1,0,0). Dolzina tega vektorja je
po deformaciji

di? = dx,? 4 2updridry, = do? + 2upide? = da? (1 + u). (2.16)
Oziroma od tod ko korenimo in razvijemo po u;; do najnizjega reda

Od tu dobimo za relativni raztezek vektroja dx; pred in podeformacijo

dl — dz;

.1
s (2.18)

Ul =
Enako bi lahko dobili za vse diagonalne komponente tenzorja deformacije. Zaklju¢imo, da dia-
gonalne komponente tenzorja deformacije predstavljajo relativne raztezke v posameznih smereh.
Zanima nas Se pomen nediagonalnih elementov v tenzorju. Zato si oglejmo, kako se transfor-
mirajo koti med smermi pred in po deformacijo. Vzemimo ortogonalna vektorja v dveh smereh,
recimo, (dx1,0,0) in (0,dzy,0). Prvi vektor naj se transformira v dR(") = (dR§1)7dR§1), dRél)),
drugi pa v dR® = (ngz),ng), ngf)). Pri tem za komponente prvega vektorja po definiciji
zapisemo:

ou ou
dRWW = dxy + 2—2dry = 14+ =2 ) d 2.1
Rl X1 + 8901 X1 + axl L1, ( 9)
kjer je
1 Ous
dRé ) Tﬁdml’
ou
drWY = 34 2.20
3 axl xl? ( )
in za drugi vektor
2 Ouy
ng ) = 87:1:261132,
ou ou
dRY) = dry+ 2dwy= (14 22 )d
5 To + B To + B T,
ou
dR? — 3 dao. 2.21
3 81’2 L2 ( )

Sedaj izra¢unamo skalarni produkt dR(" - dR(?) = |dR™||dR(?)| cos f;5 in ohranimo le linearne

¢lene
8u2

6951

Ker je |dzy| - |dzs| do lieanrnega reda enako |dR(M||dR®)| (relativni raztezki so namre¢ po
predpostavki majhni), je

)
dRW . dR® ~ %dmldxg + 222 42 diy = 2urpday das. (2.22)
2

dRY . dR® = |[dRM||dR?)| cos 15 ~ 2uypdzV dz?). (2.23)
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Od tod pa sledi
2’U12 = COS (912. (2.24)

Enak rezultat bi dobili za ostale nediagonalne elemente. Torej je npr. nediagonalni element
u12 poloviéni kosinus kota med novima smerema prve in druge koordinatne osi, ki sta bili pred
deformacijo pravokotni med seboj.

Kaj pa se zgodi z volumnom telesa po defromaciji? Pred deformacijo je volumski element v
telesu po definiciji

dVO = dxld{EQd(Eg, (225)
po deformaciji pa
dV = dR1dRdRs. (2.26)
Iz vektorske analize vemo, da lahko diferencial volumna zapisemo z Jacobijevo determinanto J(r)
takole: OR
dVv = [det l(r)] dVy = J(r)dVg. (2.27)
6':ck
Ker je R;(x;) = z; + u;(x;) lahko v linearnem redu izpeljemo
J(r) = det (22 u@0N o (o, + 2900 _ (14 T ) + O(uae), (2.28)
oxy Oxy,
ali drugace
dV —dv
—————— = Tr w. 2.29
v r ik (2.29)

Sled tenzorja deformacije je torej enaka relativni spremembi volumna pri deformaciji. Bilo bi
neprijetno, ¢e bi bila ta relativna sprememba volumna odvisna od izbire koordinatnega izhodisca.
Na sre¢o temu ni tako.

Ponovimo: diagonalni elementi tenzorja napetosti predstavljajo relativne spremembe dozine
vektorjev, nediagonalni spremembe pravih kotov in sled relativno spremembo elementa volumna.

2.1.3 Invariante tenzorja deformacije

Sled Tr u; je invarianta tenzorja in ni vezana na dolo¢en koordinatni sistem. To vemo iz li-
nearne algebre. Pri iskanju lastnih vrednosti linearnega operatorja wu;; so namre¢ koeficienti
karakteristicnega polinoma invariante operatorja:

det(uik — téik) =3 + Ith —Lt+13=0. (230)

Invariante I1,l5,I3 so definirane kot

1
Il =  5CmnpCinpUim = Tr Uik
_ 1 . . 1 N2 21 1 . _ .
Iy = S€mnpEmjklnjlpk = 35 [(Tr wig)” — Tr w ] = 5 (ujjurk — Upjur)
1
I3 = G Emnp€ijkWimUjnUkp = det u;p. (231)

V definicijah skalarnih invariant tenzorja smo vpeljali €;;%, Levi-Civitajev absolutno antisime-
triéni tenzor 3. reda, katerega elementi so:

1 ; (igk) je soda permutacija
gijk =4 —1 ; (ijk) je liha permutacija (2.32)
0 ;  sicer

Pomagal nam bo pri bolj simetriénem zapisu razlicnih enacb tudi kasneje. Zati si ga zapomnimo.
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2.2. LAGRANGEOVA FUNKCIJA DEFORMIRANEGROTHIBSIE IN BNACBONFHBANIA A

2.2 Lagrangeova funkcija deformiranega telesa in enacba
gibanja
Sedaj imamo opis deformacije telesa in postavi se seveda vprasanje, kaksne so ustrezne gibalne

enacbe. Postopali bomo podobno kot v mehaniki tockastih teles in najprej zapisali ustrezno
Lagrangeovo funkcijo in od tod izpeljali ena¢be gibanja.

V Kklasiéni (analitiéni) mehaniki tockasteih delcev lahko izpeljemo osnovno enacbo gibanja
tudi s pomocjo Hamiltonovega nacela, tako da pois¢emo ekstrem klasicne akcije

§— / L(x(t), #(0))dt, (2.33)
ki vodi do Euler - Lagrangeove enacbe v obliki

& (aa(%) - (aaict)) - (234

Le-ta ni ni¢ drugega kot nekoliko drugacen zapis Newtonovega zakona gibanja. Pri tem je
Lagrangeova funkcija ravno razlika med kineti¢no in potencialno energijo delca £ = Wy — W),.

Tudi v elastomehaniki lahko postopamo podobno, le da moramo ves ¢as upostevati zvezno
naravo snovi, ki jih obravnavamo. Posledica tega dejstva je, da se mora Lagrangeova funkcija
zapisati kot volumski integral po telesu. Kineti¢na energija zveznega deformabilnega telesa,
katerega lokalne odmike od ravnovesja opisuje deformacijski vektor u(r) se da zapisati kot

1

Wi = f/ p 03 (r,t)d%r. (2.35)
2 Jv

Zgornja enacba skorajda ne potrebuje komentarja. nekoliko manj trivialne so zadeve pri po-
tencialni energiji. Najprej bomo predpostavili, da so interakcije med posameznimi deli telesa
kratkega dosega. To pomeni, da so med seboj sklopljeni le najblizji deli okolice neke tocke

v elasti¢nem telesu. Ce so atomi ali molekule telesa v ravnovesju na mrezni razdalji a, potem
imamo po predpostavki samo sklopitve med u(r) in u(r + a). Ker pa je

Ou;(r)
8$k

u;(r+a) — u;(r) ~ ay + O(a?)

to pomeni, da mora biti potencialna energija zgolj funkcija gradientov vektorja deformacije.

Pomembni predpostavki tu sta dve: da imamo v telesu pozicijski red, ki definira najblizje
sosede in da med seboj interagirajo zopet le najblizji sosedje.

Ce nadaljujemo v tej smeri, moramo ugotoviti Se, da se gradient vektorja deformacije deli
na simetri¢ni del, ki ustreza pravim deformacijam, in antisimetri¢ni del, ki ustreza lokalnemu
vrtenju. To slednje seveda ne more prispevati k potencialni energiji telesa v ravnovseju. Ostane
nam torej trditev: potencialna energija deformaicje mora biti odvisna od Greenovega tenzorja
deformacije. Potemtakem se mora dati zapisati kot

Wy = / fug(r,t))d®r — / p £ -u(r, t)dr. (2.36)
\% 1%
Drugi del predstavlja zgolj deformacijsko delo zunanjih sil.
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V primeru zveznega telesa torej zapiSemo nujo v obliki

S = /E (ui(r,t),ai(nt), W) drdt (2.37)

8a:k

kjer je £ tokrat gostota Lagrangeove funckije podana z

L (Ui(l‘yt), ui(r,t), (%é:t)) = %pﬁz(r,t) — f(uig(r,t)) + pf* - u(r, t). (2.38)

Glede na to, da je nuja sedaj funkcional §tirih parametrov: ¢asa ¢ in treh komponent vektorja r,
lahko ustrezno Euler - Lagrangeovo enacbo zapisemo v obliki

o (oL 0 oL oL
_ =0. 2.

Ker je u;, ravno simetriziran gradient vektorja deformacije velja

or _(ac)
827“; ~ \Oui )

Euler-Lagrangeova enacba En. 2.39 pa se torej konc¢no glasi

o (oL
pil; = ( > +pfi (2.40)

Oz \ Quiy,

oziroma, ¢e upostevamo, da je v Lagrangeovi funkciji le f(u;r(r,t)) odvisna od tenzorja defor-

macije
K2 (afwik(r,t))

U; =
Pl 8:rk aulk

To enacbo ponavadi zapisemo Se nekoliko drugace. Najprej uvedemo napetostni tenzor kot

) +p fi. (2.41)

ik = 2.42
Dik 8Uik ( )
s pomocjo katerega se Euler - Lagrangeova enacba zapise kot
. Opik .
;= z. 2.43
pili = 5 =+ 0 fi (2.43)

Zgornjo enacbo imenujemo ponavadi tudi bf Cauchyjeva enacba. za zvezno telo in nadomesca
v tem primeru drugi Newtonov zakon. Potencialna energija deformacije pri konstantni tenm-
peraturi ni ni¢ drugega kot prosta energija deformacije. Zgornja definicija tenzorja napetosti
torej pravi, da je le ta enak odvodu proste energije deformacije po tenzorju deformacije. Kot
tak predstavlja posplositev pojma sile na zvezne medije. A ne pozabimo: pozicijski red in sile
kratkega dosega.

Da bi resili zgornjo enacbo nam manjka Se konstitutivna relacija p;r = pir(u;) = pir(wir). V
najbolj preprosti obliki se ta konstitutivna relacija imenuje Hookeov 2 zakon in ga bomo izpeljeli
nekoliko pozneje.

2R. Hooke, 1678
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2.3. NAPETOSTNI TENZOR POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

2.3 Napetostni tenzor

2.3.1 Geometrija sil

Euler-Lagrangeovo enacbo gibanja lahko interpretiramo tudi takole

i Opir
PU; o7

+pofi=rti (2.44)

kjer je f; celtona sila na enoto mase, ki deluje na telo. Sestavljena je torej iz zunanjih sil in
napetosti v telesu. Celotno silo na telo sedaj dobimo tako, da zgornjo enacbo integriramo po
volumnu telesa V' takole

F; :/ pfid?’r:/ /ined?’rJr/ apikdBr. (2.45)
1% v v o

T

Prvi integral predstavlja interakcijo z zunanjimi polji kot npr. teznostjo, drugi pa interakcije med
deli telesa. Po analogiji z Gaussovim teoremom, po katerem je integral vektorja a po povrsini
enak integralu divergence tega vektorja po volumnu

j{akdsk - /g—ZZdV

uvidimo da lahko zapiS§emo podobno relacijo tudi za tenzor p;; in sicer kot

Foudsi = [ Pray
8xk

. To se da pokazati za vsako komponento ¢ posebej, saj imamo opraviti z Gaussovim izrekom za
vsako komponento i.

Celotno silo, ki deluje na zvezno deformabilno telo lahko potenmtakem zapisemo kot

F; :}{ pikdsk—l—/ p fE(r)d’r, (2.46)
ov \%4

kjer gre povrsinski integral ravno po meji volumna telesa V. V primeru, ko nimamo zunanjih
sil, drugi ¢len seveda odpade. Za nek neskonéno majhen del povrsine je potem p;; ravno sila na
enoto povrsine, ki deluje v smeri ¢, ¢e normala elementa povrsine kaze v smeri k. Namesto dSj
piSimo produkt enotskega vektorja normale na povrsino ter elementa ploscine:

F; Zj{ PikNEdS. (2.47)
ov

Produkt p;xng smemo tako interpretirati kot gostoto sile na enoto povrsine v smeri i. Za-
enkrat Se ne vemo ni¢ o simetrijskih lastnostih tenzorja napetosti. Ob te bomo tréli Sele pri
ohranjevanju vrtilne koli¢ine deformirane snovi.

Obstoj tenzorja napetosti je posledica dejstva, daje potencilna energhija deformacije funkcija
u;k, kar pa je zopet posledica dejstva, da so interakcije med deli telesa kratkega dosega in da v
ravnovesju vlkada v telesu pozicijski red dolgega dosega.
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2.3.2 Mohrov krog

2.4 Ekstremalni problem v elastomehaniki

Zgoraj smo torej ugotovili, kako iz Lagrangeove funkcije elasti¢nega telesa kot funkcije deforma-
cijskega tenzorja pridelamo napetostni tenzor. Ponovimo: ¢e imamo gostoto proste energije v
oblikif = f(u;r) potem lahko tenzor napetosti izpeljemo iz En. ?7.

Namesto tega, bi lahko sedaj definirali nov termodinamski potencial oblike
e(pir) = fluir) — wirpir, (2.48)

pri cemer je seveda
Of (uig(r, 1))

2.4
auik ( 9)

Pik =

To ni ni¢ drugega kot Legendrova transformacija elasticne proste energije. Ocitno smo presli

iz neodvisne spremenljivke u;; na neodvisno spremenljivko p;i! Torej je e = e(p;). Postopek

je popolnoma analogen prehodu iz neodvisne spremenljivke V' v prosti energiji A na neodvisno
spremenljivko p v prosti entalpiji G:

G=A-pV. (2.50)

Sedaj postopajmo analogno kot v termodinamiki. Ravnovesno stanje pri ustreza minimumu
proste entalpije, oziroma

oG 0A
=) = = ==]. 2.51
(o) =0 —»=(5) 231
Podoben razmislek velja tudi za elasti¢ni termodinamski potencial En. 2.48
de af
=0 ik = ) 2.52
(aulk) — Dik (8u7k) ( )

Ravnovesno stanje v elastomehaniki lahko torej dobimo tudi tako, da pois¢éemo minimum ela-
sti¢nega potenciala e glede na tenzor elasti¢ne deformacije.

S tem smo problem elasti¢nega ravnovesja prevedli na ekstremalni problem: pois¢emo f(u;),
izpeljemo prispevek zunanjih napetosti k prosti energiji —u;;p;x in vsoto obeh minimiziramo po
deformaciji! Velikokrat namesto e uporabimo kar isto ¢rko f.

2.5 Hookeov zakon

Imejmo izotropno in homogeno snov (npr. polikristalitna snov) in skusajmo izrac¢unati gostoto
proste energije za to snov v okviru linearne elasti¢ne teorije. Ker je prosta energija od koordina-
tnega sistema neodvisen skalar je lahko zgolj funkcija skalarnih invariant tenzorja deformacije.
Omejimo se le na skalarne invariante do drugega reda glede na deformacijo, kar je v skladu z
linearizacijo tenzorja deformacije.

Kot Ze vemo, so skalarne invariante koeficienti sekularne enacbe lastnih vrednosti tenzorja
deformacije, in smo jih Ze zapisali v poglavju o kinematiki deformacije. Zapis$imo z njimi gostoto
proste energije kot linearno kombinacijo skalarnih invariant do drugega reda:

f(um) = fo + AL + A2112 + Azl + A4Ig, (253)
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oziroma
1
f(ulk) = fo + AlTr Uik + AQTF 2uik + 5143 (Tr 2uik — Tr ’U,sz) + A4 det Uik - (254)

Faktor % pri koeficientu Az je pisan iz zgodovinskih razlogov in nima globljega pomena. Koefici-
ent A; mora biti ni¢, saj sicer napetostni tenzor nikoli ne bi mogel biti niceln in bi potemtakem
vedno obstajala neka napetost v telesu, ¢etudi to ne bi bilo deformirano. Clen s koeficientom Ay
je tretjega reda in ga zato zanemarimo. Razvoj proste energije do kvadratnega reda po tenzorju
deformacije je potemtakem

1
Fluig) = fo+ GA(Truie)® + pTrud, (2:55)

kjer sta A in p Laméjeva elasti¢na modula in sta odvisna od snovnih lastnosti snovi. Izracunajmo
zdaj p;r na nagin, ki smo ga izpeljali v prejsSnjem poglavju.

0 A

Odvod ¢lena fy je 0, druge pa odvajamo, kot smo vajeni:

0
! = /\(Tr ulj)(;ik + 2pug (2.57)
Oy,
in tako dobimo
Pik = ATrug0i, + 2pup,. (2.58)

To je ravno Hookeov zakon, ki pove, kako so napetosti v telesu odvisne od deformacij. Hooke
ga je formuliral kot Ut tensio, sic vis. Za homogeno izotropno telo sta torej dovolj dve
snovni konstanti (v Laméjevem naboru sta to g in A), da popiSemo zvezo med napetostmi in
deformacijami.

Delujmo na Navie rovo enacbo s sledjo. Dobimo
Trpie = (BA =+ 20) Tr wg,. (2.59)
Ob vstavitvi te enacbe v izraz za p;; in razreSevanjem za u;; dobimo:

1 A
ik = — | Pix — ————0i Trpir. | . 2.60
Uik 2ﬂ<pk 2%+ 3A k rpk) ( )

Izpeljali smo torej odvisnost tenzorja napetosti od deformacije in odvisnost deformacije od ten-
zorja napetosti.

Glede na to, da je gostota proste energije kvadratna funkcija u;, in glede na to, da je p;
enak odvodu gostote proste energije po u;; mora seveda veljati

1
f=rl+ SPikUik: (2.61)
To zvezo bomo kasneje veckrat potrebovali in si jo torej dobro zapomnimo. V primeru izotropnega

elasti¢neg medija imamo torej dvbe elastiéni (Laméjevi) konstanti. Za anizotropen kristal imamo
v splosnem lahko do 21 elasti¢nih konstanat.
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2.5.1 Izotropno telo pod izotropno obremenitvijo

Zgornje enacbe nam povedo, kako se obnasa izotropno telo pod vplivom (v splosnem) neizotropnih
napetosti. Ce bi bile tudi napetosti izotropne, tedaj je namreé¢ deformacijski tenzor pir, = —pdsx,
kjer je p ravno tlak, bi se morala nasa teorija reducirati na termodinamsko zvezo med izotropno
deformacijo, torej spremembo volumna, in tlakom. Poglejmo, ¢e to drzi.

Iz Hookeovega zakona lahko za izotropno obremenitev izpeljemo
Trpix = —=3p = 2uTru, + 3ATrug = (200 + 3A) Trugg. (2.62)

Spomnimo se enakosti Tru;; = %, kjer smo privzeli, da je pritisnjeni tlak majhen in je zato
tudi sprememba volumna (diferencialno) majhna. To nesemo v prejsnji rezultat

dVv
Ce to obrnemo, dobimo enacbo
3 1 /oV
= == 2.64
240+ 3\ Vv (8P> T (264)
(predpostavili smo, da je temperatura ves ¢as konstantna). Po drugi strani je to znan izraz iz
termodinamike: L oV 3
[z — S — 2.65
V(@P)T A YAEE ) (2:65)

Nasa teorija je torej v dani limiti popolnoma konsistentna s termodinamiko! Razli¢ni deli fizike
so sicer neodvisni, vendar pa vedno med seboj konsistentni.

2.5.2 Hookeov zakon in simetrija elasticnih teles

Razli¢na elasti¢na telesa so invariantna na razli¢ne simetrijske operacije, ki jih napravimo nad
njimi. Recimo, izotropno telo je invariantno na vse rotacije in zrcaljenja. Enoosno telo je
invariantno na rotacije okrog glavne osi itd.

Manjsa je simetrija, torej na manj simetrijskih operacij je telo invariantno, tezje je dobiti
prosto energijo. Vseeno pa lahko, ¢e se omejimo na linearno teorijo elasti¢nosti, zapiSemo nekaj
splosnih principov, ki veljajo ne glede na simetrijo.

Glede na to, da sta tenzorja napetosti in deformacije oba tenzorja drugega redu, nam (line-
arno) zvezo med njima v sploSnem posreduje tenzor Cetrtega reda (tenzor elasticnega modula):

Pik = KikimUim.
Glede na to, da sta tako tenzor napetosti, kot tenzor deformacije simetriéna tenzorja, mora

veljati

Kikim = Kritm = Kikmi = Kimik-
Zaradi tega od prvotnih 81 komponent tenzorja elasti¢nega modula ostane le 21 neodvisnih!

Poiskati jih moram za vsako vrsto simetrije posebej. Kot primer bomo obravnavali le Se telo
z enoosno simetrijo.
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2.5.3 Young-Poissonovi snovni konstanti

V tem poglavju se bomo omejili na homogene deformacije, kot je npr. razteg ali skréitev teles
vzdolZ njihovih osi. Imejmo palico, ki jo usmerimo v smeri osi z; Ob raztegu ali skréevanju
vzdolz te osi so sile na robni ploskvi enakomerne, zato jih bomo opisovali s tlakom p. Ker je
deformacija homogena, je deformacijski vektor u;; konstanten po celem telesu, ravno tako tudi
napetostni tenzor p;i, ki ga lahko zapiSemo brez vecjih tezav ob analizi robnih pogojev. Zunanjih
sil na plas¢ ni in je zato p;pni = 0; na povrsini je od 0 razlicna le komponenta p., = p. Zaradi
homogenosti deformacije privzamemo, da to velja tudi v notranjosti palice.

Zapisimo Hookov zakon za diagonalne elemente deformacijskega tenzorja:

A
e = = o
T
_ . 2.66
Uzz 1B+ 2/14)p ( )

Komponenta u,, nam meri vzdolzno deformacijo palice; za lazji zapis vpeljimo novo koli¢ino:

p

)
uZZ

E =

ki ji pravimo Youngov modul. Komponenti u,, in u,, podajata pre¢no deformacijo palice;
tokrat vpeljemo:

U U
c=——"2=-3 (2.67)
UZZ uZZ
ki ji pravimo Poissonovo Stevilo. Ti dve koli¢ini nadomestita Laméjevi konstanti p in A;
zapisimo transformacijske enacbe, ki prevedejo Youngov modul in Poissonovo stevilo v stari
nabor:

Eo E
= = . 2.
A= A 210 M7 2o (2:68)
V obratni smeri: (31 ) \
3A+2u)p
E=""""" 6=—" . 2.69
TS YT (2.69)

Vidimo, da je E pozitivno definiten, ¢ pa omejen na [—1,1/2]. To ugotovimo na slede¢ nacin:
e izrazimo o s pomocjo sisljivosti « in p, dobimo

3k — 24
_ 2.70
7 2(Br+2u)° (2:70)

i pa se seveda lahko spreminja na obmocju [0, 0o)!

Za Poissonovo razmerje ni nobene univerzalne vrednosti, ¢eprav je Poisson sam, na osnovi
teorije mikroskopskih sil trdil, da mora biti o = %. Za zelezo ponavadi jemljemo o = 0.3.

Prepisimo tudi ena¢bo Hookovega zakona v obliko, ki vsebuje E in o:

B+ —T s
ik = Us U104 s
Pik 1to k 11— 2 1104k

kjer je uy sled deformacijskega tenzorja, Tru;,. To enacbo lahko tudi obrnemo; izvedemo Tr na
njej, da ugotovimo zvezo med Tru;; in Trp;g:
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Slika 2.1: Youngov modul za razli¢ne snovi kot funkcija njihove gostote

FE 30
Trpie = 1+—0 (Truik + T 20Truik)

(faktor 3 v drugem ¢lenu na desni pride od Tr I). Torej:

1— 20
Tr Uik = Tr Uik = U =

Trpi, =
Pik = 195 E

pu.

To nesemo v Hookovo enacbo:

. _i 0+ g ﬂ 5.
pm_l+a Uik -2 E PuiOik

in dobimo na koncu

1+o0 o
= Uik = —p— | Pik — 1+o_pll5ik

Razliéne nabore elasti¢nih konstant lahko strnemo v taksno tabelo

izrazen(a) z A 1 E o
pn(BA+2p) A
A p P 20+
)\, p A(1—20) )\(1-1-027(1—20')
oFE
E o (+0)(1-20)  2(1+0)

Tabela 2.1: Zveze med razli¢nimi nabori elasticnih konstant.

Iz zgodovisnkih razlogov bomo v nadaljnjih formulacija izmeni¢no uporabljali tako Laméjev
kot Young - Poissonov nabor elasti¢nih konstant. Razli¢ne vrednosti Youngovega modula za
razli¢ne snovi prikazuje slika Sl. 2.5.3.
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2.6 Navierova enacba

L. Navier je se je ukvarjal z elasti¢nostjo Se preden je formuliral svoje znamenite ena¢be hidrodi-
namike. Svoje delo Lois de’l équilibre et du mouvement des corps solides élastiques je prebral 14
maja leta 1821 pred Aca’ emie des Sciences v Parizu, kar je nekako leto preden je objavil svoje
delo o hidrodinamiki. Njegovo izhodis¢ e v obeh primerih je bila molekularna hipoteza. Predpo-
stavil je, da med molekulami telesa delujejo doloéne sile kratkega dosega. Ce telo deformiramo,
se zaradi spremenjenih razdalj med molekulami pojavjo notranje napetosti v telesu, ki morajo
biti nasprotno enake zunanjim napetostim. na ta nacin je Navieru uspelo izpeljati zvezo med kot
bi danes rekli elasticnim modulom in odvisnostjo molekularnih sil od razdalje med molekulami.
Njegova izpeljava daje izraz

dr [ 4
Ma)‘N%/O drr f(r)a

kjer je f(r) molekularna sila. Njegovo delo je moéno kritiziral Poisson, vendar ga ni uspel bistveno
popraviti, razen v etem, da je za f(r) vzel nek priblizen analiticen izraz tipa f(r) ~ exp —r™.
Lamé je po drugi strani videl protislovje med zveznostjo snovi na eni strani in molekularni
hipotezo na drugi strani. Oba, Lamé in Cauchy sta se trudila formulirati teorijo elasti¢nosti na
tak nacin, da nikjer ne bi eksplicitno vsebovala molekularne hipoteze. To jima je tudi uspelo
in danes teorijo elsticnosti kakor tudi hidrodinamiko vpeljemo na Laméjev nacin ne da bi se pri
tem sklicevali na kakrsnokoli molekularno hipotezo v smislu Naviera.

(2.71)

Zdajle smo pripravljeni na resevanje Caucjyjeve enacbe gibanja® saj poznamo tudi zvezo
med napetostnim tenzorjem in tenzorjem deformacije. Zacnimo torej z

Opik
al‘k '

pits = pf + (2.72)

Tenzor napetosti je za izotropno telo podan s Hookeovim zakonom in zato lahko brez tezav
izracunamo njegovo divergenco 9p;x/Oxy:

Opik E  [(Ougy o Ouy
_ s Y 2.73
oxp, 1+o ( orr, 1—20 0xp k) ( )
Vemo, da je
1 /0u; Ouy
== 2.74
ik 2<8mk+6xi> (2.74)
in od tod sledi, da je
Ouip 1 0%u; L i@uk B 1 0%u; L 0 %
drr 2 39:2 dry Ox; ) 2 éh:i Ox; Oxy, )’
au” 1 8 811;1
— = —(2=———. 2.75
8£Uk 2 ( 81'k 8$l) ( )

Spoznamo, da so 9%u;/0%r;, kompomente Laplaceovega operatorja (V2u), du;/0x; komponente
divergence (V - u) in 0/0x), komponente gradienta (Vu). Upostevamo Se, da sta ! in k nema
indeksa in sestavimo oba ¢lena za divergenco. Dobimo:

opic  FE {éﬁui 1 (aaukﬂ

ory,  2(1+o0) 022 1-20 Ox; Oxy,

(2.76)

3omejili se bomo na izotropno trdno snov.
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Ce dobljeno enacbo razpisemo v vektorsko obliko, dobimo Navierovo enaébo:

E
pii = pf* + ———— |V2u +

o) 5 V(o). (2.77)

V arvnovesju je lokalni pospesek delov telesa enak ni¢. Ce delujemo na Navierovo enacbo v
staticnem ravnovesju z divergenco, potem dobimo

E(1-o0)

0=rV -4 e i =209

V3(V -u). (2.78)

Relativne spremembe lokalnega volumna telesa v staticnem ravnovesju so torej povezane z di-
vergenco zunanjih sil.

Navierova enacba jer parcialna diferencialna enacba za vektor deformacije. Da bi jo resili
sevad potrebujemo Se robne in zacetne pogoje. Robni pogoji so lahko formulirani za vektor
deformacije ali pa za komponente tenzorja napetosti an robu.

2.6.1 Lastnosti reSitev Navierove enacbe

Navierovo enacbo se splaca kdaj zapisati e nekoliko drugace, ¢e upostevamo vektorsko identiteto
VV-u=Vu+VxVxuy (2.79)

dobimo

1
pit = pf* + (1-0)VZu+ S (VxVxu)l. (2.80)

E
(1+0)(1—20)

V ravnovesju in Ce ne delujejo nobene zunanje sile sta leva stran in prvi ¢len na desni enaka 0.
Ostane nam

0=(1—-0)V?u+ %(v x V x u). (2.81)

Poglejmo si lastnosti funkcije u, ki zados¢a zgornji enacbi! Analizo zaénimo z izvajanjem V- na
zgornji enacbi
V- -Viu=VV. u (2.82)

Hkrati pa velja
V-V XxVxu=0,

in potemtakem sledi
V32V -u=0. (2.83)

Vidimo, da je V-u harmoniéna funkcija; ker Tru;;, = V-u opisuje relativno spremembo volumna,
se torej volumen spreminja harmoni¢no! Za funkcijo u izvemo Se ve¢, ko na Navierovo enacbo
delujemo z V? in upostevamo ravno dokazano harmoni¢nost V - u. Dobimo

V2V?u = 0. (2.84)

Torej je funkcija u biharmoni¢na. Navierova enacba, ki je osnovna enacCba elastomehanike, in
povezuje vektor deformacije z zunanjimi silami, je linearna parcialna vektorska enacba 2. reda.

65



2.6. NAVIEROVA ENACBA POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

2.6.2 Navierova enacba za nestisljivo elasti¢no telo

V mnogih primerih lahko stisljivost elasti¢nih teles zanemarimo, oziroma raziskujemo limito
Navierove enacbe v primeru zelo majhne stisljivosti. Tipi¢en primer bi bil studij deformacije
nasega planeta pod vplivom razliénih zunanjih in notranjih sil.

Hookov zakon za homogeno, izotropno telo se kot vemo glasi
Pik = Auiiik + 2. (2.85)

Vemo, da sled tenzorja deformacije opisuje stisljivost telesa. Za slabo stisljivo telo je potemtakem
elasti¢ni modul A zelo velik, medtem ko gre u;; — 0. Predpostavimo, da je v limiti njun produkt
kon¢en Au;; — —p in da lahko zapisemo Hookova zakon za nestisljivo telo kot

Pik = —Pik + 20, (2.86)
Statina Navierova enacba se v tem rpimeru glasi
0 = pf” + uV?u — Vp. (2.87)
K tej enacbi moramo seveda dodati Se pogoj za nestisljivost
V.-u=0. (2.88)

Iz tega pogoja dobimo, da mor ana robu nestisljivega telesa veljati

O:/v V~ud3r:jgv(u-n)d5’. (2.89)

Zgornji dve enacbi nam omogocata, da zapiSemo posebej Se enacbo za p sam. Delujmo na zgornjo
enabo En. 2.90 z divergenco in upostevajmo En. 2.88. Dobimo

0=pV - — V. (2.90)
Ce so zunanje sile konzervativne in se dajo izraziti s harmoniénim potencialom, torej
£ =VV in V2V =0,

potem seveda velja
0=pVV +uV?u—Vp in pa 0= V2p. (2.91)

Torej je tudi p harmoni¢na funkcija. Poglejmo Se, kako se v primeru nestisljivega elasti¢nega
telesa glasi robni pogoj na povrsini telesa V' z normalo ny = #&. Po definiciji napetostnega
tenzorja v tem primeru imamo

T; = pikng = —pni + jt <3$k ng + O%knk> . (2.92)

Ce sedaj definiramo tole koli¢ino

potem lahko robni pogoj prepisemo v obliki

Ti = pirne = —pni + Hog ™ T g <a£ - uz> . (2.94)
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Kot primer si poglejmo porazdelitev tlaka v nestisljivi krogli pod vplivom njene lastne gravitacije.
V tem primeru ne moremo imeti nobene deformacije, saj je volumska sila izotropna telo pa je
nestisljivo. Imamo pa seveda $e vedno lahko porazdelitev tlaka v telesu, saj mora biti njegova
povrsina neobremenjena. Gravitacija je konzervativna sila in jo lahko zapisemo s potencialom

£ =VV =V (—39r%). (2.95)
V tem primeru je resitev za p v obliki
plr) = 35 (a® = 1%). (290)

kjer smo upostevali, da mora biti povr§ina krogle neobremenjena in mora torej tam biti p = 0.
p ni torej nicdrugega kot tlak v nestisljivem telesu. Sila na povrsini krogle r = a je

Ti, = —p(r = a)ng, = 0. (2.97)

V primeru, da povrsina telesa ni krogla, pa¢ pa telo, ki ga opisuje povrsinska deformacija u;,
potem je gravitacijska sila na tej povrsini

(e —atu — pir= =Pl =y s = P9
T, = —p(x; = a+ui(a))ng = p(r—a)nk—kaxk(r—a)uz—k _(“)r(r_a)nka_ s
(2.98)

Ce torej povrsina ni krogla potem nanjo deluje v vsaki tocki neka gravitacijska sila enaka tezi
stolpca snovi, katerega viSina je doloCena z deformacijo krogle. Ta rezultat bomo uporabili
nekoliko kasneje.

2.7 Izbrane resitve Navierove enacbe

2.7.1 Gravitacijsko-rotacijski potencial vrtece se krogle

Razis¢imo potencial sile, ki ustreza skupnemu delovanju sile gravitacije in centrifugalne sile. Na
vsako vrtece se telo, deluje pravokotno na os centrifugalna sila, velikosti w?2R na enoto mase,
kjer je w kotna hitrost vrtenja in R oddaljenost od osi vrtenja. Smer sile je radialno navzven.
Taksno silo lahko predstavimo tudi s centrifugalnim potencialom oblike

Vo(r) = w?R? = Lw?r?sin ¢?, (2.99)

kjer je sedaj r oddaljenost od sredisca krogle, ¢ pa je polarni kot. Zapisimo nekoliko drugace
sedaj centrifugalni potencial in sicer takole

Ve(r) = swir?sing? = fw?r? — 2w?r?Py(cos ¢), (2.100)

kjer je P»(¢) = %Cz — % drugi Legendrov polinom. Za gravitacijski potencial pa ze vemo, da je
Va(r) = —1gr2. (2.101)
Celoten potencial volumsko porazdeljenih zunanjih sil je potentakem

V(r) = Va(r) + Vo(r) = —1g(1 — 22)r? — Lu2r2Py(cos 6). (2.102)

Prvi del tega potenciala, ki je sferi¢cno simetricen zaradi nestisljivosti krogle ne povzroca nobene
deformacije. Le-ta je povezana le z drugim ¢lenom potenciala, ki ima polarno simetrijo. Poglejmo
si, kako bi izrac¢unali to deformacijo.

67



2.8. ROTACIJSKA DEFORMACIJA PLANETA POGLAVJE 2. ELASTOMEHANIKA

2.8 Rotacijska deformacija planeta

Kot primer resevanja Navierove enacbe si poglejmo deformacijo vrtece se homogene krogle v
primeru, da je nestisljiva. S tem problemom se je v zvezi z obliko naSega planeta ukvarjal
Kelvin. Poglejmo si, kako resimo ta problem. Navierova enacba se v Laméjevem naboru elasti¢nih
konstant glasi

~Vp+ uViu+ pVV = 0. (2.103)

Predpostavimo, da ima zunanji potencial razvoj

VV = Zvn, (2.104)

kjer so V,, polarne krogelne funkcije regularne v izhodiséu in imajo torej obliko ™ P, (cos ¢), kjer
je ¢ azimutni kot. Del tlaka, ki je posledica gravitacijske sile, oziroma €lena Vg(r) v celotnem
potencialu, in torej nima oblike V;, nastopa aditivno v celotnem tlkau, saj je Navierova enacba
linearna in torej velja princip superpozicije.

Resitev Navierove enacbe sedaj zapisemo s takimle nastavkom: najprej za tlak
P=pY Vat D pns (2.105)
n n

kjer so p,, zopet neke harmoniéne funkcije in torej zadoscajo Laplaceovi enacbi. Za deformacijski
vektor pa vzamemo nastavek

u=>Y A;r*Vp,+ > Burpn+ Y o, (2.106)

kjer je ¢, zopet neka harmoni¢na funkcija, ki zados¢a Laplaceovi enacbi. V nadaljevanju se
bomo sklicevali na tele lastnosti harmonic¢nih funkcij, in sicer, ¢e je V,, harmoni¢na, potem mora
veljati

V2(rV,) =2VV,  (r-V)V, =nV,. (2.107)

Nastavka za tlak in deformacijski vektor sedaj vstavimo v Navierovo enacbo in upostevamo Se
pogoj za nestisljivost. Dobimo

= 2” ((271 - I)An + Bn)
2nA,, + B, (n + 3). (2.108)

0

Konstante A, B,, in pa povezavo med funkcijama p,,, ¢, in V,, bomo dobili iz robnega pogoja.
Pri tem bomo morali upostevati, da v celotnem tlaku nastopa tako del, ki je posledica potenciala
V., kot tudi del, ki je posledica gravitacisjkega potenciala Vi (r).

Robni pogoj kot ze vemo E, 2.94, se glasi

Ou; p [ 9¢
. ng + = (83:1- — ul> . (2.109)

T, =—pn; +

Upostevamo, da ima tlak sedaj dva dela. Del, ki prihaja iz sferi¢noi simetri¢nega gravitacijskega
potenciala in del, ki je posledica potenciala V,,. Zgornja enacba je ocitno linearna v odmiku
povrsine u(dV). Ce bi vzeli graviotacijski tlak kar na krogelni, torej nedeformirani povrsini, bi
bil njegov prispevek v zgornji enacbi ni¢. Vendar, ¢e hocemo biti konsistentni, moramo njegov
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prispevek izra¢unati na deformirani povrsini, saj bo le-ta prvega reda v deformciji, tako kot ostali
¢leni enacbe En. 2.109. Le-ta ima kot vemo obliko En. 2.98 —29(. Tako dobimo za zgornji robni

pogoj

oy r \ Ox; !

kjer smo upostevali, da mora biti v ravnovesju celotna sila na povrsino deformirane krogle enaka
ni¢, torej T; = 0. Pri nadaljnjem razvoju zgornje enacbe upostevamo, da je

= Anr®npn+ Y Bur’pn+ Y non, (2.111)

ou; 0
—fc:ﬂw+ulH%+”(< u), (2.110)

kjer smo upostevali identitete En. 2.107. S tenmi izrazi lahko robni pogoj izpeljemo v obliki, ki
vsebuje dva dela: eden je sorazmeren lokalni normali n; na mejno povrsino, ki je v najnizjem
redu kar normala krogle pri » = a, drugi del pa je sorazmeren gradientom funkcij p,, ¢,. Oba
posebej morata v splofiem biti enaka ni¢. Od tod dobimo sedaj dve enacbi
fpa—g (Anaznpn + Bna’p, + ngbn) = pVi — D + p (Apnpn + Br(n+ 2)py) (2.112)
in pa
2n
0=2A,np, — Bupn + ﬁqﬁn. (2.113)

Resitve teh enacb sta funkciji p, = pp(An, Bn, Vi) in én = ¢n(An, By, Vi), medtem ko A, B,
dobimo iz enacb En. 2.108.

Glede na to, da ima rotacijski potencial obliko V5 se v nadaljnjem omejimo na ta primer.

Dobimo 5 4
=—  By=-——1. 2.114
2211 27 a9y (2.114)

V istem primeru dobimo iz robnega pogoja Se

A

P2 = LE
B (1)
o - 24pa°Vs . (2.115)
SICEE)
Ta resitev pa vodi do tele oblike deformacije na robu
¢= @¢+M2>‘— BEE BT e e
=aqa 2 22”]32 = %_%(1_1_37(1)—%_%(14_3%(1) 2(Ccos Q). .

Ta izraz predstavlja tudi konéno recitev nasega problema. Prvi ga je zapisal Kelvin.
2.8.1 Galerkinov nastavek
V primeru elasti¢nega ravnovesja smo Navierovo enacbo izpeljali v obliki

Viu + 1_20VV~u:—w. (2.117)
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Ker je ta enacba vektorska, jo ne moremo brez razmisleka resiti tako elegantno, kot skalarne
enacbe iste vrste. Galerkin je predlagal slede¢o pot: najprej uvedemo Galerkinov vektor g, ki
naj bo takole povezan z vektorjem odmika

u=aVig-bV(V-g), (2.118)

kjer sta a in b zaenkrat Se poljubni konstanti.

Nastavek sedaj nesemo v Navierovo enacbo in dobimo:

aV*Vig —bV?VV - g+ : 7120 VV - (aV?g —bVV -g) = —Qp(lTJFU)f (2.119)
oziroma
aV*V3g —bV?VV - g + T (aV?VV -g—bVV -VV.g) = —w (2.120)
in Se
aV2Vig + (—b+ 1“__;7) VAVV . g = —M. (2.121)

Parametra a in b sta poljubna parametra nastavka in se ju splaca umeriti tako, da ¢len z V2VV-g
odpade:

a—b
—b= b= ——.
1—20 0= 2(1-o0)
Torej je nastavek Galerkina za a = 1 tak:
u=Vig-— #va (2.122)
2(1—-o0) ’ ’

Z njim smo Navierovo enacbo preoblikovali v

2p(1+0)f

202, _
V2Vig = o (2.123)

ki jo lazje resujemo. Ko enkrat dobimo g, u sledi po Galerkinu.

2.8.2 Kelvinov problem

Resimo zdaj Navierovo enacbo z Galerkinovim nastavkom za konkreten problem in poglejmo, ¢e
lahko kaj povemo tudi o splosni resitvi! Naj bo sila f diskretna zunanja sila skoncentrirana v
tocki rg, ki jo opisemo z Diracovo § funkcijo:

f =f£5°(r — o).

Taksnemu problemu v elastomehaniki pravimo tudi Kelvinov problem. Za resitev Kelvinovega
problema potrebujemo najprej fundamentalno reistev biharmoni¢ne enacbe

V2V2u(r) = 63(r — rg) (2.124)
v neskonénem prostoru. Da bi dobili to resitev si bomo pomagali z resitvijo Laplaceove enacbe
V2w(r) = 63(r — o) (2.125)
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ki je
1
= 2.126
w(r) 47T|I‘ _ r0| ( )
Torej mora veljati
1
2
= - 2.12
Vu(r) pr— (2.127)
Resitev te enacbe lahko brz zapisemo kot
u(r) = f% + const. (2.128)
Preverimo, da je to res resitev En. 2.127. Velja
r—ry 3 1 1
Vu(r) = V(V =-V- = =- 2.129
ulr) (Vulr) (87T|I‘—I‘0|) 87r|r—r0|+87r\r—ro| Ar|r — g’ ( )

kar je bilo treba dokazati. Torej sedaj vemo, da je reSitev biharmoni¢ne ena¢be En. 2.124 ravno
En. 2.128. Sedaj pa ze lahko resitev za Galerkinovo funkcijo pri Kelvinovem problemu zapisemo
kot 20(1 )
_2p(l+0

Izracunajmo Se u. Za to potrebujemo najprej

|r — rolf. (2.130)

o p(l+0) & ([ (r—ro)e\ pl+o)fi 1
20, O P (. _ i 2.131
v gﬁ@xig 4rE  Ox3 ( Ir — ro] ) 2rE  |r —ro|’ ( )
in nato Se
1 ;1 1 - —10);
ov.g_ O (o) _ et o) w0k
Ox; \ Oz, A7E  |r —ro] ArE |r —rg| |r—ro|
Ce sedaj postavimo vse skupaj nazaj v Galerkinov nastavek, tako konéno dobimo
p(l+o0) f (f-(r—ro)) (r—ro)
=" —4 . 2.1
) = S =i ((3 el TEENE (2.133)

To je resitev znamenitega Kelvinovega problema. Vekotr deformaicje pri Kelvinovem problemu
lahko primerjamo z vektorjem elektrostatskega polja pri dipolu, kjer je

P 3(p - (r —10))(r —ro)

E(r) = —
) dmeg|r — rol? dmeglr — rol®

(2.134)
Podobnost je oc¢itna, le da pri Kelvinovem problemu vektor deformacije pada z visjo potenco. Di-
polni moment pa je analogen zunanji gostoti sile. Zapisimo zgornjo resitev Kelvinovega problema
Se lahko Se nekoliko drugace

u;i(r) = Gix(r — o) fr, (2.135)
kjer je Gir(r — ro) fundamentalna resitev oziroma Greenov tenzor Kelvinovega problema 4:
p(l+o0) dik (r —ro)i(r — o)k
ik(r —To) = o — | (3 —4 2.136
Gir(r —ro) STE(1 — o) ( U)\r—r0| T roF ( )

4Ne mesati fundamentalne resitve vektorske diferencialne enacbe, ki jo tudi imenujemo Greenov tenzor, s
tenzorjem deformacije
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Prvi ¢len v oklepaju opisuje odziv v smeri sile, drugi ¢len pa spominja na dipol; tako sklepamo
na obliko odziva. Glede na konstrukcijo G;x(r — ro) mora zadoscati sledeéi diferencialni enac¢bi

2p(1+0)
E

V3G (r —ro) + V (ViGir) (r —rg) = — 85103 (r — rg). (2.137)

1—-20

Preveri zgornjo enacbo! Ce sila ni tockasta, temveé¢ zvezno porazdeljena, lahko ustrezno resitev
zlahka zapisemo v obliki (pokazi, da spodnji nastavek zares resi Navierovo enac¢bo) konvolucije:

u;(r) = /V Gir(r — ') fr(x))dPr'. (2.138)

S Kelvinovo resitvijo torej lahko sestavimo poljuben elastiéni odmik v sredstvu, v katerem je
podana prostorsko odvisna zunanja sila.

2.9 Elasti¢no valovanje

Poglejmo si elastiéno snov oblike kvadra s stranicami a, b in ¢, na katero ne delujejo nobene
zunanje sile. Nevierova enacba ima seveda obliko

pii = uViu+ A+ p)V(V - u). (2.139)

Sedaj uporabimo Helmholmtzov teorem. Le ta pravi, da se da vsak vektor u(r), odvisen od
prostorske koordinate, razstaviti na longitudinalno in transverzalno komponento:

u(r,t) = uy(r,t) + ue(r, t), (2.140)

tako da velja:
V xu(r,t) =0, V -ug(r,t) =0. (2.141)

To pomeni, da morata biti w(r,t) in ug(r,t) med sabo pravokotni. To se najbolje vidi, ¢e
zapisemo obe komponenti v Fourierovem prostoru, kjer mora veljati

k x w(k,t) =0, k-uy(k,t) =0.
To hkrati ze tudi pomeni, da sta longitudinalna in transverzalna komponenta med seboj pravo-
kotni (zakaj?):
u - ug = 0.
Nastavek za resitev Navierove enacbe sedaj zapisemo v obliki Fourierove transformacije tako

v prostorskem kot v ¢asovnem delu harmonskih valov. To pomeni, da resitev razstavimo na vsoto
potujocih harmonskih valov.

u(r,t) =Y Adk,w)e’ren), (2.142)
k,w

S tem nastavkom lahko Navierovo enacbo prepisemo v obliki

S e (o — ) Al w) — 0+ k(e Ak, w))) = 0. (2143)
k,w
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Ta enacba je seveda resljiva le, ¢e je determinanta tele matrike enaka nic:
det ((pw® — pk?)6;; — (A + p)kik;) = 0, (2.144)

oziroma
(p® — pk?)? = (pw? = pk?)2 (A + pk* = 0. (2.145)

Od tod pa dobimo za w tri resitve:

wiz == %k2
A2
W2 = A g (2.146)
P

Hitro se da ugotoviti (na Navierovo enacbo enkrat delujemo z V- in drugi¢ z V), da lastne
frekvence wy 2 opisujejo transverzalan valovanja (z dvema moznima polarizacijama) in lastna
frekvenca ws longitudinalna valovanja. Longitudinalna valovanja ustrezajo spreminjanju lokalne
gostote snovi in imajo zato vecjo elasti¢no konstanto (A +2u proti A za transverzalan valovanja).

2.9.1 Valovanja kot harmonski oscilatorji

2.10 Debyejev model trdnega telesa

Zgornja spoznanja bomo uporabili pri izra¢unu termicnih lastnosti trdne elasti¢ne snovi. Debye
5 je predpostavil, da poarzdelitev nihanj elastiénega telesa opisuje kvantna statisti¢na mehanika,
kjer se notranj energija oscilatorja s frekvenco v izraza kot

U(v) = —4— (2.147)

Ce vsa nihanja elasticnega telesa predstavljajo kvantne harmonske oscilatorje, potem je njegova
celotna notranja energija enaka

2 1 Vmax V3
C 0 e

1 Ct

kjer je po Debyeju V4. neka najvecja mozna frekvenca nihanja, ki jo izra¢unamo tako, da
izena¢imo celotnoi stevilo vibracijskih stanj s celotnim Stevilom prostostnih stopenj telesa.

Poglejmo si zato najprej celotno Stevilo stanj telesa, v katerem imamo elasticno valovanje z
valovnim vektorjem k. Predstavljajmo si, da je nas elasticen medij kocka s stranico L, na robu
katere mora biti vrednost vektorja elasti¢nega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kaksen drug robni
pogoj, a koncen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj
diskretne vrednosti podane z

(2.149)

5P. Debye, Ann. Physik 39 (1912) 789. Peter Debij (Debye) je bil nizozemski fizik, ki je izracunal lastna
nihanja elasti¢ne krogle s prosto povrsino in na osnovi teh resitev in takratne kvantne mehanike postavil model
trdnega telesa.
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kjer je n = (n1,n2,ng3,...) in so n; cela stevila. Ker je potemtakem dk = 2% dn, lahko za element
volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapisemo

27 21 27 (2m)3

kjer smo z V oznacili volumen kocke. Za diferencial celotnega Stevila valovnih stanj v telesu tako
lahko zapisemo

d®n, (2.150)

v
d*n = d’k. 2.151
Sedaj upostevamo, da imamo za vsak k£ lahko eno longitudinalno valovanje s hitrostjo Sirjenja
¢, = 4% in dve transverzalni valovanji s hitrostjo Sirjenja ¢; = % Tako dobimo, ¢e upostevamo
Se w = 27y, za celotno stevilo vseh vibracijskih stanj
\% 2.4rk? 4wk} 47 2 1
= [d d*n; = : L=V (5+ =5 ) 2.152
N / nt+/ = (27r)3( 5 73 sV \ata)” (2.152)

Dvoijka v prvem ¢lenu zgornjega oklepaja je posledica dejstva, da imajo transverzalna valovanja
lahko v splosnem dve medsebojno neodvisni smeri polarizacije, obe pravokotni na smer Sirjenja
valovanja. Longitudinalna valovanja polarizacije nimajo. Celotno Stevilo stanj med frekvencama
v in v + dv je potemtakem
2 1
AN = 47V (3 + 3) vidv. (2.153)
c c
1 1
Ce je elasticno telo sestavljeno iz N preprostih atomov (nimamo torej recimo rotacijskih prosto-
stnih stopenj), potem ima 3N prostostnih stopenj. Debye predlaga torej, da mora veljati

4 2 1 .
N=2Zv(Z+=)d,, =3N. (2.154)
Ce sedaj definiramo Se Debyejevo temperaturo kot © = h”% potem lahko celotno notranjo
energijo elasticnega telesa zapisemo kot
T\* (% yidy
U =9N(hvmaz) | = . 2.155
twni) (5) [ 224 (2.155)

Za trdne materiale kot je diamant je Debyejeva temperatura ~ 100K, za mehke materiale pa je
lahko le nekaj stopinj.

Pri zadosti visokih temperaturah je zgornja meja integracije © /7T < 1 in integrand lahko
razvijemo. Dobimo

[S)

U(T — o0) ~ 9N (hVmaz) <g>4 /0T v (1 — g + )y = 3N (hvimaz) (g) =3RT, (2.156)

kjer je R univerzalna plinska konstanta. To pa ni ni¢ drugega kot Dulong-Petitov zakon, ki pravi,
da ima specificna toplota preproste trdne snovi univerzalno vrednost

au
= —— = . 2.1
T = on 3R (2.157)
Za nizke temperature ©/T > 1, kar je fizikalno zanimivejsi primer, pa dobimo
4 roco 3 4 4
T v 3n* RT
UT — ~ 9N (hVmaz) | = dv = — ——, 2.158
(T — o)~ N (i) (g ) [ v =" 55 (2.158)
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y3 6t

kjer smo upostevali, da je fooo oi—7dy = 755- V tem ptrimeru pa specificno toploto izpeljemo kot
v 127t (T\?

= — = Rl=] . 2.159

TTAr T 5 <@> (2.159)

Enacba En. 9.131 je popolnoma analogna Stefan - Boltzmannovemu zakonu sevanja ¢rnega
telesa, saj za EM valovanje velja eksaktno, da ima neskonéno prostostnih stopenj in je zato zanj
Vmaz = 00. Vse na kar moramo paziti pri prehodu iz Debyejeve enac¢be do Stefan-Boltzmannove
enacbe je, da EM valovanje nima longitudinalnie komponente in imamo zato eno samo hitrost
Sirjenja valovanja z dvema polarizacijama.

2.11 Landau — Peierlsov teorem

Vektor deformacije po definiciji opisuje povprecne elasticne odmike v telesu. Zaradi termicnih
fluktuacij (Brownovega gibanja) posamezni deli telesa fluktuirajo okrog teh povprecij. Zvezen
opis medija je smiselen le, ¢e so te fluktuacije majhne v primerjavi s povpre¢jem. Ugotovimo, ce
to drzi.

Zacnimo z zapisom gostote proste energije v Young - Poissonovem naboru konstant

E 2 g 2
= fot s (i Tr2u),
f f0+2(1+0)(u1k+1_20 rUk)

potemtakem je prosta energija sama

E o
F=F+-——— [ (u Tr 2z )dV.
°+2(1+a)/(“1’“+1—20 )V

To je v bistvu elasticni Hamiltonian telesa saj predstavlja vso energijo, ki ustreza makro-
skopskim prostostnim stopnjam, ki jih opisuje vektor oziroma tenzor deformacije. Po ekviparti-
cijskemm teoremu pa vemo, da vsaka prostostna stopnja, ki v Hamiltonijanu nastopa kvadratno,
prispeva kpT k povprecni energiji. Ta razmislek nam bo pomagal izracunati velikost termi¢nih
fluktuacij vektorja deformacije v elasticnem mediju.

Ker predpostavimo, da imamo opravko z neskon¢énim elasti¢nim medijem (termodinamska
limita) nastavimo najprej deformacijski vektor v obliki superpozicije ravnih valov, torej v obliki
Fourierovega integrala ali vrste (razlika ni pomembna, zato bomo pisali simboli¢no ), , ki naj
pomeni bodisi seStevanje po diskretnih valovnih vektorjih ali pa integriranje po zveznem valovnem
vektorju)

u;(r) = Zui(k)eik‘x.
k
Od tod hitro lahko dobimo tudi deformacijski tenzor v Fourierovi reprezentaciji
1 /0w  Ouj 1 ikex
Uy = 3 (({9% +87$l :;§(Ulkj+ujkl)le .
Izraz znotraj vsote je ravno Fourierova transformiranka wu;(k):
i
U (k) = i(k‘ﬂ” + kl'LLj).
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Fourierovo transformiranko sledi deformacijskega tenzorja lahko potemtakem zapisemo kot
Tr Uy (k) = ikj'l.tj =ik -u.
Sedaj lahko vse to vstavimo v izraz za prosto energijo in dobimo:

_ E 2 2 1 2
FF0+4(1+0)Zk:<k [u(k)l* + |k u(k >

Tu naj opozorim, le Se na splosno definicijo kvadrata absolutne vrednosti kompleksne koli¢ine:
lt(k)]* = t(k)t* (k) = t(k)t(—k) (2.160)

kjer sem uposteval, da je t(r) realen in mora potemtakem veljati ¢t*(k) = t(—k). Domnevam, da
vam je to znano iz Analize II.

Preoblikujmo izraz za elasti¢no prosto energijo v obliko, kjer bodo nastopali le kvadrati
posameznih vektorjev, torej se hotemo znebiti skalarnega produkta, ki nastopa v zadnjem ¢lenu
in zato sklaplja med sabo razlicne komponente vektorja u. Sele tedaj bomo, namreé, lahko
uporabili ekviparticijski izrek.

Sedaj upostevamo ze znani Hlemholtzev teorem in nadomestimo vektor deformacije z vsoto
njegove longitudinalne in transverzalne komponente . Tako dobimo v enachi za prosto energijo:

E
F=Fy+—— k2 (uy? 2 k?u,? 2.161
0*4(1+a)zk:( (o + %) + 35 i), (2.161)
oziroma 5 ( )
21 — o
F=Fy+——— 20 RPa? K. 2.162
0+4(1+0)zk:(120 e (2.162)

S tem smo diagonalizirali prosto energijo: v izrazu nastopajo le kvadrati, ni nobenih mesanih
¢lenov.

Zdaj pa uporabimo ekviparticijski teorem: ¢e imamo v Hamiltonianu ¢lene, ki so popolni
kvadrati (npr. %kaﬂ, %mv%, ...), potem vsak ¢len (vsaka prostostna stopnja) prinese %kBT
energije. Elasti¢no prosto energijo v tem primeru obravnavamo kot elasti¢ni Hamiltonijan. To

je dopustno, saj opisuje vse relevatne makroskopske prostostne stopnje.

V nasem primeru s takim razmislekom dobimo

E(1-o0)
21+ 0)(1 — 20)

D
kK2 <u?>= EkBT,

E

D
—— Kk’ <w?® >= —kgT.
4(1+0) ! 2 B
V zgornjih izrazih sem predpostavil, da sta oba vektorja u; in uy D dimenzionalna. O tem
ve¢ malo kasneje. Povpreéni vrednosti kvadrata longitudinalne in transverzalne komponente sta
torej:

<u?(k) >= l;kBTQ(l(IFUZT()lE_kQQO)

4(1+0)
Ex?

D
, < ut2(k) >= gk’BT
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oziroma a )3 — 4o) 1
+o0o — 40
2 2 2
<u’(k) >=<w (k) >+ <uw (k) >= DkpT——F——.
(k) >=< w2 (k) {2(K) >= Dk TS0
Za povpreéno vrednost kvadrata neke koli¢ine pravimo tudi, da opisuje fluktuacije te koli¢ine
okrog povprecja. Elasti¢ne fluktuacije se torej spreminjajo kot 1/k?: vecji kot je k, manjsa
je fluktuacija. Ker je velikost valovnega vektorja k = 27", kjer je A valovna dolzina, pomeni
odvsinost fluktuacij kot k=2 to, da so najveéje fluktuacije tiste z veliko valovno dolzino. Torej
tiste, ki se v prostoru le pocasi spreminjajo!
To kar nas zanima pa niso toliko lokalne fluktuacije, ampak mera fluktuacij v celotnem
mediju. To lahko definiramo kot

1 1 1 (14+0)3—-40) 1
2 _ 2 D _ 2 _
<u>= D/<u(r)>d r Ek <u“(k) > Ek DkgT i-0) &

pri ¢emer smo uporabili Parsevalov teorem. Ce se ga ne spomnite, potem ga zapiSimo
eksplicitno

/|u(r)|2dDr = (k)2 (2.163)
k

Velja v poljubno dimenzionalnem prostoru, v katerem je volumski element d”r.

Sedaj se moramo konéno posvetiti temu, kaj pravzaprav pomeni ), . Predstavljajmo si,
da je na$ elasticen medij kocka v D dimenzionalnem prostoru, s stranico L, na robu katere
mora biti vrednost vektorja elasti¢nega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kaksen drug robni pogoj, a
koncen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj diskretne
vrednosti podane z

k=""n, (2.164)

kjer je n = (n1,n2,n3,...) in so n; cela stevila. ), torej pomeni sestevanje po vseh diskretnih
vrednostih k podanih z zgornjo enacbo. Ko vecamo volumen telesa (termodinamska limita:
L — o0) ta vsota zvezno prehaja v integral, saj so sosednje vrednosti k ¢edalje bolj skupaj
(zakaj?). Torej lahko v termodinamski limiti vsoto po k razpisemo kot

Zf(k) = Z f(ng,ny,nz,...) :ZAnIAnyAnz...f(n)
K

Mg My Nz .. {n}
- b
L — oo [ dngdnydn....f(n)= [ d”nf(n). (2.165)

V tem izrazu smo upostevali, da se sosednja stanja razlikujejo za An, = Any = An, = .-+ =
1. Preostane nam le Se tale razmislek: ker je dk = 2T’Tdn7 lahko za element volumna v D
dimenzionalnem Fourierovem prostoru zapisemo

27 (2m)P

An, --- = L-dPn, (2.166)

2T 2w
Dk = Z“An,—An, —
d L N L "y L VD

kjer smo z VP oznaéili volumen kocke v D dimenzionalnem prostoru. Potemtakem lahko zapisemo

D
> fk)=VP / (‘2177)1; f(k). (2.167)
k
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Sedaj smo pripravljeni, da velikost elasti¢nih fluktuacij ocenimo v poljubnem D dimenzionalnem
prostoru. Omejili se bomo le na D = 1,2, 3. Izpeljali smo namre¢, da velja

9 dPk 9 dPk (1+0)(3—40) 1

Poglejmo, kaj dobimo od tu za razlicne vrednosti demenzije D telesa. Oglejmo si rezultate za
D = 3,2 in 1, ki bodo opisovali elasticne fluktuacije v trodimezionalnem telesu, povrsini in
enodimenzionalnem telesu.

3D telo: integracijsko obmocje velikosti valovnega vektorja k je na zgornji meji omejeno z
razdaljo med dvema atomoma a (ne moremo imeti valovanja, ki ima valovno dolzino manjso kot
je razdalja med dvemna atomoma, kajti kaj le bi v takem primeru valovalo?), ter na spodnji z
velikostjo telesa , L (tudi tu je precej ocitno, da valovanja v telesu, ki ima vecjo valovno dolzino
kot je telo samo, ne more biti). To lahko zapisemo kot

27 27
kmin = 7 kmam = -
L a

Integral, ki je relevanten za izracun velikosti fluktuacij je v tem primeru

/27r/a 47Tk2 dk_l/Qﬂ/adk_l 21 21
on/r (2m)3K2 272 o /L 22 \ a L)

V termodinamski limiti L — oo torej velja

) 1+4+0)(3—40) 27
1 25— T—( —.
A, <t >= 3kl e T

Fluktuacije torej niso ni¢ odvisne od volumna telesa in so tudi v termodinamski limiti konéne.
3 dimenzionalna snov lahko torej obstaja v trdni obliki in jo lahko opiSemo z makroskopsko
(kontinuumsko) teorijo elasti¢nosti. Primer so kristalne mreze (NaCl).

2D telo: Spodnja in zgornja meja integrala sta enaki kot v 3D primeru. Integral pa je tokrat

/”/L 2rkdk 1 L
5318 = 5o log —.
r/a (2m)2%k 2m a

Tako dobimo za velikost elasti¢nih fluktuacij

) 1+0)3—40) 1 . L
1 2>=2 T(—— lim log —.
fcs <u’>=2kp E(l-o0) 2« Jct

V limiti L — oo vrednost elasticnih fluktuacij logaritemsko divergira. Taki snovi pravimo
kvazitrdna snov. Ceprav v termodinamski limiti elastiéne fluktuacije formalno divergirajo, pa
je ta divergenca Sibka (logaritemska). Zato je tudi za taksne snovi elasti¢ni opis v glavnem
ustrezen. Primer so nekatere vrste tekocih kristalov npr. kolumnarni tekoci kristal.
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1D telo: Tudi tokrat sta spodnja in zgornja meja enaki kot v prejsnjih primerih. Integral daje

/L dk 1
/ﬂ/a ork? ~ a2 L)

od koder sledi velikost elasti¢nih fluktuacij

. 14+0)(3—-40) 1
1 25—k T(—
Jim < u?>= kT =0 lim

Tokrat je v limiti L — oo divergenca linearna, elasti¢ne fluktuacije moc¢no divergirajo, in
nas opis nikakor ni ve¢ dober. Enodimenzionalne trdne snovi torej ne morejo obstajati, saj bi
velikanske elasti¢ne fluktuacije porusile vsak kristalni red.

Spoznanju, da ne moremo imeti reda dolgega dosega v enodimenzionalnih snoveh pravimo
tudi Landau - Peierlsov teorem.
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Poglavje 3

Hidrodinamika

Do sedaj smo obravnavali trdne snovi, ki se upirajo striznim silam. Nase sedanje obravnavano
sredstvo pa so tekocine, pri katerih v mirovanju po definiciji ni striznih sil. Le-te se pojavijo Sele
pri gibanju tekocine in so posledica viskoznosti tekoc¢ine. Viskoznost pomeni, da skozi tekoc¢ino
pri gibanju lahko tece tok gibalne koli¢ine tudi pravokotno na smer gibanja!

3.1 Hidrostatika

3.1.1 Osnovne enacbe hidrostatike

V mirovanju torej, kjer ni striznih sil, lahko zapiSemo napetostni tenzor kot
Pik = —DJik, (3.1)

kjer je p hidrostatski tlak. Zgornjo identiteto imenujemo tudi Pascalov zakon. Ce gremo s tem
nastavkom v Cauchyjevo ena¢bo bomo dobili

pv(r,t) = pf*(r,t) — Vp(r,t), (3.2)

kjer smo lokalni pospesek oznacili z odvodom hitrosti, sama hitrost pa je odvod polozaja delca
tekocine po Casu, oziroma v(r,t) = u(r,t). V primeru stacionarnega ravnovesja, kjer ni vec
odvidnosti od ¢asa, od tu dobimo

pt* = Vp(r) = pVU(r), (3.3)

kjer smo privzeli tudi obstoj potenciala zunanje sile. Zgornja enacba je osnovna enacba hidro-
statike. Poleg te enacbe imamo seveda Se termodinamsko funkcijo stanja, ki daje zvezo p = p(p).
V primeru, da je edina zunanja sila teznost, ki deluje v smeri osi z dobimo

op oUu

8z PP

kjer smo definirali gravitacijski potencial na enoto mase U(z) = —g,z. Zgornjo enacbo lahko
reSimo v obliki
[~ - ) (3.4
—_— = z9) — Z1)- .
p P(P)
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Ce poznamo enacbo stanja lahko sedaj dobimo eksplicitno resitev za p = p(2) oziroma p = p(2).
Poskusajte sami najti resitev za idealni plin!

Potreben pogoj za obstoj stacionarne resitve je torej obstoj potenciala zunanje sile. Ni pa
tudi zadosten. Zadosten pogoj je, da je ta potencial enoznacna funkcija koordinat saj mora tudi
porazdelitev tlaka, Ce naj opisuje stacionarno ravnovesje, biti enoznac¢na funckija koordinat.

3.1.2 Teorija plimovanja

Kot primer hidrostatike si poglejmo primer bibavice. Zemljo obravnavamo kot tekoco kroglo z
radijem Rp. Imamo maso tekoCine dm na povrsini te krogle, na katero delujeta sili teznosti
Zemlje z maso Mg in telesa z maso M (Lune). Oznacimo z r; radijvektor mase dm, z ro
radijvektor zemeljskega sredi§ca in z rg radijvektor Lune. Newtonova enacab za gibanje mase
dm se glasi
.. r d
dmi, = demMET—?) - deMﬁ’ (3.5)
kjer smo z d = r; — r3 oznacili radijvektor mase dm v koordinatnem sistemu Zemlje. Enacba
gibanja mase M same v gravitacijskem polju Zemlje pa se glasi

kjer je R = ry —r3. Ce sedaj prvo enacbo delimo z dm, drugo z Mg in ju odstejemo ter oznaéimo
relativno razdaljo r = r; — ry, dobimo
N r d R

Sedaj predpostavimo, da je razdalja med Mg in M veliko vecja kot razdalja med dm in sredis¢em
Mg, R > r. Ob upostevanju tega priblizka dobimo (izpelji!)

r—3 (1;'2") R) + 0(%). (3.8)

d R 1
& ORR

Enacbo gibanja za element mase dm v koordinatnem sistemu Mg torej lahko zapiSemo kot

(R-r)
R2

. r 1 .

kjer je ocitno f~ sila na enoto mase (dm), U(r) pa je seveda gravitacisjki potencial, ki ga iz En.
3.8 dobimo v obliki (preveri in zipelji!)

GMg GM (3(R-r)? 1
Ulr) =— TE— 7 (2( R2> —2r2>. (3.10)

Osnovna enacba hidrostatike se torej v tem primeru glasi

—pVU(r) = Vp(r). (3.11)

Od tod pa seveda za nestisljivo tekocino ze sledi resitev za odvisnost tlaka tekocine od r

.I‘2
o) = pCME GM<3(R) 1

P \s @ T 27"2) + const. (3.12)
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Za vrednost konstante vzamemo ker vrednost tlaka na povrsini Zemlje, torej const. = —p%7

¢e je masa M neskonc¢no oddaljena. Od tod pa, ¢e privzamemo, da je 7 ~ Rp in da je tlak na
povrsini zemlje p = 0 ter se omejimo zgolj na popravke najnizjega reda, ze sledi za bibavi¢no

amplitudo , ( -
M RL /(3R -1)? 1
—Rp~ B (22T ) 1
r—He AQ;R3(2 (rR)? 2) (8:13)

Prvotno kroglasta povrzina Zemlje se torej deformira v podolgovat elipsoid, ki ima daljso os
usmerjeno proti masi M. Ta rezultat je izpeljal ze Newton leta 1687. Iz zgornjega racuna sledi,

Slika 3.1: Oblika deformacije zemeljske povrsine zaradi gravitacijske sile Lune. Skala je seveda
nerealna.

da je najvecja plima pri (R-r) = +rR in najmanjsa oseka, kadar je ta skalaren produkt nié. Ce
plimovanje povzrocata dve nekolinearni telesi, kot npr. Luna in Sonce, potem je rezultirajoca
oblika povrsine troosni elipsoid. Kadar sta Sonce in Luna poravnana (polna Luna ali $¢ip)
je plima Se posebno velika, kadar pa sta Sonce in Luna pod pravim kotom se njun vpliv na
plimovanje deloma iznici.

Ker se Zemlja vrti okrog svoje osi, bosta bibavi¢na maksimuma sla preko vsake tocke na
zemeljski povrsini priblizno dvakrat na dan. Bolj natan¢no: ker se Luna zavrti okrog Zemlje
v 27% dnevih, bosta bibavi¢na maksimuma sla preko vsake tocke na zemeljski povrsini vsakih
24 + % ur. Visoka plima se torej zgodi vsakih 12h 26.5 min in je vsak dan 53 min kasnejsa.
Obe visoki plimi tudi nista enako visoki zaradi nagnjenosti Zemeljske osi, efekt ki ga potencira
Se lokalna topografija morske obale.

Zaradi bibavi¢nega pretakanja oceanov se disipira priblizno 5 tW mo¢i, kar zaustavlja vrtnje
Zemelje okoli osi s hitrostjo 28 s na stoletje. Deformacija zemeljske mase (pretezno oceanov)
namrec¢ne sledi veznico med Zemljo in Mesecem, pa¢ pa nekoliko zaostaja. Zaradi tega deluje na
Zemljo navor v smeri, ki zaustavlja njeno vrtenje. Pred 400 miljoni let je bil zaradi tega dan na
nasem planeti precej krajsi. Trajal je le 22 ur in leto je imelo 395 dni.

3.1.3 Potreben pogoj obstoja staticne resitve

Omenili smo, da je potreben pogoj za obstoj stacionarne resitve osnovnih enacb hidrostatike
enoznac¢nost potenciala zunanje sile. Poglejmo si to bolj podrobno na primeru.

Imejmo cilindric¢en prevoden rezervoar z radijem R napolnjen do visSine h s prevodno teko¢ino
(recimo raztopino soli). Skozi os valja napeljimo zico, ki je preko izvora povezana s prevodnim
plagéem valja. Od Zice naj proti plaséu valja tece tok I. Ustrezna gostota toka r ! v tekoéini
kaze seveda v radialni smeri in ima po definiciji velikost

il = : (3.14)

Obstoj gostote teko seveda pomeni, da se nosilci naboja v tekocini gibljejo v radialni smeri.
Celoten valj sedaj postavimo v magnetno polje z gostoto B, ki naj kaze v smeri osi valja. Zaradi
tega na gibajoce se nosilve naboja deluje gostota Lorentzove sile

f=jxB, (3.15)

1Glej predavanja iz Elektromagnetnega polja
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ki ima ¢itno le tangencialno komponento fy. Njena velikost je

1.B
= |f| = ) 3.16
fo=Ifl= 50 (3.16)
Ta gostota sile ima potemtakem potencial
1.B
Ulp) = ——¢. 3.17
(6)= -5 (317)
Za ta potencial je zgolj tangencialne komponente sile razlicna od ni¢ in enaka
oU(¢)
= ——, 3.18
Jo 00 (3.18)

kar pa ze vemo! Problem s tem potencialom pa je, da ni enozna¢na funzkcija ¢. Ko na-
mredbkrozimo os cilindra se potencial ne vrne na izhodis¢no vrednost ampak se spremeni za

I.B
27727rh'

Ker pa mora biti hidrostatski tlak enozna¢na funkcija koordinat zgornja ugotovitev pomeni,
da taksnega stacionarnega tlaka, ki bi uravnotezil silo f v tem primeru ni. Obstoja zgolj nesta-
cionarna resitev, ki pomeni, da se zacen tekoCina gobati v smeri zunanje sile. Dobimo cilindri¢ni
vrtinec, katerega tangencialna hitrost ima vrednost

LBt
- 2mrhp’

vy = |V] (3.19)

kjer je t as trajanja magnetnega polja (izpelji to zvezo!). Ce ne bi imeli trenja, bi seveda hitrost
stalno nara$cala.

Enoznacen potencial zunanje sile pa lahko dobimo, ¢e v valj vstavimo pregrado, ki sega
od osi do oboda. Ce izhodisée kota ¢ sedaj postavimo na mestio pregrade potencial sile ni veé
mnogoznacéna funkcija kota, saj kotov vecjih od 27 sedaj sploh ne moremo imeti. Tekocine se
hoce v tem primeru zavrteti, zato se njen nivo ob pregradi za¢ne dvigovati in sicer toliko ¢asa,
dokler teznost dvignjenega dela ne uravnotezi zunanje Lorentzove sile. V tem primeru dobimo
stacionarno resitev za tlak, ki opisuje na eni strani pregrade dvignjen in na drugi spuscen nivo
gladine tekocine.

3.2 Kinematika gibanja tekocin

3.2.1 Eulerjeve koordinate

Na pospesek tekocine lahko gledamo na dva mozna nac¢ina. Lahko se vprasamo: kako se spreminja
hitrost v doloceni tocki tekocine? ali pa: kako se spreminja hitrost dolocenega delcka tekocCine?
V prvem primeru govorimo o Eulerjevem opisu in v drugem o Lagrangeovem opisu, ki ga
seveda ze poznamo iz elastomehanike.

V Lagrangeovem 2 opisu se da polozaj vsakega delcka tekocine zapisati kot

r(t) = F(ro, 1),

2Nomenklatura je tu precej nezvesta zgodovini. Lagrangeovo metodo je odkril Euler, spoznal njene tezave in
jo zavrgel. Lagrange jo je kasneje le uspel s pridom uporabiti na nekaterih primerih. Dovolj, da je dobila ime po
njem. Sicer pa je vseeno, tako eden in drugi bi si ime zasluzila!
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kjer nam vektor ry predstavlja neko parametrizacijo delckov tekoCine v zaCetnem casu ty. Ob
zatetnem casu na vsak delcek tekocine obesimo zastavico ry in gledamo, skozi funkcijo F', kako

se giblje. Hitrost nekega delcka tekocine z zastavico rg je potemtakem kar v(t) = (%)ro oziroma

njegov pospesek lahko zapismo kot
ov
v(t) = | = . 3.20
¥(t) <w)m (320)

Torej preprosto in nazorno, kot pri elastomehaniki. Indeks ry pomeni, da moramo pri odvajanju
gledati dolocen delcek in njegove “zastavice” ne smemo menjati! Lagrangeova metoda zgleda
precej preprosta, ampak je v vecini primerov preve¢ zapletena, da bi jo uporabili.

Zato Eulerja niso toliko zanimali polozaji delcev tekoc¢ine, pa¢ pa le njeno hitrostno polje v
odvisnosti od koordinate v tekocini in ¢asa v(r,t). Od tu dobimo trajektorije delckov tekocine
dr

iz enacbe 9F = v(r,t), kar je precej zapleten sistem enach. Da bi sedaj izpeljali pospesek v

Eulerjevem opisu si oglejmo, za koliko se spremeni hitrost delcka tekocine v tem opisu.

Ta sprememba hitrosti je sestavljena iz dveh delov. Hitrost se spremeni najprej zato, ker je
hitrostno polje ¢asovno odvisno in se zato hitrost del¢ka tekocine spreminja s ¢asom. Spreminja
pa se tudi zato, ker se deléek tekocine v Casu dt prestavi s polozaja r v polozaj dr = v(r,t)dt
(do najnizjega reda). Zato lahko zapisemo

Dv =v(r + v(r,t)dt, t + dt) — v(r,t). (3.21)

Diferencial hitrosti smo tu oznacili z D, da ga lo¢imo od Lagrangeovega. Za majhne case od tod

dobimo
Dv(r,t)  Ov(r,t)
TSR + (v(r,t) - V)v(r,t), (3.22)
in temu odvodu ponavadi pravimo tudi snovni ali substancialni odvod. Drugemu ¢lenu v

zgornji enacbi pravimo tudi konvekcijski ¢len.

3.2.2 Eulerjeva identiteta

Sedaj, ko znamo locevati med ro = (xg,yo, 20) in r(t) = (z,y, z) koordinatami si poglejmo, kaj
se dogaja z Jacobijevo determinanto za prehod iz enih koordinat v druge. Ta nam bo namrec
povedala, kaj se dogaja z volumnom tekocine pri gibanju. Velja

oz Jy oz
— — T Y z
L0oi oz 6%/ 9z
BZO BZO 620

a.’lﬁi

J = det

Poglejmo si, kaj dobimo za %. Determinanto lahko najprej zapiSemo kot

Ox; Ox; Oxy

8.’£Qm 8:v0n 8x0p'

1
gemnp€ijk

Ce sedaj to odvajamo po ¢asu, dobimo vsoto treh ¢lenov. V vsakem od njih nastopa odvod tipa

0 a.’tl - a(El _< Or V) iy, (324)

&813(% N 8$0T N a.TOT
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Ce sedaj zapisem odvod Jacobiana eksplicitno dobim determinanto tele vrste

vy Oz + vy Oy + Ovg Oz 9y oz
oJ 599; oz dy Oxo 0z Oxq dxo Oxq
Ve Ox

_ vy 9 Ovy O 2] lé)
E—det 8xrm+dLyT:g)+ ;ZT;) ?yo 87;0 +det()+det() (325)
vy Oz Ouy Oy vy Oz Oy 9z

9z 9zg T 0y 9wg T 9 O D2y D20

V drugem clenu nastopa podobna determinanta kot v prvem, le da razpiSemo srednji stolpec za
komponento hitrosti v, in v zadnjem ¢lenu isto, le da razpisemo tretji stolpec za komponento
hitrosti v,. Determinanta prvega Clena se sedaj razcepi na vsoto treh determinant. Prva daje

‘98”; J, drugi dve pa sta nic saj vsebujeta po dva identi¢na stolpca. Tako na koncu dobim Eulerjevo
identiteto
aJ
— =J (V.v), 3.26
=T (V) (3.26)

ki jo bomo s pridom uporabili pri nadaljnjih izpeljavah.

3.2.3 Kontinuitetna enac¢a za maso tekocine

Poznamo tudi dejstvo, da se masa tekocine, ki jo spremljamo pri gibanju ohranja. Maso nekega
dela tekoc¢ine V (t) zapisemo kot M = fV(t) pdV . Ker se potujoca masa ne sme spreminjati mora

veljati
D

— p(r,t)dV = 0.

Upostevali smo substancialni odvod, saj zasledujemo maso v danem volumni med gibanjem.
Pri tem se oblika volumna lahko spreminja in je odvisna od ¢asa. Zgornji odvod bo najlazje
izrac¢unati, ¢e ga pretransformiramo s pomocjo Jacobiana v zacetni volumen Vj:

D

D ap aJ
Di v p(r, t)dV = Di /VO p(ro,t)J(ro, t)dVy = /VO <8tJ+ p@t) V. (3.27)

Sedaj pretransformiram ta integral nazaj v Eulerjeve koordinate, upostevam Eulerjevo identiteto

in dobim
D
/ (p +p(V - v)) dv =0. (3.28)

Sedaj razpisem Se substancialni odvod gostote in dobim

op B
En +V.-(pv)=0, (3:29)

kar je ravno kontinuitetna enacba za gostoto. Pravi, da se gostota lokalno lahko spreminja le, ¢e
v tisti del prostora tece ali iz njega izteka masni to j = pv! V primeru, da je tekocina nestisljiva:
% = 0, mora biti tok tekocine brez izvorov

V-v=0.
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3.2.4 Reynoldsov transportni teorem

Pri izpeljavah si bomo veliko pomagali z neko posplositvijo kontinuitetne enacbe, ki j oimenujemo
Reynoldsov transportni teorem. Zanima nas, kaj je 2 fv(t) p(r,t)F(r,t)dV, kjer je F(r,t) neka
poljubna funkcija gibanja teko¢ine. Postopamo podobno kot pri izpeljavi kontinuitetne enacbe
za gostoto, torej gremo iz Eulerjevih koordinat v zacetne koordinate, odvajamo tam, in gremo
nato nazaj v Eulerjeve koordinate. Takole:

D ap OF 0J
— HF(r,t)dV = —F — F— ) dVy =
b L, e D) x;(& T2+ &) Ve

DF D
= /V(t) (th + Fﬁp + Fp(V : V)) dv. (330)

Upostevamo kontinuitetno enacbo za gostoto pa dobimo Reynoldsov teorem v obliki

D

= av. (3.31)
Dt V(t)

p(r,t)F(r,t)dV = /V p(r,t)%?t)

3.2.5 Tokovnice in vrtinc¢nice

Tokovnica je vsaka ¢asovno odvisna krivulja v naravni parametrizaciji, za katero velja, da njena
smer sovpada s smerjo hitrosti v dani tocki

de(l,t)  v(r,t)

r(l,t) = = = t)|.
r(7 ) dl ’U(I‘,t)’ v |V(r7 )|
Veljajo torej enache
po e v dy vy dz e
Ta T YTa T e fTTa T w

oziroma v preglednejsi obliki
do_dy _ d:

(3.32)

Vp Uy U

Ce je tok stacionaren, torej ¢e hitrost ni funkcija ¢asa v(r,t) = v(r), potem dobimo za tokovnice
enacbo

o) — v(r)
(1) = o) (3.33)

V tem primeru oc¢itno poti delcev, ki jih dobimo iz hitrostnega polja s pomocjo enacbe

dr
i v(r)

sovpadajo s tokovnicami r(l), saj je naravni parameter sorazmeren kar ¢asu! Taksnemu toku
pravimo tudi laminaren tok.

Za vrtin¢nico pa velja, da njena smer sovpada s smerjo rotorja hitrosti v dani tocki

. _dr(l,t)  V xv(r,t)
) == = Woxvw )
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3.2.6 Kontinuitetne enacbe za idealne tekocine

Videli smo, da se v primeru neidealne, torej viskozne tekocine, njena energija ne ohranja. Zaradi
te disipacije energije ne moremo zapisati kontinuitetne enacbe niti za energijo niti za gibalno
koli¢ino. Zadeve so seveda drugacne v idealni tekoc¢ini. Poglejmo si kako.

Kontinuitetna enacba za energijo

Privzemimo, da opazujemo nestisljivo idealno tekocino, katere temperatura se stasoma ne spre-
minja. Pa mnozimo Eulerjevo enacbo,

P <g: + (v- V)V> = —Vp—+ pf (3.34)

skalarno z v ter upoStevajmo zvezo, ki jo najdemo v zbirki uporabnih formul

%V~v2:(v.V)v+vx(va) (3.35)
Dobimo naslednjo zvezo
pv?;t/V~Vppv~(;szv><(V><v)>+pf~v (3.36)
Skalarni produkt v - (v x (V x v)) je enak ni¢, saj mnozimo medsebojno pravokotna vektorja.
V primeru, ko je polje zunanjih sil konzervativno, ko je torej f = —V¢ sledi zveza
V-(@v) =(VY) v+ (V-v) (3.37)

ne smemo pa pozabiti na nas privzetek; tekoCina je nestisljiva, zato je V - v = 0! Ko vpeljemo
novi oznaki za gostoto kineti¢ne energije

1
€= —pv? (3.38)
2
in gostoto energijskega toka
. p 1,
.= g,z 3.39
j pV(p+2v +¢) (3.39)
lahko naso pravkar dobljeno zvezo zapiSemo v obliki kontinuitetne enacbe
Oe
—+V.j=0 3.40
5 TV (3.40)

Ce je tok stacionaren, tedaj v ni eksplicitno odvisen od asa, lahko kontinuitetno enacbo za
dani volumen (ki se ne giblje s tekoc¢ino) preoblikujemo v

1
|4

Poleg tega seveda velja tudi kontinuitetna enacba za gostoto, v tem primeru v obliki § pv-dS = 0.
Za integracijsko povrsino si sedaj izberemo infinitezimalno cev, ki oklepa tokovnico, definirano
kot ©(l) = ¥. Integral po plascu cevaste povrsine okrog tokovnice je enak ni¢, saj je normala
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plasca venomer pravokotna na tokovnico. Tako od ploskovnega integrala ostane le integracija pa
zacetni S in konéni S5 povrsini pravokotni na tokovnico. Torej dobimo

1 1
/ PUn (p + —v? ¢ ¢> -dS = / PUn (p + v + (;5) -dS / PUndS = pundS. (3.42)
S p 2 S5 p 2 51 S5

To spoznanje lahko zapiSsemo v obliki Bernoullijeve enac¢be za tokovnico,

pr 1, p2 1,

— 4+ =0 +¢1:f+*’U +¢2 343
o v 0y 32 (3.43)
Z drugimi besedami % + %UQ + ¢ = const., kjer je konstanta v splosnem drugacna za vsako
tokovnico.

Kontinuitetna enacba za gibalno koli¢ino

Predpostavimo, da je opazovana tekocCina idealna in se osredotoc¢imo na nek stacionaren volumen
V' v tej tekocini, ponavadi ga imenujemo tudi kontrolni volumen. Zapisimo gibalno koli¢ino
in njeno spreminjanje s casom.

G:/ pvdV

1%

dG; _ Op Ov;

dt /V (atv’+p ot ) v, (3:44)

kjer smo upostevali, da je volumen stacionaren in zato odvod po ¢asu ni substancialen. Ko
upostevamo Eulerjevo in kontinuitetno enacbo, ki se glasita

Ovi (O, \__9p
P\ o Yorn ) V) T T om

ap 0 B
pn + %(pvk) =0 (3.45)
dobimo e 5 5 5
i 9 _ o R 4
prai /V ( v; 21 (pvk) (pvk &ck) v; 3%—) dV (3.46)
to pa razvijemo Se naprej v
d ] - g ) - _prkvi _ 8]?
o /V pv;dV = /V 6tpvldV = / ( e axi) dv (3.47)

¢e sedaj uvedemo tenzor toka gibalne koli¢ine
Tik = Pik + PV (3.48)
dobimo kon¢no kontinuitetno enacbo za gibalno koli¢ino v obliki

ap’l}i 67%
ot oxy,

=0. (3.49)

Gostota gibalne koli¢ine se torej lahko spreminja le, ¢e v volumen doteka ali iz njega izteka tok
gibalne koli¢ine.
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3.3 Hidrodinamika idealnih tekoc¢in

3.3.1 Eulerjeva enacba

Oglejmo si najprej obnasanje idealne, neviskozne tekocine. Iz Navier-Stokesove enacbe ob priso-
tnostiu zunanjih sil neposredno sledi, ¢e postavimo ( =0 inn =0

p <(2: +(v- V)v) = —Vp+ of. (3.50)

Gornja enacba nosi ime po Leonhardu Eulerju. Euler jo je v njeni stati¢ni limiti najporej izpeljal
v delu Principes généraux de 'etat déquilibre des fluides leta 1775. Izpeljal je torej identiteto

Vp = pf. (3.51)

Podobno je ze pred njim razmisljal Clairaut, katerega delo je Euler posplosil. V popolni obliki,
ki torej velja tudi v primeru nestati¢nega ravnovesja, je Euler izpeljal svojo enac¢bo v delu . Nad
svojim odkritjem osnoven enacbe, oziroma Newtonovega zakona, za gibanje idealnih tekocin, je
bil zelo navdusen. Takole ga je opisal

Ce nam ne bo uspelo popolnoma razumeti gibanje teko¢in to nr smemo pripisati
mehaniki in neustreznemu razumevanju njenih nacel, pac¢ pa dejstvu, da nas je pustila
na cedilu analiza sama...3

Euler je slutil, da zgolj z analiti¢nimi prijemi ne bo mogoce resiti njegove nelinearne enacbe gi-
banja idealnih tekocin. Usklajen analiticno-eksperimentalni pristop je vse od postavitve osnovne
enacbe gibaja idealnih teko¢in omogocal napredek v razumevanju hidrodinamike. Ni torej prese-
netljivo, da se je Euler tudi intenzivno ukvarjal z vodno tehniko, predvsem s konstrukcijo turbin,
in na ta nac¢in sam pri sebi do najvecje mere prakticiral analiti¢cno-eksperimentalni pristop.

3.3.2 Kelvinov teorem o ohranjevanju cirkulacije

Naj bo nasa tekocina idealna. Definirajmo cirkulacijo takole:

= f v -dr, (3.52)
C(t)

kjer je C(t) poljubna zanka, ki se giblje skupaj s teko¢ino. Poskusimo odgovoriti, kako se obnasa
¢asovni odvod cirkulacije! Zanko C(t) parametriziramo z naravnim parametrom takole:

C(t): r(s,t),sel0,1], r(0,t)=r(1,1). (3.53)
Torej je substancialni odvod cirkulacije:
pr D (' or ' (Dvor D (or
= _ = . Zds = - d — = ]ds). 3.54
Dt Dt ), ¥ a5 /0 (Dtas s+th<83> s) (3:54)

3 Continuation des recherches sur la théorie du mouvement des fluides, Mémoires de 1’ Académie de Berlin, 1755
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To prevedemo nazaj na krivuljni integral:

E = Dverr/lva E ds = Dverr/lvans
Dt o C(t) Dt 0 0s Dt - C(t) Dt 0 0s
Dv 1/t
= —dr+- [ —vd 3.55
C(¢) Dt + 2A aSU s ( )
Integral na desni je enak 0, saj je s =0 in s = 1 ista tocka. Ostane nam:
Dr D
i ZVar = 77{ VP 4. (3.56)
Dt Jow Dt o P
Zapisimo sedaj diferencial specifi¢ne entalpije, to je entalpije na enoto mase,
d
dh = Tds + L. (3.57)
p

Kadar je tok izentropen (adiabaten), je ds = 0. Tedaj je dh = %dp7 od koder sledi odvisnost
med gradientom tlaka in gradientom specificne entalpije,

1
Vh=_Vp (3.58)

Potemtakem dobimo

I(t) = j{ v-dl= /(V X v) - dS = konst. (3.59)

c(t)

to pomeni, da se v irotacionalni teko¢ini, ki v zacetku ni imela vrtinénosti V x v(r,t = 0) = 0 ta
lastnost ohrani tudi za vse kasnejSe ¢ase. Taksnemu toku pravimo tudi potencialni tok, saj zanj
velja v = V¢, kjer je ¢ hitrostni potencial. Ce je tekocina brezvrtinéna, bo taka ostala za vedno,
¢e pa vsebuje vrtince, se bodo ohranili. Kelvinov teorem je torej teorem o ohranjevanju
vrtinénosti.

Eno od zanimivih posledic tega teorema dobimo, ¢esi pogledamo vrtinéno nit. Zanjo velja po
Stokesu [wdS =T = const. Ce je tekocina nestisljiva, mora veljati tudi [dSdz =V = const..
Od tod pa dobimo

I
ol ~ / iz, (3.60)

¢im daljsi je vrtinec, tem vecja je njegova vrtinénost! Ce torej zaénemo z vrtincem z neko
vrtinénostjo in ta vrtinec raztegnemo, se mu vrtin¢nost poveéa! S tem lahko pojasnimo opazanja
v zvezi s tornadi, ki so tem moc¢nejsi ¢im daljSa je tromba. Dolga tromba tornada ponavadi
nastane, kadar je horizontalen veter v zgornjih slojih ozra¢ja moc¢nejsi kot v spodnjih.

3.3.3 Dinamika vrtin¢énosti

Predpostavimo, da ni zunanjih sil, kar je dokaj standardna zahteva. Eulerjeva enacba se potem
glasi:

p <86: +(v- V)v) = —Vp. (3.61)
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Delujmo na enacbo 3.61 z rotorjem in oznac¢imo vrtinénost z w = V x v. UpoStevajmo Se, da
je rotor gradienta ni¢ in na koncu dobimo

p (%L: -V x(vx w)) =0, (3.62)

kjer smo upostevali Se tole identiteto (preveri predznake!)

%VU2:VX(VXV)+(V'V)V.

Sedaj upostevajmo Se tole precej neprijetno vektorsko identiteto
Vx(FxG)=(G-V)IF-(F-V)G+FV-G)-G(V-F).

Z upostevanjem te identitete, s pomocjo katere lahko razpisemo ¢len V x (v x w), konéno osta-

nemo z
ow

p (81? +(v- V)w> =plw - V)v — pw(V -v). (3.63)
Ta enacba je v sploSnem Se vedno prezapletena, da bi nas razsvetlila. Poglejmo si raje kakSen
zelo pomenljiv limitni primer. Za zacetek se omejimo na nestisljive tekoc¢ine: V - v = 0. Hkrati
si predstavljajo, da tekocina tece v zelo tanki plasti, tako da lahko njen tok obravnavamo kot
dvodimenzionalen (o tem Se ve¢ kasneje). Ob teh predpostavkah (pokazi!) lahko izpeljemo bolj
pohlevno verzijo zgornje enacbe

Dw ow
Pﬁ =p (815 + (V : V)w) =0, (364)

ki se dogaja v dvodimenzionalnem prostoru! Interpretacija te enacbe je precej nazorna. Podobna
je namre¢ difuzijski enacbi, razen da ima namesto parcialnega odvoda po Casu substancialen

odvod. To pomeni, da vrtinénost, ko se giblje skupaj s teko¢ino (substancialni odvod!) difundira
v tekocino.

3.3.4 Helmholtzov teorem o vrtin¢nosti

V primeru nestisljive, idealne tekoc¢ine lahko ena¢ho za vrtinénost En. 3.63 zapisemo tudi kot

p (88‘; + (v V)w) =p(w-V)v, (3.65)
oziroma Do
i = (w-V)v. (3.66)

kar imenujemo tudi Helmholtzova enacba. Hemlholtzov teorem, ki bo slonel na zgornji enacbi
je manj splosen od Kelvinovega, ker dodatno predpostavlja nestisljivost.

Vzemimo sedaj neko vrtinénico, za katero vemo, da velja po definiciji ¢(l,t) = % = ILL%I

Vzamemo dve bliznji tocki na tej vrtin¢nici ro —r; = R, za kateri mora seveda veljati po definiciji
R =Cuw, (3.67)
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kjer je C neka skalarna funkcija, odvisna od tega, kako si izberemo tocki. V ¢asu dt se tocki
premakneta v ro + vodt in ry 4+ vidt. Substancialni odvod razlike med tema dvema vektorjem
lahko zapigemo kot 4

D
ER:(R~V)V:C(L«J~V)V, (3.68)
od koder pa ze sledi
D D

Od tu pa lahko zakluc¢imo: Gasovno (substancialno) spreminjanje vektorja razlike med dvema
bliznjima tockama vzdolz vrtinénice je sorazmerno ¢asovnemu (substancialnemu) spreminjanju
V x v. Ce je torej en del tekocine ob nekem ¢asu na vrtinénici, potem tam ostane za vse Gase.
Bolj preprosta interpretacija te ugotovitve je, da se vrtinci gibljejo skupaj s tekocino in so ves
Cas sestavljeni iz istih elementov tekocine. To je bistvo Helmholtzovega teorema.

Poglejmo si nekaj zanimivih posledic. Recimo, da je vrtinénost zgolj v smeri z, torej w =
(0,0,w). Potemtakem dobimo iz Helmholtzove enacbe

Dw ov,,

Dt Yor

(3.70)

Ce torej hitrost naraica z z, oziroma ¢e je %”; > 0, se vrtin¢énost veca. Ta pojav zopet lahko

opazujemo pri atmosferskih vrtincih. Dviganje toplega zraka povzroc¢i ve¢anje vrtinénosti. To se
dobro vidi pri puscavskih vrtincih (“dust devils”).

Iz Helmholtzove enacbe tudi hitro sledi, da se vrtinénost za dvodimenzionalen tok ohtanja
(Dokazi!)
Dw
— =0. 3.71
D (3.71)
Najbolj slikovita ilustracija Helmholtzovega teorema pa so dimni obroc¢ki. Oba, Kelvin
in Helmholtz, sta se z njimi zelo rada igrala. Helmholtz je pri opazil skakajoce obrocke: dva
obrocka, ki se gibljeta v isti smeri na isti osi, se privlacita. Ko se dovolj priblizata se zadnji ozi
sprednji pa §iri. Nato zadnji skoci skozi sprednjega in se napihne. V idealni tekocini bi se to
skakanje ponavljalo neskon¢nokrat.

Ce posljemo dva obrocka enega proti drugemu pravokotno na njunu osi (eden naj bo rdec
drugi pa ¢rn), se najprej zdruzita in nato razcepita v smeri pravokotno na prvotno smer pri-
blizevanja. Nova obrocka sta pol rdece in pol ¢rne barve. Kelvin je bil z dinamiko obrockov tako
navdusen, da je 40 let pred Bohrom postavil vrtinéni model atoma, glej nizje.

3.3.5 Biot - Savartov zakon za vrtinéno nit

Poglejmo, kaksen je stacionaren tok tekocine, ¢e imamo v prostoru podano vrtincnost, ¢e torej
velja
V x v(r) = w(r). (3.72)

4Tu nimamo parcialnega odvoda po ¢asu, kot smo ga imeli pri hitrosti! V Eulerjevih koordinatah pacpolozaj
in hitrost ne nastopata simetri¢no.
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Podoben primer imamo tudi v teoriji magnetnega polja, kjer je V x B(r) sorazmeren gostoti
toka. Torej je vrtinénost v hidrodinamiki analogna gostoti toka v elektromagnetizmu. ReSitev
tega problema si sposodimo kar iz teorije magnetnega polja °

V(r):/VwW(r_IJ)dSr'. (3.73)

4rr|r — /|3

Ce je vrtinénost od ni¢ razliéna le na zanki C z jakostjo I', kar imenujemo tudi vrtinéna nit,
potem zgornja enacba preide (podobno kot pri magnetnem polju Zice) v

_ I dlx(r—r'(l)
v(r) = 47Tj£|r—r’(l)3 , (3.74)

kjer je dl element loka zanke C, [ pa je lok sam. S pomocjo zgornje enacbe bi zlahka dobili
hitrostno polje dimnega obrocka v ravnini.

Problem hitrostnega polja vrtinéne niti je o¢itno popolnoma analogen problemu magnetnega
polja zZice. + vrtin¢éne niti ima torej podoben pomen kot jakost toka po tanki zici v primeru
magnetnega polja.

Poglejmo si hitrostno polje okoli ravne vrtinéne niti. Ce najprej razmislimo o smeri hitrosti,
ki jo daje Biot - Savartov zakon, potem hitro uvidimo, da ima hitrost lahko zgolj polarno smer
v = (0, v4,0) in je lahko odvisna zgolj od absolutne razdalje med vrtinéno nitjo in tocko v kateri
opazujemo hitrost R. Za velikost hitrosti pa dobimo

r /+°° dlsin a

ve(R) = R (3.75)

a

— 00

kjer je a = |r — r’(I)| in « je kot med vektorjem r — r/(l) in dl. Iz geometrije problema lahko
razberemo

d
Ly fleosan gy Bda R (3.76)
sina sin” a sina
Od tod pa dobimo
T ) T .
vy(R) = Wk J, sin ada = R cosalf = R (3.77)
Ce se sedaj spomnimo definicije cirkulacije sledi, da je

?{v -dr =vy(R)2rR =T (3.78)

I je torej ravno Kelvinova cirkulacija.

3.3.6 Kelvinov vrtinéni model atoma

Helmholtz je svoja spoznanja o vrtin¢nosti objavil leta 1858. Nad njegovimi ugotovitvami je bil
edinburgski fizik Peter Guthrie Tait tako navdusen, da je o njih pripravil nekaj predavanj. Za
demonstracijo lastnosti vrtincev je izumil posebno napravo, s katero je lahko kontrolirano delal
dimne obrocke ¢ . S tem je nazorno pokazal, da veljajo sledece Helmholtzove ugotovitve

5Glej skripto predavanj iz elektromagnetnega polja.
6Gre preprostio za Skatlo z majhno luknjico, op kateri nalahko udarimo in tako skozi luknjico spustimo dimni
obrocek.
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e vrtinci se obnasajo kot neodvisni delci

pri trku se odbijajo kot elasti¢ne trdnine

imajo lastna nihanja okrog krozne oblike
e S0 neunicljivi

Na njegovih predavanjih na to temo je bil slu¢ajno prisoten tudi njegov kolega Sir William
Thompson, kasnejsi Lord Kelvin. Med Taitovim predavanjem je Kelvin dobil idejo, da bi se morda
dalo stabilnost in nedeljivost snovi razloziti s Helmholtzovimi vrtinci v etru, ¢e bi predpostavil, da
so ti na nek nacin analogni atomom. Zacenjsi leta 1867 je Kelvin zacel objavljati vrsto ¢lankov, v
katerih je izpeljal lastnosti atomov - vrtincev in skusal na tak nacin razloziti lastnosti snovi. Po
Kelvinu so atomi razlicno zavozlani vrtinci. Vozli morajo biti taksne vrste, da so atomi-vrtinci
stabilni.

Njegova teorija je zaradi svoje preprostosti in kot se je takrat zdelo tudi smiselnosti, naredila
velik vtis tudi na Jamesa Clerka Maxwella. Taitu je med drugim o Kelvinovih vozlih poslal
zelo zanimivo pismo, slika 3.3.6. Tait sam se je tako globoko pogreznil v Kelvinovo teorijo

Slika 3.2: Pismo, ki ga je Maxwell leta 1867 poslal Taitu, in ki kaze na to, kako zelo ga je zanimala
Kelvinova teorja o vrtinénih atomih.

snovi, da je sestavil neke vrste ”periodi¢ni sistemza vrtinéno snov, kjer so bili razli¢ni atomi
predstavljeni z razlicno zavozlanimi vrtinci. Taitov sistem vozlov je Se danes pomemben del
matematicne teorije vozlanja in Tait sam je pravgotovo njen zacetnik. Po prihodu kvantne

Slika 3.3: Nekaj vozlov, ki jih je prvi klasificiral P.G. Tait. Le-ti predstavljajo neke vrste peri-
odi¢ni sistem za vrtinéni model atoma. Vsak vozel po Kelvinu predstavlja eno stabilno stanje
vrtincev v etru.

mehanike je seveda Kelvinova teorija zatonila v pozabo, a ne za vedno. V zadnjem casu se
predvsem v fiziki kvantne gravitacije spet omenjajo vozli in njihove lastnosti kot pomemben
korak k boljsemu razumevanju kvantizirane gravitacije. Pomembni pa postajajo vrtnici in njihovo
vozlanje tudi pri razumevanjeu turbulence.

3.4 Potencialni tok nestisljive teko¢ine

Oglejmo si Se obnasanje idealnih tekoc¢in, katerih hitrostna polja lahko zapisemo kot v = V¢.
Taksna potencialna hitrostna polja so seveda tudi brezvrtinéna V x v = 0 in vemo, da vedno
ostanejo taksna. Ker je tekoc¢ina nestisljiva, V - v = 0 od tod sledi, da mora hitrostni potencial
zadoscati harmonicéni enacbi

V.-v=V¥=0. (3.79)

Robni pogoj, ki ga potrebujemo za resitev te enacbe je seveda, da je normalna komponenta
hitrsoti na robu tekocine enaka nic:

9
Falo = 0. (3.80)

V naslednjem razdelku si bomo ogledali nekaj posebnih primerov potencialnega toka, katerih
potenciali so resitve zgornje enacbe.
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3.4.1 Prvi integral Eulerjeve enacbe za potencialni tok

Poglejmo is prvi integral gibalnih enacb za taksne tokove! Po Eulerjevi enacbi ob uporabi ze
znane zveze

1
§V1}2=(V-V)V—VX (V xv)
pridelamo za potencialni tok (V x v = 0)
ov  1_ ,
p<at+2Vv ) =-Vp
Od tod takoj sledi
ov 1 Vp
i VT
o 27" T,
Uporabimo prej izpeljano zvezo med diferencialom entalpije in tlaka, pa dobimo

9 1, _

ali drugace: velja ohranitvena enacba

9 1,
n vt h = konst. (3.81)

Ta enacba je sicer zelo podobna Bernoullijevi enacbi, ki velja za nestisljivo idealno tekocino za
posamezno tokovnico. Pri potencialnem toku oc¢itno velja za vso teko¢ino, oziroma so konstante
na vsaki tokovnici identi¢ne.

V splosnem je konstanta v En. 3.81 lahko Se funkcija ¢asa. Ce pa se pri gibanju tekocine s
Casom ne spreminjajo zunanji pogoji (npr. zunanji tlak) ¢asovne odvisnosti nimamo.
3.4.2 Primeri potencialnega toka
Tok s konstantno hitrostjo
Ena od resitev Laplaceove enacbe je nedvomno

o(r)=a-r. (3.82)

Opisuje tok s konstantno hitrostjo, podan kar z v = V¢ = a.
Tok ob steni

Malo bolj zapletena resitev je tudi

1
P(r) = 5(agr;2 +by? + c2?), (3.83)
kjer mora veljati a + b+ ¢ = 0. Ce vazmemo b = a in ¢ = —2a. Od tod dobimo za tokovnice

enacbo (izpeljite jo!)

de:dy:dz=x:y:—2z,
kar nam daje za tokovnice v (x,y) ravnini premice, ki gredo skozi izhodis¢e, v (z,z) ravnini pa
hiperbole, ki imajo za asimptote  in z os. Ce malo pomeditiramo o tej resitvi hitro spoznamo,
da opisuje tok tekoc¢ine v negativni z smeri, ki je pravokoten na steno, ki sovpada z (z,y) ravnino.
Pokazi, da je temu res tako!
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Izvori in ponori

Iz elektrostatike vemo, da je tudi potencial ¢(r) = % harmonska funkcija, oziroma resitev La-

placeove enacbe. Vodi do toka tekocine zgolj v radialni smeri v, = —T%. Ce izra¢unamo masni
pretok, ki ga daje taksen tok, dobimo
p%v -dS = p/ vpr2dQ = —4mpb, (3.84)
4

kjer je € prostorski kot. TakSen potencial torej daje tok, ki bodisi izvira v izhodis¢u ali pa vanj
izginja, pa¢ v odvisnoti od predznaka b.

Tok ob valju s krozno kapico

Ce izvoru dodamo $e konstantno hitrost v smeri x osi, bomo dobili

¢(r) = ax — é (3.85)

r

Poglejmo si, kakSen tok predstavlja tak potencial. Na simetrijski osi z = 0,y = 0 dobimo

¢(r) = ax — g, kar nam daje za hitrost v = a — I—Z’Q. Ocitno je torej hitrost ni¢ v dveh tockah

x = £4/b/a. Fizikalno smiselen je seveda le preznak — (zakaj?). Tocki toka, v kateri je hitrost
enaka ni¢ pravimo tudi stagnacijska tocka toka.

Ce sedaj izrisemo vse tokovnice, ki ustrezajo gornjemu nastavku za potencial dobimo, da
opisuje obtekanje ob polneskonénem valju s krozno kapico (kako to ugotovimo?). Izvor je znotraj
tega valja in zgolj skrbi za to, da so zadosGeni robni pogoji na steni valja. Ce tokovnico, ki
gre skozi stagnacijsko tocko zavrtimo okrog x osi, se prostor razdeli na dva dela: zunanji del, v
katerega priteka tekocina iz neskonc¢nosti, in notranji del, v katerega priteka tekoc¢ina iz izvora.

Daley stran na desno od izvora, ampak znotraj valja, imamo tok tekocine § v - dS = ”‘f“,
kjer je d premer valja. Ta tok mora seveda priti iz izvora, za katerega ze vemo ¢ v -dS = 4nb. Z
drugimi besedami b = 6512—6“.

Tokovni dipol

Sedaj, ko vemo kaksen tok povzroca izvor, si poglejmo Se kaj dobimo, ¢e imamo blizu skupaj
izvor in ponor. V tem primeru je potencial
b b
o(r) = — — — (3.86)

T1 7”2’

kjer smo vzeli izvora premaknjena za t v x smeri: 11 = \/(z +t)2 + 42 + 22 in podobno 7y =

\/(;1: — )% 4+ y% + 22. V limiti, ko gre razdalja med izvorom in ponorom proti ni¢, vendar pri tem
ostane produkt bt = p konstanten dobimo potencial
_pT_ p(u-r)

th—r>n0 o(r) = r2r 3

: (3.87)

kjer smo vzeli za vektor u enotski vektor v smeri x osi. Zgornja analiza in rezultati so popolnoma
nalogni dipolnemu potencialu v elektrostatiki. V hidrodinamiki tak$no konfiguracijo hitrostnega
polja imenujemo tokovni dipol. Njegov potencial lahko zapisemo tudi kot

o(r) = p(l;?) r) = puV%. (3.88)

Ta potencial bomo uporabili v naslednjem razdelku.
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3.4.3 Obtekanje krogle

Za obtekanje krogle vemo, da je dale¢ stran hitrostno polje tekoc¢ine od kraja neodvisno in enako
u, tik ob krogli pa da je normalna komponenta hitrosti enaka 0.

Poskusimo najti ustrezen nastavek za ¢. V neskonénosti mora biti v toc¢ki r potencial enak
u-r, da bo hitrost tam enaka v = Vu-r = u. Ostali ¢leni v potencialu morajo biti zato taki, da
padajo proti 0, ko r — oo. Taki ¢leni morajo zapovrh Se zadostiti Laplaceovi enacbi. Iz vektorske
analize vemo, da so izrazi s tema dvema lastnostma %, A- V%, in vis§ji prostorski odvodi %, ali pa
njihova poljubna kombinacija. Visje ¢lene (tiste, ki jih prinesejo vi§ji odvodi) pa bomo v nasem
primeru odmislili, saj nam bo zadoscal ze gradientni ¢len.

Uvidimo, da ¢len % ne more nastopati v potencialu. Takemu ¢lenu namre¢ ustreza ponor
tekoc¢ine v krogli. To pa ne more biti, saj je tekocina nestisljiva! Zato tega ¢lena ni.

Koliksen pa je vektor A v gradientnem c¢lenu. Nas problem ima cilindri¢no simetrijo, os
katere kaze v smeri u. Zato mora A tudi kazati v to smer — kam pa bi drugam? S tem je nas
nastavek tak:

¢(r) :u-r~|—auV1 :u-r—aui3 (3.89)
r r
V tem potencialu spoznamo kar vsoto konstantnega toka in tokovnega dipola. Tokovnice v
taksnem toku prikazuje slika ??. Seveda so fizikalne le tokovnice zunaj krogle, tiste znotraj pa
predstavljajo nefizikalen del reSitve in so tam le zato, da je izpoljnjen robni pogoj na zunanji
povrsini krogle!

Slika 3.4: Tokovnice hitrostnega polja, ki ga pospisuje hitrostni potencial En. 3.89. Tokovnice
znotraj krogle predstavljajo seveda nefizkalen del resitve.

Taksnemu hitrostnemu potencialu ustreza hitrostno polje

r u

v(r) = V¢ =u+3a(u- r)ﬁ —ag (3.90)
Zadostimo robnemu pogoju, da bo normalna komponenta hitrosti na povrsini krogle enaka 0.
V ta namen si ogledamo projekcijo hitrosti na normalo I, kar dobimo s skalarnim produktom
hitrosti in normale, in zahtevamo, da je projekcija enaka 0O pri r = R:

v.rz(u.r)<1+%>:o, (3.91)
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kar da a = —%3. Hitrostno polje v svoji dokon¢ni obliki je potem
R3 r u
v(r) = Vo =u—— (3(u 1) - 73) . (3.92)

Za potrebe naslednjega odstavka opazimo, da je kvadrat hitrosti na povrsini krogle (r = R)
odvisen le od (u-r)%.

3.4.4 D’Alembertov paradoks

Oglejmo si, koliksna je sila, s katero idealna, nestisljiva tekoc¢ina deluje na kroglo, ko jo obteka
s hitrostjo u. Vzemimo, da prostornina, ki jo ima na voljo tekocinski tok, kar ves prostor, da so
torej mejne ploskve tekocine zelo dale¢ stran od krogle. Ugotovili bomo, da je ta sila enaka 0!

Hitrostno polje imamo, zapisimo torej izraz za silo. Gostota sile na enoto povrsine v smeri
n je enaka f; = pgng. Kot vedno v hidrodinamiki, je napetostni tenzor tudi tokrat enak
Ppik = —DPdik, Kjer je p tlak. Tlak dobimo iz Bernoullijeve enacbe:

1 1
P+ ipu2 =p+ 5;}02. (3.93)
Zanimali se bomo le za silo vzporedno z u, saj sile pravokotno nanjo iz simetrijskih razlogov ne
more biti. Gostoto te sile dobimo tako, da f; projeciramo na ¥:

fu = _péiknk% = —pni% =—p(n- B) = —pcosf (3.94)
U u U

0 je tu kot, ki ga oklepata normala na povrsino krogle n in u.

Integrirajmo torej gostoto sile na enoto povrsine po povrsini krogle, in vstavimo tlak.

™ 27
j{fudS = 7/ sinﬂd@Rz/ do (po+;p(u202)> cosf =
0 0

= 27R? /_11 cos 6 (po + %p (u® — v(cos(@))2)> d(cos @) (3.95)

Prej smo ze videli, da v v(cos #)? nastopajo le ¢leni, ki so bodisi konstante, bodisi premo soraz-

ru

merni s cos? 6 (= ( Ru)Q). Pod integralom tako integriramo le lihe funkcije (cos 8 df in cos® 0 df),
zato je sila na kroglo enaka 0.

Na prvi pogled je rezultat paradoksalen, saj bi intuitivno pricakovali neko silo. Toda ne
gre pozabiti, da smo privzeli, da je tekocina idealna. Rezultat bi lahko napovedali tudi brez
racuna, z uporabo zakona o ohranitvi energije: ¢e bi na kroglo delovala tekoc¢ina z neko silo, bi
ta pospesSevala, in s tem teko¢ini odvzemala energijo. Gostota kineti¢ne energije tekoc¢ine (% pv?)
precej pred kroglo in precej za njo pa je enaka (% pu? v obeh primerih), torej teko¢ina ni izgubila
nic energije, zato je tudi krogla ni mogla ni¢ prejeti.

d’Alembert je obznanil svoj paradoks v Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides leta 1752. Njegova izpeljava je seveda precej drugacna od tega, kar smo povedali zgoraj
in temelji v bistvu na simetriji hitrosti pred in za telesom v tekoc¢ini v smeri zunanje hitrosti.
O¢itno nasprotovanje med eksoperimentom in teorijo je sicer d’Alemberta motilo, a ne prevec, saj
je imelo v njegovem cCasu abstraktno umovanje primat nad kakr§nimkoli eksperimentom. Kljub
vsemu, pa v svojem Eseju pravi *

"R, Dugas, A history of mechanics, (Dover, 1988), str.299
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Moram pa priznati, da ne vem, kako bi lahko teorija zadovoljivo pojasnila upor
tekocin. Nasprotno, se mi zdi, da sledi iz te teorije na popolnoma rigorozen nacin,
da je upor teko¢in popolnoma nic¢en vsaj v nekaterih primerih. Ta ¢uden paradoks
izroéam geometrom 8, da ga razlozijo.

3.4.5 Resitev d’Alembertovega paradoksa

Fiziki so se dolgo ¢asa trudili, da bi resili d’Alembertov paradoks. Njegova konéna razresitev
je bila v spoznanju, da seveda paradoks sploh ne obstaja, saj smo pozabili na viskoznost. Pred
tem pa se je pojavila vrsta zelo duhovitih razresitev tega paradoks, ki niso predpostavljale, da
je izvor paradoksa pravzaprav v odsotnosti viskoznosti.

Najbolj znana je Kirchhoffova resitev. Predlagal je, da se tok za kroglo odlepi od povrsine
krogle. Zaradi tega nastane meja med teko¢ino in paro (podobno kot pri kavitaciji), ki povzroca
izgubljanje energije in s tem upor krogle. Rac¢uni kazejo, da bi moral taksen upor iti s kvadratom
hitrosti.

von Karman pa je predlagal, da pride do upora zato, ker krogla za sabo puSca sistem
vrtincev, ki se hranijo s kineti¢no energijo toka okrog krogle. Tudi von Kédrmanov upor bi moral
iti s kvadratom hitrosti. To je sicer res, a le pri velikih hitrostih.

Sele Stokesov zakon upora in upostevanje viskoznosti tekocine je dokonéno d’Alembertov
paradoks odstranilo s prizorisca.

3.5 Dvodimenzionalen tok idealne tekoc¢ine

Poglejmo si sedaj poseben primer toka, ko je tretja dimenzija zanemarljivo majhna. Taksne
tokove imamo na povrSinah in v primeru cilindri¢ne simetrije. Se posebno prav nam pridejo kot
problizek za aerodinamiko kril.

3.5.1 Dvodimenzionalen potencialni tok

Potencialen tok je takSen, za katerega velja V x v = 0, in za katerega ze vemo, da ga lahko
opiSemo s hitrostnim potencialom: v = V. Odtod kot vemo ze sledi V - v = V2<p = 0, torej
je hitrostni potencial ¢ harmoni¢na funkcija. V primeru dvodimenzionalnega toka priredimo
toku Se tokovno funkcijo v, ki jo definirata enacbi

Lo W
N
Vo= T (3.96)
kar zadoSca predpostavki o nestisljivi tekocini, torej
0 0 0? o2
vy Qe Ou O Y _y (3.97)

ox + dy  Oxdy B oyoxr

8Misljeni so seveda fiziki.
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7 upostevanjem definicije tokovne funkcije za irotacionalen tok sledi

_ Ovy, Ou, O 9Py
VXY = e Ty o Y

V3 = 0, (3.98)

torej je tudi tokovna funkcija harmoni¢na. Novo vpeljani funkciji ¢ in ¢ tako zados¢ata enacbam

b D000
* Jdxr Oy
v, = O _ W
Y dy Or
Vip = V% =0. (3.99)

Robni pogoj za funkcijo ¢ je pri stacionarnem robu oblike

¢ _
on

torej je za idealno tekocino na robu normalna komponenta hitrosti enaka 0.

0, (3.100)

3.5.2 Kompleksni potencial

Poznavanje kompleksne analize nam omogoca, da v enacbah, ki povezujejo funkciji ¢ in 1 pre-
poznamo Cauchy-Riemann-ove enakosti in lahko dvodimenzionalnemu toku idealne nestisljive
tekocCine pripisemo kompleksno funkcijo

w(z) = ¢(2) +i(2)
spremenljivke z = z + dy. Od tod sledi za kompleksno hitrost

_dw(z)  Op Oy O Op ,
’U(Z) P + 7/87 = 871] Zaiy = Vg — Wy, (3'101)

kar seveda velja zaradi veljavnosti Cauchy - Riemannovih enac¢b. Hitrostni potencial je torej
lahko poljubna analiti¢na funkcija. Katero pa bomo izbrali, je seveda odvisno od robnih pogojev,
geometrije robov in v splosnem od fizike problema.

Kompleksni potencial je v dvodimenzionalno hidrodinamiko idealnih tekocin vpeljal Euler
v svojem delu Continuation des recherches sur la théorie du mouvement des fluides leta 1755,
torej veliko prej, predno je Cauchy uvedel in sistematiziral pojem analiticne funkcije. Euler pri
tem analiticnem prijemu priznava, da je le nadaljevanje dela d’Alemberta.

3.5.3 Tokovnice v dveh dimenzijah

V dveh dimenzijah za tokovnico velja, glede na splo¢ne enacbe izpeljane ze prej, da je % = %,
x y
oziroma z drugimi besedami
vydx — vpdy = 0.

Ob upostevanju definicije tokovne funkcije ) pomeni

oy oy

y = —diyp =0.
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Tokovna funkcija mora torej na tokovnici imeti konstantno vrednost, kar opravicuje tudi njeno
ime.

Poglejmo si e, kaksen kot oklepata vektor hitrosti (tokovnica) in vektor Vi:

V-Vw:vxa—w—i— i

o vya—y = —Uy + vyv, = 0,

torej je gradient tokovne funkcije pravokoten na tokovnice, kar kaze na analogijo med hidrosta-

tiko in elektrostatiko, saj lahko gradient tokovne funkcije primerjamo s silnicami in tokovnice z
ekvipotencialnimi ploskvami elektrostatskega potenciala.

3.5.4 Pretok tekocine skozi krivuljo

Zopet nas zanimajo idealne teko¢ine. Za 3D tok tekocine definiramo pretok skozi ploskev kot

Q) = (a8 = [ Gnyas = p [ (vmas. j=pv,

v 2D pa po analogiji pretok skozi krivuljo

(B)
Q2 = / (vn)dl.
(4)

Normalni vektor na krivuljo izracunamo s pomocjo tangencialnega t = ¢ = (&, y) in zahteve o
njuni pravokotnosti t - n = 0, dobimo n = (=g, z). Za 2D tok je tako pretok skozi krivuljo enak

o ) B oy, 9y
Qo = p/ (—v29 + vy)dl = p/ (—vdy + vydx) = p/ (fa—dy — a—dx)
(A) (A) (A) Yy i

(B)
L / @y = p((B) — ¥(A))
(4)

torej je pretok skozi krivuljo sorazmeren razliki tokovne funkcije v konéni in zacetni tocki krivulje.

Poglejmo sedaj Se integral hitrosti po krivulji AB:

(B) (B) (B) (B)
/ v(z)dz = / (vg — fvy)(dx + idy) = / (vgdx + vydy) + z/ (vpdy — vydz)
( (4) (4) (4)

(B) (B)
/ vdl + / (vzdy — vydz) =T —iQ(2),
(4) (4)

kjer v I' prepoznamo analogijo s cirkulacijo, ki pa je definirana samo za zakljuc¢eno zanko.

3.5.5 Vrtinci v dveh dimenzijah

O dvodimenzionalnem potencialnem toku lahko govorimo tudi takrat, ko je vrtin¢nost od ni¢
razlicna le v izoliranih toc¢kah. Vzemimo vrtinc¢nico v smeri z osi. Tok je torej potencialen
povsod v prostoru razen na vrtin¢nici. Ce privzamemo, da ima le-ta zanemarljivo transverzalno
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dimenzijo (delta funkcija), potem lahko hitrost v (x,y) ravnini izra¢unamo iz Biot - Savartovega
zakona v cilindriénih koordinatah

vg = — v = 0. (3.102)

Oc¢itno T ni ni¢ drugega kot cirkulacija okrog vrtin¢nice

r= %v ~dr = /der7 (3.103)
c

oziroma je analogna naboju elektricnega polja v elektrostatiki. Za nadaljnjo analizo bo zelo
primerno, da zapiSemo hitrostno polje vrtinca v kompleksni reprezantaciji. Ce vzamemo

T r T ,
w(z) = —ig_Inz =0 —ig_lnr=¢+iy, (3.104)

dobimo za polarno komponento hitrosti ravno

09 T
Yy = @ == 2777‘. (3105)

Kompleksni potencial En. 3.104 torej opisuje dvodimezionalen vrtinec, oziroma tok okrog tro-
dimezionalne ravne vrtinénice. Ce imamo vrtinénice pri z; = (x1,y2), 22 itd., potem lahko 2D
hitrostno polje, ki ustreza taksni porazdelitvi vrtinénic zapisemo kot

w(z) = —% STz - 5) = Y wita) (3.106)

Po Helmholtzu se vsak vrtinec giblje skupaj s tekocino in je ves cas sestavljen iz istih delov
tekoc¢ine. Predstavljajmo si torej dva vrtinca. Prvi na mestu drugega daje hitrost

v(zg) = d%?IZZZQ, (3.107)

in analogno za hitrost, ki jo inducira drugi vrtinec na mestu prvega. Hitrost je seveda vedno
pravokotna na veznico med obema vrtincema. Ce je (ng,n,) vektor, ki kaze v smeri veznice med
vrtincema, potem ima hitrost smer (—n,,ng).

Iz tega lahko takoj uvidimo, da se dva vrtinca z istosmerno in po absolutni vrednosti enako
cirkulacijo gibljeta v krogu okrog razpolovisca razdalje, z nasprotno enakima cirkulacijama pa se
gibljeta skupaj v smeri pravokotno na veznico med njima (razmisli in razlozi!) s hitrostjo %,
kjer je a razdalja med njima. Poleg tega lahko tudi razumemo, da se vrtinec, ki se pribliza togi
steni zacne gibati v smeri vzporedno s steno (razmisli zakaj). Gibanje vrtincev s cirkulacijami, ki
niso enake po absolutni vrednosti je podobno, le da dva istosmerna vrtinca krozita okrog tezisca
hitrosti.

Zaradi istih vzrokov dimni obro¢ek potuje skozi mirujoco tekocino s hitrostjo % (ln(%) - %)
kjer je d dimenzija jedra vrtinca (v tem primeru namre¢ ne smemo vzeti, da je vrtinénica podana
z delta funkcijo), D pa njegov premer.
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3.5.6 Sistem dvodimenzionalnih vrtincev je Hamiltonski sistem

Predtavljajmo si N vrtincev, vsak s svojo cirkulacijo. Hitrostni potencial lahko zapismo kot
P
w(z) = ~5- gfi In(z — z).

Ce nas sedaj zanima kaksna je hitrost, ki jo vsi ostali vrtinci inducirajo na mestu vrtinca i,
dobimo

U’I‘(Z'I) - % igéj m Sin (,257,] = E
1 L dyi
i) = —5= —— CO8 Qij = ——, 3.108
Uy(z) 27T;|Zi—2j‘(305¢] dt ( )

kjer je ¢;; kot med smerjo veznice med ¢ tim in jtim vrtincem in osjo x. Zato seveda velja

sin Qsij = %
z J
€T — T

COS QSU H
z J

Vzemimo sedaj tole funkcijo, ki ji recimo kar Hamiltonijan,

1
H= _EZFIFJ ln|zi —Zj|. (3109)
i#]
Ce vpeljemo nove spremenljivke x; = /|T;[x; in y} = (sgnT;)\/Ti]yi, potem lahko zgornji sistem

enach zapiSemo v Hamiltonski obliki

dz, OH dy, OH

(2

(Preverite to identiteto). Glede na to, da sistem vrtincev uboga Hamiltonove enacbe gibanja
lahko hitro izpeljemo tudi

dH  OHdx, OHdy, OHOIH OHOH
an_gnrdr | gntdy,  GROit ORI ) 111
dt ~0d dt oy, dt 0z 0y 0y 0c ’ S

Hamiltonova funkcija je seveda konstanta gibanja! Posledica tega je, da vrtinci med sabo ne
morejo trkati! Ce je namrec |z; — z;| # 0 za t = 0, potem mora tak3en ostati za vse Case.

Ceprav smo ravnokar pokazali, da je sistem 2D vrtincev hamiltonski sistem, pa zanj ne
veljajo obi¢ajni Newtonovi zakoni. En sam vrtinec miruje in se ne more enakomerno gibati. Sele
¢e imamo najmanj dva vrtinca se lahko enakomerno gibljeta. Torej za vrtince ne velja klasicen
princip relativnosti, po katerem je mirovanje in enakomerno gibanje enakovredno! Zunanje sile,
ki se kazejo skozi delovanje enega vrtinca na drugega torej ne dolocajo pospeska vrtincev, kot bi
pricakovali po Newtonu, pa¢ pa dolaoc¢ajo njegovo hitrost.
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3.5.7 von Karmanova vrtinéna cesta

Pri dvodimenzionalnem viskoznem obtekanju krogle se za dovolj velike hitrosti za kroglo pojavi
strzen toka, ki je sestavljen iz dveh simetri¢nih nizov vrtincev (glej sliko 3.5.7). Pravimo mu tudi
von Kirménova vrtinéna cesta, po njenem odkritelju. Ceprav nastanek von Kérmanove
vrtinéne ceste zahteva viskozno obtakanje, pa se da mnoge njene lastnosti razumeti s stalisca
vrtinénosti v 2D neviskoznih tekoc¢inah.

G100,
olele

Slika 3.5: von Karmanova vrtinéna cesta, ki je nastala po dvodimenzionalnem obtekanju valja,
ki bi bil nekje dale¢ na levi strani slike. Vrtinci se nahajajo pri z = (£n + %)a + ib v zgornji
vrsti, in pri z = na v spodnji vrsti. V splotnem se vrytincna cesta ne giblje z enako hitrostjo kot
tok tekocine.

b

Ker je idealizirana von Karmanova vrtinéna cesta sestavljena iz dveh vodoravnih vrst vr-
tincev, ki se vrtijo v obratnih smereh (glej sliko), njihovo hitrostno polje inducira dolo¢eno
kolektivno hitrost, s katero se gibljejo. Poglejmo si to bolj natanéno! Vzemimo nek vrtinec v
zgornji vrsti. Hitrostno polje vseh ostalih vrtincev v isti vrsti, se glede na zimetrijo problema,
izni¢i. Ostane torej le hitrostno polje vrtincev v spodnji vrsti. n-ti vrtinec, ki ima x koordinato
x = na, v tej vrsti inducira povsod po (z,y) ravnini hitrostni potencial En. 3.106

i’ i z
w(z) = 5 log (z — na) = const. 5 log (1 na)‘ (3.112)
Konstanto v zgornji enacbi lahko tudi izpustimo, sa nas bo zanimalo le hitrsotyno polje, ki
je enako odvodu hitrostnega potenciala. Celotna vrsta vrtincev (—oo < n < 00) pa inducira
hitrostni potencial

i z i i z
w(z) == -log(1——)——logz—> -—log(l——). (3.113)

Vrtinec v izhodiséu x = 0 smo §teli posebej (zakaj?). Vrsto lahko zlahka sestejemo

il - 22
1

in dobimo za hitrostno polje

T
- f;—ﬂ log (Sin %’Z) (3.114)

= ——cot —. (3.115)

To je torej hitrostno polje, ki ga ustvarjajo vrtinci v spodnji vrsti. Na mestu prvega vrtinca v
zgornji vrsti z = § + b, je hitrsotno polje

dw(z = § +ib) il ( r b

7r
T4i™) =~ tanh . 11
2+Za> 5, tanh — (3.116)

= ——cot
dz 2a
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Slika 3.6: Primer von Karmanove vrtincne ceste za otokom Jan Mayen, ki lezi priblizno 650
km severovzhodno od Islandije v severnem Atlantiku. von Kédrménova vrtinéna cesta se razteza
priblizno 350 km dale¢. Slika: NASA Multi-angle Imaging SpectroRadiometer. Zaradi hidrodi-
namske podobnosti (glej naprej) lahko iste vrste fenomeni nastajajo na zelo razli¢énih skalah.

Isti rezultat bi dobili tudi za hitrost na mestu kateregakoli drugega vrtinca v zgornji vrsti. Celotna
vrtinéna cesta se torej giblje s hitrostjo

r b
V=g tanh . (3.117)

V geometriji slike, se torej vrtinéna cesta giblje na levo. Glede na to, da se celotna tekoc¢ina, v
kateri sedi valj, ki je izvor vrtincne ceste giblje v desno, recimo s hitrostjo u, je torej rezultanta
itrosti gibanja von Kéarméanove vrtincne ceste

r b
Urez = U — o~ tanh - (3.118)

von Karmén je med drugim pokazal tudi, da je opisana vrtin¢na cesta stabilna le, Ce je sinh %7‘(‘ =
1, torej e je 2 = 0.281.

3.6 Teorija kril

3.6.1 Tok okrog valja s cirkulacijo

Vsaka analiti¢na funkcija w(z) predstavlja resitev nekega potencialnega toka idealne nestisljive
tekocine v dveh dimenzijah. Pois¢imo tok tekocine za potencial oblike

ki predstavlja obtekanje valja z radijem a in cirkulacijo I'.
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7 upostevanjem polarne reprezentacije kompleksnega stevila z = re?” v limiti » — oo za
komponente hitrosti velja v, = vgcos? in vy = —vgsind, torej gre za tok s hitrostjo vy v smeri
osi z. w(z) razstavimo v hitrostni potencial in tokovno funkcijo w(z) = ¢ + i), kar nam daje

a? I
o(r, ) = vo(r+7)cosz9+%19

a? . . r
Y(r, ) = vo(rfT)smﬁf%lnr,

od koder sledita obe komponenti hitrosti z uporabo polarnega koordinatnega sistema iz enacbe
v=Vop

2
v = g—f:vo(lf%)cosﬂ
19¢ a’, . r
vy = ;%:7’00(14*7‘72)8111194’%- (3.119)

Sedaj lahko tudi enostavno izracunamo cirkulacijo tega toka.

P jfv(z)dz - /O% vn(r, )rdd = T (3.120)

Ker na tokovnici velja ¢ = const., iz izraza za ¢ (r = a) = 0 hitro ugotovimo, da povrsina valja
sama predstavlja tokovnico. Tocki na robu valja, kjer je tangencialna komponenta hitrosti enaka
0, sta stagnacijski tocki in se nahajata pri kotih , ki zadoS¢ajo enacbi

r

drvoa’

v(r=a)=0 — sind = (3.121)

Stevilo stagnacijskih tock je odvisno od cirkulacije. Ce je I' < 47vga potem sta tocki dve, ki prei
mejnem I' = 4mvga degenerirata v eno. Za I' > 4mvpa pa nimamo nobene stagnacisjke tocke na
obodu valja. Izracunajmo Se silo, ki deluje na valja. Za to najprej potrebujemo tlak (oziroma

8- e

.
>>>>

\
/)

\\

/\
A/\

m/_—_‘_\

AN

)

Slika 3.7: Trije primeri toka okrog valja s cirkupacijo: dve stagnacijski tocki, degeneriran primer
z eno stagnacijsko tocko in primer brez stagnacijskih tock.

razliko tlakov), ki ga izpeljemo iz Bernoullijeve enac¢be

1 1 1 r \°
Ap(r =a,d) = 5pv% - §pv(r =a,9)* = §pv3 <1 - (2 sind — 27m)0a> ) . (3.122)
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Od tod dobimo za silo, ki deluje na valj

2m
F, = Ap(r =a,¥)acosIdd =0
0
2T

F, = Ap(r = a,9¥)asin¥dd = pygT. (3.123)
0

Ceprav smo ta rezultat izpeljeli za obtekanje valja, pa se bo izkazalo, da ima precej bolj splogno
veljavnost. O tem prica teorem Kutta - Zukovski.

3.6.2 Teorem Kutta-Zukovski

Ta teorem je centralni teorem aerodinamike kril in razkriva silo na telo poljubne oblike, ki je v
nekem toku tekocine. Telo naj ima presek, ki je konstanten po njegovi dolzini, njegov rob C' pa
parametriziramo v zy ravnini z enacbama

dx = cos xdl
dy = sin xdl. (3.124)

Normala na ploskev je oblike n = (—y,4&) = (—siny,cosy) in je usmerjena navznoter. Tok
teko¢ine naj bo dale¢ stran oblike v = (v, 0). Povrsinska gostota sile na telo je po definiciji

fi = ik = —pn. (3.125)
Omejimo se na 2D primer, ko zapiSemo gostoto sile v zy ravnini
fi = (psinx, —pcosx). (3.126)

Oglejmo si izraz f, —if, = —pcosx — ipsin x = —pe’X in ga integrirajmo po robu profila krila.
Tako dobimo zvezo med komponentama sile na enoto dolzine v pre¢ni smeri

F, —iF, = f{ (fy —ife)dl = —74 pe'Xdl. (3.127)
c c
7 upostevanjem izraza za kompleksno reprezentacijo
dz = dx +idy = (cos x + isin x)dl = e™Xdl (3.128)
dolzinsko gostota sile preoblikujemo v
F,—iF, = —jlipdz. (3.129)

Za idealno nestisljivo tekocino velja oblika Bernoilli-jeve enacbe

1 1
p+ §pv2 =po + §pv§, (3.130)

od koder izrazimo tlak ) )
p=po+ 5pvg - 5’"’2' (3.131)

108



POGLAVJE 3. HIDRODINAMIKA 3.6. TEORIJA KRIL

Pri integraciji po zakljuCeni zanki C' je prispevek konstantnih ¢lenov enak 0, saj je sorazme-
ren razliki kompleksne spremenljivke z v konéni in zacetni, torej isti tocki, ker integriramo po
zakljuceni zanki. Z zadnjo enacbo preoblikujemo enacbo za dolzinsko gostoto sile na telo v

1
F, —iF, = fp% v2dz, (3.132)
2 C

kar imenujemo tudi Blasiusov teorem. Izberimo sedaj tocko zg v telesu (znotraj krivulje
(). Poznavanje kompleksne analize nam omogoca, da funkcijo v(z) razvijemo okrog tocke zg v
Laurantovo vrsto, saj vemo, da mora biti za velike z hitrost konstantna. Torej

U1 V2

= 3.133
v(z) UO+Z*ZO+(Z720)2+ ( )

Izra¢unajmo e Laurant-ovo vrsto za funkcijo v?(z)

2 242
V¥ (2) = R 4 UL LAY (3.134)
z—z0 (z2—20)

Koeficiente razvoja funkcije f(z) v vrsto

f(z) = 7;) =z (3.135)

doloc¢a enacba,

1 Ndz'
- 7% FE)d (3.136)
210 Jo (2 — zo)n 1
od koder za razvoj funkcij v in v? dobimo
1
vo= o Cv(z)dz
1
2 = — ¢ v . 1
VU1 57 CU (2)dz (3.137)
Od tod lahko izrazimo
f v2(2)dz = 2mi2ugv; = 21}0}{ v(z)dz. (3.138)
c c
Integriramo po robu preseka C' in dobimo
F, —iF, = pvof v(z)dz. (3.139)
c

V integralu prepoznamo cirkulacijo I' = fc v(z)dz, in kon¢no lahko potemtakem zapisemo
F, —iF, = pvol. (3.140)

To spoznanje imenujemo tudi teorem Kutta-Zukovski. V primeru gibanja tekoc¢ine v smeri
x je F, = 0, kar da primerjava kompleksne leve strani enacbe z realno desno stranjo. Edina
sila, ki deluje na telo, je tako sila, podana z Fj in je pravokotna na smer gibanja tekocine, kar
imenujemo tudi dinamiéni vzgon ali Magnusov efekt °. Ta sila je sorazmerna hitrosti v in je
pozitivna (kaze navzgor) v primeru, ko je cirkulacija pozitivna (v smeri urinega kazalca).

9Prvi ga je pravzaprav odkril Maxwell, prispevek Magnusa pa je bil precej malenkosten. Ime se ga je prijelo
iz precej obskurnih razlogov.
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3.6.3 Krilo Zukovskega

Zacnemo z hitrostnim potencialom za obtekanje valja s cirkulacijo. ZapiSemo ga v obliki ana-
litiéne funkcije
(2) TR LA (3.141)
w(z) =vy | 24+ — | —i—Inz, .
0 z 27
kjer je a radij valja, vy pa hitrost v & smeri dale¢ stran od valja. Ugotovili smo zZe, da je povrsina
valja tokovnica. Hkrati tudi vemo, da je sila na valj:

F, =0
F, = pvl, (3.142)

kjer je I' cirkulacija, definirana kot I' = ¢ v(z)dz, ki je pozitivna v smeri urnega kazalca. Silo,
ki deluje pravokotno na zunanjo hitrost, torej v y smeri smo poimenovali dinamiéni vzgon oz.
Magnusova sila.

Kako nam bo hitrostni potencial valja pomagal pri izra¢unu hitrostnega potenciala krila?
Zacnimo s tole preprosto ugotovitvijo: ¢e je w = w(z) analiti¢na funkcija z, in je tudi F = F(Z)
analiti¢na funkcija Z, potem sledi, da je tudi w = w(F(Z)) analiticna funkcija Z. Pravimo tudi,
da smo w konformno preslikali s preslikavo F'.

Vprasanje sedaj je, ¢e obstoja neka konformna preslikava, ki bo tok okrog valja w(z) pre-
slikala v tok okrog krila w(F(Z))? To vpraanje je resil Zukovski in nasel eksplicitno konformno
preslikavo med valjem in krilom. Poglejmo si nekaj korakov na tej poti. Za¢nimo s tole konformno

preslikavo
c? . 1 1
Z=z+— oziroma z = iZ + ZZQ -2 (3.143)
z

Da se izognemo vecznacnosti korenske funkcije vzamemo Ze[—2c¢, +2¢] in tisto vejo korena, ki
gre kot %Z za velike Z. Vprasanje je, v kaj ta konformna preslikava preslika valj z radijem a,
podan v polarnem zapisu kot z = a €%, ée vzamemo 0 < ¢ < a? Poglejmo v kaj preslikava En.
3.143 preslika rob valja. V komponentnem zapisu dobimo

c? ?
Z=X+1iY = (a—i—a) cost9+i<a—a> sin 6, (3.144)

oziroma, ¢e upostevamo, da je cos? 0 +sin?6 = 1

X2 Y2
+ =1, (3.145)
(a+2) (a-2)

a

kar ni ni¢ drugega kot enacba elipse. Ce nadalje vzamemo ¢ = a potem hitro uvidimo, da elipsa
degenerira v daljico med —2a in 2a. Ta daljica nam bo za sedaj sluzila kot grob model krila, ki
ga bomo kasneje Se dopolnili. Da pa bi bili blizje realnosti, bomo krilo nagnili za kot —« napram
smeri hitrosti v neskon¢nosti. V tem primeru dobimo za obtekanje valja

: a? T r
_ —ia 2t ) i _ .14
w(z) = vy (ze + e ) ig-Inz - ——a, (3.146)
kar nam daje za hitrost
dw(z) —ix a’2 i . F
v(z) = 7, — Vo <e -2 ) Tig (3.147)
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Sedaj pretransformirajmo hitrostno polje okrog valja v hitrostno polje okrog daljice [—2a, +2a]
s pomocjo konformne preslikave Zukovskega. Dobimo

. 2 .
dwdz (6’” e 6”) o r
W2 =z v (1 - —zf("‘z)) "o (z(z) - 7;(1;)) ’ .

kjer imamo odvisnost z(Z) podano v En. 3.143. Ponovimo: zgornja enacba opisuje obtekanje
nagnjene daljice v koordinatnem sistemu Z. Zal hitro ugotovimo, da hitrost, ki jo dobimo iz
zgornje enacbe divergira na robovih daljice [—2a,+2a], ki ustrezajo v z koordinatah totkam
[—a, +a]. Pa razvijmo zgornji izraz za z = a + €, kjer gre e — 0! Dobimo

- r
v(Z — 2a) = voe ¥ — <i4 - ivoasina) + O(e). (3.149)
T

Tu pa vstopi hipoteza Zukovskega, ki trdi: tok tekocine okrog krila mora biti taksen, da je
hitrost povsod konéna. Ce naj to velja, potem moramo seveda imeti (glej zgornjo enacbo)

I' = 4rvpasin a. (3.150)
Kar pomeni, da bo dinami¢ni vzgon na krilo
F, = 47pav] sin a. (3.151)

Vsekakor zanimiv rezultat, ki pa prikriva dejstvo (pokaze ga preprost racun), da smo se sicer
znebili divergence hitrosti na zadnjem robu krila, ne pa tudi na sprednjem, naletnem robu
krila. Zdravilo za to bolezen pa je precej preprosto. Namesto, da bi s konformno preslikavo
Zukovskega preslikali krog, ki preseka z os pri a in —a, premaknimo njegovo izhodisée za \ na
levo, tako da seka x os pri —a—2\ in a. S tem hkrati eliminiramo divergenco hitrosti na naletnem
krogu krila, hkrati pa Se krilo modificiramo iz daljice v nekaj solzi podobnega. V tem primeru
dobimo za dinami¢ni vzgon krila enacbo

F, = 4np(a + \)vg sin a. (3.152)

Seveda je A\ precej zapletena funkcija oblike krila, oz. obratno. Stvar lahko Se bolj zapletemo
in naredimo krilo Se bolj realisti¢no, ¢e tudi sredis¢e kroga premaknemo iz x osi v zgornjo
kompleksno ravnino. To pa Ze nekoliko presega nase zanimanje za stvar. Teorija krila Zukovskega
napoveduje odvisnost sin « od naletnega kota krila. Primerjava z eksperimentom pokaze, da je
to res le za majhne kote. Za vecje kote daje eksperiment vecje vrednosti dinamic¢nega vzgona
dokler ga pri nekem mejnem kotu ne spodje odlepitev mejnega sloja in turbulenca.

Dandanes pri nacrtovanju kril le redko uporabljamo analiticno teorijo, kot smo jo v najo-
snovnejsih potezah orisali zgoraj. Bolj obic¢ajno je, da tok okrog kril preprosto simuliramo. Zal
je tudi to precej netrivialna vaja, ki jo lahko uzenemo le z zelo zmogljivimi ra¢unalniki in sofi-
sdticiranim softwarom. Slika prikazuje rezultate numeric¢ne simulacije krila s pred- in zakrilci, ki
povecujejo njegov dinamiéni vzgon in ga delajo stabilnega tudi pri zelo velikih kotih naleta (pri
vzletanju in pristajanju).
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Slika 3.8: Primer tokovnic pri obtekanju valja, kjer je upostevana hipoteza Zukovskega za neko
izbrano vrednost parametra A. Vidimo, da se nad krilom tokovnice gostijo (ve¢ja hitrost)
pod krilom pa redé¢ijo (manjsa hitrost). Glede na Bernoullijevo enacbo to ze napoveduje obsto]
dinamic¢nega vzgona.
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Slika 3.9: Primer tokovnic pri numeri¢ni simulaciji trodelnega krila s pomoc¢jo programa AM-
BER2D izdelanega na University of Toronto Institute for Aerospace Studies, Computational
Aerodynamics Group.
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Poglavje 4

Elektromagnetno polje

4.0.4 Lagrangeova funkcija delca v EM polju

Zacnimo z Lorentzovo silo na gibajoci se naboj
F =¢(E+v xB), (4.1)

kjer je E jakost elektricnega polja in B gostota magnetnega polja. Zgornjo enacbo bi sedaj radi
zapisali v obliki Euler - Lagrangeove enacbe z ustrezno Lagrangeovo funkcijo. Ker je Lorentzova
sila vsoa dveh ¢lenov, mora potencial v Lagrangeovi funkciji vsebovati vsoto elektricnega in
magnetnega Clena. Magnetni del pa mora biti o¢itno linearen v hitrosti. Edini utrezni nastavek
za skalarno Lagrangeovo funkcijo mora biti oblike

L(r,i,t) = gmi? — ed(r,t) + ev(t) - A(r,1). (4.2)

Tu sta zaenkrat ¢(r, t) in A(r,t) popolnoma poljubni funkeiji. Kasneje bomo videli kaj pomenita.
Poglejmo kako je sedaj videti Euler - Lagrangeova enacba.

d /oL oL . dA
Ker je A = A(r,t) sledi, da je
dA 0A -
@ e T VVA
in od tod dobimo 9A
mit = —eVp — e~ e(v-V)A +eV(v-A). (4.4)
Ker je nadalje . .
eV(v-A)—(v-V)A=vx(V xA), (4.5)
dobimo torej
- 0A
mi = —e(Vo + E) +e(vx(VxA) (4.6)
Ce torej velja
- 0A
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je zgornja enatba natanéno enacba za Lorentzovo silo. Funkceiji ¢(r,t) in A(r,t) identificiramo
kot skalarni in vektorski potencial. Zanimiva posledica zgornjih zvez je

V-B=0. (4.8)

V tej enacbi pomo kasneje prepoznali eno od Maxwellovih ena¢b. Podobno posledico vpeljave
EM potencialov lahko izlus¢imo tudi iz

8A) 0 OB 19)

VxE:—Vx(Vgo—i—at ——a(VxA):—E.

To je seveda Se ena od Maxwellovih enach. Zgornji dve Maxwellovi enacbi staa neodvisni od

izvorov polja in govorita zgolj o lastnostih magnetnega in elektricnega polja v prostoru brez
izvorov..

4.0.5 Umeritvena invariantnost

Zveza med EM potencialoma in obema EM poljema dopusc¢a zanimivo moznost. Potenciala
dopolnimo s poljubno funkcijo {(r, ) in sicer na naslednji nacin

Al = A+V¢,
¢
! — - 2
o= o5 (4.10)

Poglejmo, ¢emu so enaka polja, ki ustrezajo tem novim potencialom. Za magnetno polje brez
tezav ugotovimo
B =VxA'=VxA+VxV(=VxA =B,

saj je V x V({ =0 za vsako (. Za elektricno polje pricakujemo podoben rezultat:

OA’
E = —-Vy-— =
Ve
o¢ O0A 0 0A
= VerVe T T Ve T

saj odvodi po prostoru in odvodi po ¢asu komutirajo. Vidimo torej, da imamo svobodno izbiro
pri dolo¢anju potencialov, in sicer vektorskemu lahko pritaknemo gradient skalarne funkcije,
skalarnemu pa ¢asovni odvod iste funkcije En. 4.10. Zvezama En. 4.10 pravimo umeritvena
transformacija. EM sta torej invariantni na umeritveno transformacijo potencialov.

4.0.6 Lagrangeova funkcija je invariantna na umeritveno transforma-
cijo

Radi bi ugotovili, ali so dobljene Euler-Lagrangeve enac¢be invariantne na umeritveno transfor-
macijo EM potencialov. Akcijo delca v zunanjem EM polju je glede na prejsen razdelek

@ /1 ) )
S= /(1) (2mr(t) —ep(r,t) + er(t) -A(r,t)> dt. (4.11)
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Vstavimo umeritveno transformirane elektromagnetne potenciale pa dobimo za novo akcijo

@1 o€ -
S = / [mi‘z—ego—ke—i-ei‘-A-Fe(I"'V)ﬁ dt =

S+e 1 %dtzS—&—e(g(l)—g(Z)). (4.12)

Euler-Lagrangeve enacbe so torej invariantne za umeritveno transformacijo, saj je drugi ¢len
transformirane akcije 8’ drugacen od S le na robovih, kar pa nima vpliva na Euler - Lagrangeove
enacbe.

4.0.7 Hamiltonova funkcija za delec v EM polju

Izpeljimo se Hamiltonovo funkcijo za delec v EM polju. Spet se najprej spomnimo, kako je le—ta
definirana. velja

H(p,r,t)=t-p—L (4.13)
pri ¢cemer je posploseni impulz
oL
= = 4.14
P= (4.14)
Zdaj pa ga zapiS$imo za nas primer. Velja torej
oL —eA
p:f:mr—‘—eA:}r:p € s (4.15)
or m
od koder ze sledi
1 1 D — cA
H:E(pfeA)pf%(pfeA)QJregofeA (p me > (4.16)
Konéno lahko torej zapisemo
1
H(p,2,) = 5 (B(1) — cA(x,1)? + el ). (117)

Tako smo dobili Hamiltonijan za delec v EM polju. Taksno obliko sklopitve med poljem in
delcem imenujemo tudi minimalno sklopitev in je osnova nerelativisticne kvantne mehanike
nabitih delcev.

Ce sta elektromagnetna potenciala, ki vstopata v Hamiltonijan ¢asovno odvisna, potem le-ta
ni ve¢ konstanta gibanja. Opozoriti moramo, da zgornja oblika Hamiltonove funkcije seveda ne
vsebuje polja, ki ga ustvarja sam delec in zaradi katerega bi seval in s tem Se dodatno izgubljal
energijo.

4.0.8 Hamiltonove enacbe za delec v EM polju

Poglejmo si se, kako zgledajo Hamiltonove enacbe za delec v zunanjem EM polju. Veljati mora
seveda

.o
. OH
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Prva Halitonova ena¢ba nam daje kar ze poznamo in sicer

N
=P me . (4.19)

Pri drugi je potrebno nekoliko ve¢ razmisljati, da ugotovimo, kaj pomeni. Imamo namrec

oH 1 2

Zadnji ¢len v zgornji enacbi vsebuje faktorje tegale tipa, recimo za komponen to x

0A, 0A, 0A,

% — 2e (py—eAy)W —26( €Az) Oz

2 (p - 6A)2 = —2e (px - eAz)

o (4.21)

Operator V tu seveda ne deluje na p, ker je ta zgolj funkcija ¢asa. Ce sedaj upostevamo Se En.
4.19 potem drugo Hamiltonovo enacbo lahko zapisemo kot

p= —% =—eVop+eV(v-A). (4.22)
Oziroma od tod
S i 0A
mv=p—eA:—eV¢+eV(v-A)—eE—e(v V)A =¢(E+v xB). (4.23)

To pa seveda ze tudi poznamo. Lorentzova sila.

4.0.9 Schwarzschildova invarianta

Za delec v EM polju ze vemo, da je njegova Lagrangeova funkcija

L= %mi'2 —ep(r,t) + e - A(r, t). (4.24)

Sklopitev med tockastim nabojem in EM poljem torej opisuje ¢len
Ls=—ep(r,t) +ev-Alr,t). (4.25)
Temu ¢lemu pravimo tudi Schwarzschieldova invarianta sklopitve med delcem in EM poljem.

V tej obliki seved avelja le za tockast delec. ¢len v nuji tockastega delca, ki gre na racun
Schwarzschieldove invariante lahko zapisemo tudi takole

/L‘Sdt /¢rtdt+e/v A(r,t)d /¢rtdt+e/A r, (4.26)

kjer smo preprosto upostevali, da je vdt = dr. Kasneje bomo videli, zakaj zgornjemu izrazu
pravimo, da je invarianta.
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4.0.10 Zvezno porazdeljena snov

Ce bi imeli ve¢ nabojev, i = 1, N, potem bi ustrezno Schwarzschieldovo invarianto zapisali takole

N N
Ls(N) == eip(ri,t) + Y eivi- Alrit). (4.27)
i=1 i=1

Sedaj si oredstavljajmo, da ti parcialni naboji v prostoru e; predstavljajo del zvezne porazdelitve
naboja z gostoto
e; = p(r;, t)dV;, (4.28)

kjer je p(r;) gostota naboja na mestu r; ob ¢asu t, dV; pa je majhen volumen okrog tega mesta.
Potemtakem lahko zapisemo

N
> el t) — /V p(0)6(rs, ) r. (4.20)

Podobno velja tudi za drugi ¢len

N
€;V; - r;, — r,t)v(r, r;, 3I'= . r, r;, 31'7 .
; A(ri,t) /Vp( v (e, t)¢(rs, t)d /VJ( ) (r;, t)d (4.30)

kjer smo vpeljali vektor gostote toka

3(r,8) = plr, Dv(r, ). (4.31)

Za Schwarzschieldovo invarianto potemtakem dobimo v primeru zvezne porazdelitve naboja po
prostoru izraz

Lg=— /p(rﬂf) o(r,t) dr + /j(r,t) -A(r,t) d°r. (4.32)

Zaradi integrala po volumnu lahko torej govorimo tudi o gostoti sklopitvenega ¢lena med snovjo
oz. delci in EM poljem. Gostota te sklopitve je torej podana z

Ls=—-pd+j-A. (4.33)

Pri zvezno porazdeljeni snovi ali zvezno porazdeljenih poljih moramo vedno govoriti o gostoti
Lagrangeove funkcije.

4.0.11 Lagrangeova funkcija EM polja in njegovih izvorov

Nalsednje vprasanje je, kako bi v Lagrangeovop funkcijo oziroma njeno gostoto vkljucili poleg
izvorov polja, torej Schwarzschieldovega ¢lena , tudi polje samo. Celotno gostoto Lagrangeove
funkcije za polje in njegove izvore bi zapisali takole

L(r,t) = Lp(r,t) — p(r,t) p(r,t) + j(r,t) - A(r,t), (4.34)

kjer smo z L sedaj oznacili celotno gostoto Lagrangeove funkcije za EM polje in izvore. To kar
Se ne poznamo je Lp, oz. gostota Lagrangeove funkcije za polje samo. Uganemo in kasneje
pokazemo, da je naSe ugibanje pravilno, da mora biti gostota Lagrangeove funkcije za polje samo

oblike 1 1
Lp(r,t) = —eoE*(r,t) — — B*(r,1). (4.35)
2 240
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To ugibanje bomo argumentirali a posteriori, ko bomo ugotovili, da vodi do pravilne oblike
Maxwellovih enacb. Za celotno akcijo EM polja in njegovih izvorov lahko sedaj zapiSemo

sz/cmﬂwmﬂz/(;dﬂmw—glB%nﬂ—Mnmﬂn@+mmyA@@>d%@

Ho
(4.36)
Pokazali bomo, da se v tej obliki akcije skriva celotna Maxwellova elektriodinamika. Dobro si
torej zapomnimo: gostota Lagrangeove funkcije elektromagnetnega polja in njegovih izvorov

ima obliko

1 1 B2
L=ZgyE?— " — i-A. 4.37
550 2 0 P+ (4.37)

Zanimivo je, da lahko Lagrangeovo funkcijo za poljem in njegove izvore zapiSemo tudi kot
1 B?
L=-cE*>—pp— (—j-A). (4.38)

Ce primerjamo Lagrangeovo funkcijo polja in izvorov z Lagrangeovo funkcijo delca v zunanjem
polju, najdemo nekaj zanimivih analogij. Elektricni del Lagrangeove funkcije se obnasa kot
kineti¢na energija polja, magnetni del pa se obnasa kot potencialna energija polja , ¢eprav ma-
gnetna energija pravzaprav ustreza gibanju nosilcev naboja, elektri¢na pa ne.

4.0.12 Euler-Lagrangeove enacbe za EM polje

Zdaj bomo iskali ekstrem akcije (65 = 0) in tako dobili Euler-Lagrangeve enacbe. Upamo, da
bodo to Maxwellove enacbe. Zopet naj velja: ¢ = p(r,t) in A = A(r,t).

- 0A
E = Ve 22
Ve 5
B = VxA (4.39)

medtem ko ima akcija elektromagnetnega polja skupaj z njegovimi izvori kot Ze vemo obliko
€ A\’ 1
S:/ ;(V<p+at> ——(VxA?—pp+j- A|ddt. (4.40)

240
Koordinate, ki opisujejo EM polje so potemtakem kar EM potenciali, A in ¢. Akcijo torej
variiramo po ”koordinatah polja”, A in ¢ saj sta p in j sta dana s porazdelitvijo in gibanjem
nabojev. Torej je

Sz/ﬁ@mﬂA@ﬁM%M (4.41)
kjer je gostoyta Lagrangeovo funkcije EM polja in njegovih izvorov

€0

. 0AN® 1
A = — — ) - — A)? — j-A. 4.42
Lot Al 0] = 3 (Vo4 57 ) = 5o (V X AP = ot (1.42)
Sedaj se zopet spomnimo klasi¢ne mehanske akcije
S = /L(r,i‘, t)dt. (4.43)
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Ce to akcijo variiramo dobimo ekstremalno resitev iz Eugler- Lagrangeove enacbe En. ??, torej
d (0L oL
— | =] ——=—=0. 4.44
dt < or ) or (4.44)
Z malo razmisleka lahko sedaj zapisemo Euler-Lagrangeove enacbe, ki sledijo iz akcije EM polja
in jih dobimo z variacijo akcije po ¢ in A. Torej, ¢e zatnemo z

S = / Lp(r,t), Ai(r, )] d3rdt, (4.45)
potem nam variacij apo skalarnem potencialu daje najprej
S e (f’f ) -~ (4.46)
) (7«;) a(Ve) v
variacija po vektorskem potencialu pa
0 oL = oL oL
—|—= | +V|——| — =0. 4.47
7 (sm) +* () 34 o

Pri obeh zgornjih izrazih smo upostevali prvi¢, da je Lagrangeova funkcija odvisna od S$tirih
parametrov: ¢ in z,y, z, ter da vsebuje vrednosti in odvode dveh polj ¢ in A.

Poglejmo najprej prvo enacbo za skalarni potencial ¢! Ker ¢ v gostoti Lagrangevega opera-
torja sploh ne nastopa, se ena¢ba En. 4.45 poenostavi v

- - 0A
oziroma, ¢e upostevamo zvezo med elektriénim poljem in obema potencialoma
Gov -E = p- (449)

To je ena izmed Maxwellovih enacb. Smo torej na dobri poti in upamo, da bomo ostale Maxwel-
love enacbe dobili z variacijo po vektorskem potencialu. Poglejmo.

To bomo storili po komponentah. Pokazali bomo za eno komponento in to posplosili na
preostali dve. Poglejmo si najprej komponento A,. Iz Euler - Lagrangeove enac¢be dobimo

ot \"\ oz " ot 0x \0(%)) "o \o(2) ) 02 \0 (5E) Je =
N , 9y

=0

R A, o /1 o /1
o+ =0 g~ (g (o M)~ gz (¥ xan))

=
(4.50)
Sedaj se pomnimo se naslednjih definicij komponent vektorskega produkta
0A 0A
VxA), = Yy _ =
e = (T
0A, O0A,
(VxA)y = (82_81’)
0A 0A
A), = - 4.51
wxan = (52-52) (151)
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in ra¢unajmo dalje:

0% ?A, 1 (82Ay 0?A,  9*A, 82Az>

o0t T e T \azay T 92 02 T 0s0x) T "

0?4, 1 0%A, 10%4, 1 0 [(0A 0A, 10 ,
S0 53 T a3 T s T—a- |5 +5er) = g (452)

ot o Oy o 0z Lo Ox \ Oy 0z c? ot
V oklepaju v zadnji enachi pristejmo in odstejmo ¢Clen 36‘1””, da dobimo:
0%A 1 1 0

T VA, + —— = j,. 4.53
0o o - ooz’ (4.53)

Sedaj upostevajmo, da je V x VA = V(V - A) — V2 A, kar nam potemtakem daje

o d (0A, 3¢
(V< (V x A)), = HoJo — €otio, < 5+ ax> . (4.54)

Ce nazadnje upostevamo e zvezo med elektriénim poljem in potencialoma dobimo preprosto x
komponento enacbe

. OE
VxB= 1ol + 60/105. (455)

To pa je zopet ravno ena od Maxwellovih enacb. Zberimo sedaj vse enacbe polja, ki smo jih
izpeljali v set Maxwellovih enacb.

4.0.13 Maxwellove enacbe

Za elektri¢no in magnetno polje smo torej izpeljali tele enacbe. Najprej obe enacbi, ki ne vsebu-
jeta izvorov

0B

V-B=0 VXE=—— 4.56
xB=-2, (4.56)
in anto drugi dve enacbi, ki vsebujeta izvore
OE
V-E=2  VxB=uj+eom=. (4.57)
€0 ot

Zgornje Stir enacbe so znamanite Maxwellove enacbe, ki popisujejo vse lastnosti EM polja v
prostoru. Tem enactbam lahko dodamoSe ena¢bo za ohranjanje naboja, ki jo dobimo, ¢e na
zadnjo enacbo delujemo z divergenco in upostevamo prvo enacbo, torej

p
V-j+—=—=0. 4.58
i+ 5 (4.58)
Tej enacbi pravimo tudi kontinuitetna enacba za naboj, oziroma ohranjevalni zakon za naboj.
Trdi, da je
0
— | pd’r = —]{(j -n)dS. (4.59)
ot Jv s
Naboj se v nekem delu prostora lahko spremeni le, ¢e vanj tece ali pa iz njega odteka toka. To
je vse kar hocemo vedeti o elektroimagnetnem polju.
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Poleg diferencialne oblike Maxwellovih enaé¢h, ki smo jo zapisali zgoraj, lahko dobimo tudi
integralno obliko. Vse zgornje enacbe integroramo po volumni in upostevamo izrek Gaussa in
Stokesa. To nas pripelje do

7{ BdS =0 f Bds=_2 [ Bds
V) (05) It Jis)
1 o
7{ EdS = 7/ Ar)dV Bds — uo/ JdS + copio— | EdS. (4.60)
@v) €0 Jov) 05) (s) ot Js)

Te enacbe lahko nazorno povemo tudi z besedami. Kako? Sedaj si poglejmo nekatere, nikakor
ne vse, pomembne posledice Maxwellovih enacb. Zaceli bomo z njihovim stati¢énim priblizkom.

4.1 Staticno elektricno polje

4.1.1 Coulombova sila med naboji

Elektrostatika raziskuje sile med mirujo¢imi naelektrenimi telesi, ki nosijo konstantne ¢asovno
nespremenljive naboje. Tockasto naelektreno telo deluje na drugo tockasto naelektreno telo z
elektricno silo F:

€12 I

_ r 4.61
dregr2 v’ (4.61)

kjer je permeabilnost vakuuma £y = 8.85 x 10712 (]Xf)z, pri ¢emer naboj merimo v Coulombih

C = As. Osnovni naboj ima vrednost 1.602 x 10719 C.

Zgornjo enacbo imenujemo Coulombov zakon. Vektor r kaze od naboja ey do ez, ¢e ratunamo
silo s katero deluje e; na es. Ce pa ra¢unamo silo s katero deluje es na eq, pa kaze r v nasprotno
smer. Sila med enako nabitima telesoma je odbojna, ¢e je e;es > 0, med razlitno nabitima pa
privlacna, Ce je ejes < 0.

4.1.2 Velikost elektricnega naboja

Elektri¢ni naboj merimo v Coulombih C' = As. O velikosti nabojev v naravi se najbolje podué¢imo
z nekaj primeri.

Pojav Velikost elektricnega naboja
Najmanjsi naboj v naravi (kvark) 0.5 x 1071°C
Naboj elektrona 1.6 x 10719C
Naboj na majhnem kondenzatorju 10-7C
Naboj, ki stece pri povpreé¢nem blisku 1 —100C
Naboj shranjen v avtomobilski bateriji 0.2MC
Naboj na nasem planetu 1MC
Naboj, ki ga proizvede povprecna elektrarna v enem letu 3 x 10!C
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4.1.3 Jakost elektricnega polja

Coulombova obravnava elektri¢ne sile temelji na prepostavki,da naboj e; deluje na naboj ey skozi
prazen prostor na daljavo. V Faradayevi oz. Mazwellovi sliki pa delovanje na daljavo zamenjamo
z delovanjem elektriénega polja, ki je nekakSen posrednik delovanja naboja na naboj. V tej sliki
si predstavljamo, da naboj e; okrog sebe ustvari elektricno polje, ki potem deluje na naboj es
(isto velja tudi za naboj e2). Seveda polje, ki ga ustvari naboj, na isti naboj ne more delovati.
Vsaki tocki elektriénega polja priredimo jakost elektriénega polja E.

Elektri¢no silo, s katero elektriéno polje deluje na naboj, izracunamo z enacbo:
F = ¢E. (4.62)

Po definiciji ima vektor E isto smer, kot sila na tockasto pozitivno naelektreno telo. S pomocjo
Coulombovega zakona ugotovimo, da za jakost elektri¢nega polja v okolici naboja e velja

e r
= . 4.63
dregr?r ( )

Vasih, ko bop= iz konteksta jasno kaj mislimo, bomo namesto nerodnega jakost elektrinega polja
uporabljali kar okrajsavo elektricno polje.
4.1.4 Velikost jakosti elektriénega polja

Jakost elektri¢nega polja merimo v % oziroma v % Kako velika je ta enota se nejbolje ugotovi,
e si pogledamo nekaj vrednosti jakosti elektricnega polja v naravi.

Pojav Jakost elektricnega polja
Kozmi¢no sevanje 10uV/m
100 W UKV oddajnik na razdalji 100 km 0.5mV/m
Polje znotraj bakrene zZice 0.1V/m
Polje v zemeljski atmosferi 100 — 300V /m
Polje v zemeljski atmosferi tik pred bliskom 1-3MV/m
Polje preko bioloske membrane 10MV/m
Polje v moc¢nem laserskem curku 1007V /m
Najveéje mozno polje v vakuumu 1.3 x 10°V/m
Najvecje mozno polje na Planckovi skali 2.4 x 10%1V/m

4.1.5 Elektricne silnice

Sedaj definirajmo prostorsko krivuljo v naravni parametrizaciji r(s), kjer je s loéni parameter
krivulje, ki naj bo v vsaki tocki sorazmerna smeri elektrostatske sile

i) 2 I _ F@(s) _ E(r(s)
(#) ds  |F(x(s))]  |[E(x(s))| (4.64)

Taksnim krivuljam pravimo tudi elektriéne silnice. Elektri¢ne silnice o¢itno kazejo tudi v smeri
elektricnega polja v vsaki tocki prostora.
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Silnice v primeru polja tockastega naboja zadoscajo potemtakem enacbi

i(s) = £8) (4.65)

kar seveda niso ni¢ drugega kot konfokalne premice z zaristem v izhodis¢u. Na podoben nacin
lahko dobimo enacbe silnic tudi za druge konfiguiracije elektricnega polja.

4.1.6 Elektricni pretok

Elektricni pretok definiramo kot povrsinski integral elektri¢nega polja in ga merimo v Vm. De-
finiramo ga podobno kot pretok vsake fizikalne koli¢ine in sicer kot

dp = / E - dS. (4.66)
s
Glede na definicijo elektri¢nih silnic lahko zgornjo ena¢bo zapisemo tudi kot
g = / |E| #(s) - dS = / |E| #(s) - ndS. (4.67)
s s

Ker sta oba vektorja 7(s) kot tudi n enotska, velikost pretoka doloca absolutna vrednost jakosti
elektri¢nega polja no povrsini, preko katere opazujemo pretok elektricnega polja. Po Faradayu
interpretramo pretok elektriénega polja skozi povrsino kot Stevilo silnic elektricnega polja, ki to
povrsino prebada.

4.1.7 Elektricni potencial

Elektri¢no polje torej opisemo z elektri¢no poljsko jakostjo E. Lahko pa tudi vsaki tocki prostora
priredimo elektriéni potencial o(r), tako da velja

| E(r) = —Ve(r), (4.68)
kjer je znak (—) po dogovoru. Zaradi pravila Vf(r) = %f je
1 r
Ve = ———
x| |r[?
in tako dobimo za elektri¢ni potencial tockastega naboja izraz
() = (4.69)
v = Amegr | ’

Elektricni potencial je o¢itno dolocen le do konstante. Za stati¢no polje je to le poseben primer
bolj splosne umeritvene invariantnosti elektromagnetnega polja.
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4.1.8 Velikost elektricnega potenciala

Enota za elektriéni potencial je volt [V], ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema. Kako velika
je ta enota se najbolje ugotovi, ¢e si zopet pogledamo nekaj vrednosti elektricnega potenciala v
naravi.

Pojav Elektri¢éni potencial
Prenos zivénih impulzov v ¢loveskem zivcevju 70mV
Voltova baterija 1.5V
Komercialni elektriéni potencial 110 — 220V
Elektri¢na jegulja 100 — 600V
Iskrenje pri oblac¢enju sinteti¢nega puloverja 1kV
Elektri¢ni pastir 0.7 —10kV
Televizijska cev (barvna) 30kV
Rentgenska cev 10 — 200KV
Elektronski mikroskop 0.5kV —3MV
Blisk 10 — 100MV
Najvecje mozno polje na Planckovi skali 1.5 x 102"V

4.1.9 Ekvipotencialne ploskve

Glede na definicijo elektrostatskega potenciala En. 4.68 seveda velja, da je

A
©(A) —(B) = —/B E - ds. (4.70)

Predstvljajmo si sedaj, da je ds v vsaki tocki med A in B pravokoten na smer E. V tem primeru
seveda dobimo
p(A) = ¢(B) = const. (4.71)

Tudi obratno drzi. Ce je ploskev ustreza konstantni vrednosti elektrostatskega potenciala, potem
mora biti v vsaki tocki prvaokotna na lokalno smer jakosti elektricnega polja. Taksne ploskev
imenujemo tudi ekvipotencialne ploskve.

4.1.10 Princip superpozicije

Ce imamo v prostoru ve¢ nabojev e; v tockah r;, potem za elektriéna poljska jakost v neki
poljubni tocki r # r; ugotovimo, da je podana z

Zez r—rz
E(r)
471'50 lr—r; |3

Elektri¢ne poljske jakosti posameznih nabojev se torej sestevajo. Enako lahko ugotovimo tudi
za elektriéni potencial, ki ima v primeru ve¢ nabojev obliko

1 - €;
= . 4.72
4meg ; |r—r; | (4.72)
Vidimo torej, da sta elektri¢no polje in potencial aditivna. Tudi v primeru ve¢ nabojev Se vedno
velja zveza E(r) = —Vo(r). Aditivnost elektrostatika je posledica linearnosti osnovnih enacb

polja. Zgornje ugotovitve imenujemo tudi princip superpozicije polje.
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4.1.11 Gostota naboja
Za tockaste naboje lahko zgornje izraze za polje in potencial sistema nabojev zapiSemo bolj
enostavno, ¢e uvedemo gostoto naboja s pomocjo Diracove delta funkcije kot

n

p(r) = Z €;0°(r —1y), (4.73)

=1

potem s pomocjo te notacije lahko zapiSemo polje okrog sistema tockastih nabojev kot

[ e
E(r) /(V) &, (4.74)

 dmeg [r—1r 3

in potencial kot

1 p(r) 3
r) = d’r. 4.75
SO( ) 47780 ~/(V) ‘ r—r | ( )

Podobno bi lahko izpeljali tudi silo na naboj kot
F= / p(r)E(r)d’r. (4.76)
)

Kolic¢ine s ¢rtico se nanasajo na prostor, po katerem integriramo. V splo$nem ni potrebno, da bi
bila gostota naboja En. 4.73 sestavljena iz tockastih nabojev in ima lahko poljubno porazdelitev
v prostoru. Enacbe za elektri¢no polje, potencial in silo seveda ostanejo kot zgoraj.

4.1.12 Primeri gostote naboja

Poleg tockastega naboja kot v En. 4.73, ki ima torej porazdelitev
p(r) =e & (r — o), (4.77)

imamo lahko tudi razli¢ne druge porazdelitve naboja. Recimo dipolna porazdelitev, ki ima v
primeru tockastega dipola obliko

p(r) = (p- V) &*(r — o), (4.78)

kjer je p dipolni moment. In tako naprej. V primeru enakomerno nabite krogle z radijem a
imamo

ri<a
p(r) = { '80 I - I> 0 = poH(r — a), (4.79)

kjer je H(x) Heavisideova stopnica. Tudi ni potrebno, da bi bil naboj vedno porazdeljen po
prostoru. Povrsinsko gostoto naboja o(p) lahko vpeljemo kot

p(r) = a(p) 6(z — 20), (4.80)

kjer je p = (z,y) dvodimenzionalen radij vektor na povrsini podani z z = z5. Podobno imamo
lahko tudi povrsinsko gostoto dipolnega momenta p(p) podano kot

p(6) = plp) -0(z — 20). (4.81)

Primerov bi seveda lahko nasteli Se ve¢. Najpogostejsi pa so vseeno ze vsebovani v povedanem.
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4.1.13 Gaussov izrek

Predstavljajmo si sistem tockastih nabojev in pois¢imo elektri¢ni pretok po sklenjeni povrsini,
ki ta sistem nabojev zaobjema. Takole storimo:

" 7 ds 3 191'
7{ E-dS = (E~n)dS:7{ EdScosd =Y — ot (4.82)
() (8) () = Ameo Jis) [T i
kjer je ¥; kot med “;::}“ in lokalno normalo na povrsinski element dS n, z |n|= 1. Vemo, da je

po definiciji element prostorskega kota {2 definiran kot d)2 = dsf%ﬁ. V zgornjem integralu torej
preprosto nastopa n diferencialov prostorskega kota in dobimo

n

" € €;
E-dS = o, =S 2 4.83
f(S) ;m / Z g (4.83)

saj ima integral po celotnem prostorskem kotu ravno vrednost 4w. Ugotovili smo torej, da je

" e 1
E-dS=) —*t=_— p(r)d>r. (4.84)
£S> ; o €0 Jw)

Ker je elektricno polje aditivno velja zgornja enacba ne le za diskretne naboje, ampak velja
tudi za poljubno zvezno porazdelitev nabojev. Zgornji enacbi pravimo tudi Gaussov izrek za
elektrostatsko polje. Po Faradayu je stevilo silnic, ki iz naboja izhaja sorazmerno temu naboju.

Sorazmernostni koeficient je o¢itno é

Ce v zgornji enacbi upostevamo Se izrek Gaussa - Ostrogradskega dobimo

1
7{ E-dS= divEdV = — p(r)dV,
($) ) €0 J(v)

kjer je S = 0V. Ce le nimamo opravka s patoloskimi funkcijami to ne gre drugace kot da mora
veljati
eodivE = p(r). (4.85)

To je zgolj diferencialna oblika Gaussovega izreka za elektrostatsko polje in se v ni¢emer ne
razlikuke od En. 4.84.
4.1.14 Elektri¢no polje povrsinske porazdelitve naboja

Privzemimo, da imamo prevodnik, notranje polje je torej ni¢ kot bomo videli kasneje, s konstan-
tno gostoto naboja na povrsini. PovrSina naj bo ravna, z = 2z5. Po Gaussovem izreku in glede
na definicijo povrsinske gostote naboja En. 4.80 dobimo

/ E.dS = l/a(p)ds, (4.86)
(5) € Js

oziroma z drugimi besedami

Eonz2® (4.87)
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Povrsinska gostota naboja torej dolo¢a normalno komponento jakosti elektri¢nega polja na povrsini.
Ce je le-ta konstantna potem dobimo iz zgornje enacbe

E. = (4.88)

o
€0 '
Kaj pa v primeru, ¢e imamo na povrsini porazdeljeno konstantno povrsinsko gostoto dipolnega
momenta p? V tem primeru zapisimo levo stran Gaussovega izreka v tejle obliki

/ E-dS:—/ (Vg - n) / 9% 48, (4.89)
() () s)

desno pa po uporabi integracije po delih kot

1
R Ry - / P 5z — 2) dS, (4.90)
€o J(v) (8) €o

oziroma, ¢e zapiSsemo levo in desno stran

- dS’ —5 — zg) dS. 4.91
(S) 32 / (S) €0 (z = 0) (4.91)
Resitev te enacbe se glasi
o(z) = const. — EEH(Z — 2p)- (4.92)
0

7 drugimi besedami potencial ima na povrsinski dipolni plasti skok velikosti %. Povrsinska
gostota naboja torej dolo¢a normalno komponento elektri¢nega polja, povrsinska gostota dipola
pa skok v potencialu.

4.1.15 Maxwellovi enacbi za stati¢no elektricno polje

Ker za elektrostatsko polje velja zveza En. 4.68, in ker so gradientna polja brezvrtin¢na, lahko

zapiSemo za rotor elektri¢nega polja
(199

Ta enacba je seveda zgolj nacin, da nekoliko drugace zapisemo Coulombov zakon, saj smo jo iz
njega izpeljali! Imenujemo jo tudi druga Mazwellova enacba za elektrostatsko polje.

Podobno povzamemo se Gaussov izrek v diferencialni obliki kot prvo Mazwellovo enacbo

2odivE = p(r). | (4.94)

Obe zgornji enacbi sta zgolj posledici Coulombovega zakona, toda namesto, da bi govorili o
Coulombovi sili med naboji, raje govorimo o polju, ki ga ti naboji ustvarjajo v prostoru, pri
c¢emer mora le-to zadoScati zgornjima dvema enac¢bama. Fokus se je s tem preselil s koncepta
sile na nov koncept (elektrostatskega) polja.
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4.1.16 Poissonova enacba in njena resitev

Ce v prvi Maxwellovi enacbi za elektrostatsko polje enacbi zapisemo E = —V(r), dobimo

p(r) =V - (=Ve(r)) = —eoVp(r),

ki je ponavadi zapisana v tejle obliki:

Ve(r) = Ag(r) = -2 | (4.95)
0
kjer smo uvedli Laplaceov operator V2 = A. V prostoru, v katerem ni nabojev, je desna

stran enacba enaka ni¢ in dobimo Laplaceovo enacbo. Obe enacbi podajata prostorsko odvisnost
elektrostatskega potenciala v prostoru, v katerem se nahajajo naboji. S pomoc¢jo En. 4.68 potem
dobimo polje in nazadnje iz polja Se silo.

Poglejmo si, kako resujemo to enacbo. Najprej lahko ugotovimo sledece: ¢e predpostavimo,
da je resitev Poissonove enacbe

o(r) = /v G(r —1r")p(r')d’r. (4.96)

To je res resitev Poissonove enacbe, ce le velja

83 (r — r’).

2 ey =
VeG(r—r') -

(4.97)
Preverite sami, da je temu res tako! G(r —r’) potemtakem ni ni¢ drugega kot resitev Poissonove
enacbe za tockast izvor, ki se nahaja v tocki r’. Splosno resitev pa torej lahko zgradimo, e
poznamo prostorsko porazdelitev gostote naboja in pa resitev Poissonove ancbe za tockast naboj!
Osnovni resitvi Poissonove enacbe za tockast izvor, s pomocjo katere lahko najdemo vse ostaele
resitev, pravimo tudi Greenova funkcija Poissonove enacbe.

4.1.17 Izpeljava Greenove funkcije v neskonénem prostoru

V tem poglavju bomo poiskali Greenovo funkcijo Poissonove enacbe En. 4.97. Ker smo ugotovili,
da delta funkcija v neskonénem, homogenem prostoru predstavlja enoto v funkcijskem prostoru
ni torej Greenova funkcija ni¢ drugega kot funkcijski obrat (inverzna funkcija) Laplaceovega
operatorja.

Resevanja enacbe En. 4.97 se bomo lotili s Fourierovo transformacijo. V neskonénem pro-
storu nam namre¢ Fourierova transformacija omogoca, da diferencialno ena¢bo pretvorimo v
algebrai¢no enacbo. Izrazimo torej najprej z njeno Fourierovo transformiranko funkcijo delta

1 , )
S(r—1') = @y /e—lk'“-r ) d3F. (4.98)

Za Fourierovo transformiranko funkcije G(r — r’) pa podobno postavimo

1
(2m)?

Glr—1') = / =) (k) @B, (4.99)
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V neskonénem homogenem in izotropnem prostoru je G(r —r’) zgolj funkcija |r — r’|, zato mora
biti tudi njena Fourierova slika zgolj funkcija absolutne vrednosti valovnega vektorja (razmisli
zakajl).

Vstavimo izraza En. 4.98 in En. 4.99 v enacbo En. 4.97, pa dobimo

1 . 7 1 . ’
2 ik-(r—r’) k) Bk| = / ik-(r—r’) 3. 4.1
v { et / e G(k) } s | ¢ d (4.100)
oziroma .
ik-(r—r’ 2 1 d’k

G (k) je ocitno res zgolj funkcija absolutne vrednosti valovnega vektorja! Ker mora biti izraz v
oklepaju identi¢no enak 0, sledi

1
k)y=——. 4.102
Glo =~ (1102)
Iz zveze (4.99) pa lahko dolo¢imo funkcijo G(r — ')
, 1 / efik-(rfr ) 3
—r')=— k. 4.1
G(r—r') )% 12 (4.103)

Upostevamo Se

1 00
/d3k= 271'/ d(cosﬁ)/ k%dk (4.104)
-1 0

o0 L poo ,—ik|r—r'| cos ?
_ _ —  K?dkd(cos¥) =
(27)320 /_ . /0 ;2 (cos )

4 °° sink|r — r'| 47  sinx
S e = dz.
(2m)3e9 Jo |r — 1’| (2m)3eg [r — 1| T

Integralni sinus v zadnji vrstici uzenemo s kompleksnim integriranjem ali pogledom v album
integralov, kjer izvemo, da je njegova vrednost 7/2. Kon¢no spoznamo

in dobimo

Gr—r')

_ 1
 Ameglr — 1|

G(r—r') (4.105)

To je Greenova funkcija Poissonove enetbe v neskonénem, nehomogenem prostoru. Seveda je
enaka potencialu tockastega naboja.

4.1.18 Splosna resitev Poissonove enacbe

V primeru neskon¢nega prostora, kjer nimamo nobenih meja in robnih pogojev imamo torej En.
4.105. Glede na zvezo med splosno resitvijo i n Greenovo funkcijo En. 4.97, ki smo jo izpeljali

prej, lahko sedaj zapiSemo
1 p(x") d3r’
_ . 4.106
o) = o [ A (4106)
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Splosna reSitev je pred nami! Sedaj seveda lahko tudi izpeljemo na novo polje porazdelitve
nabojev in enako kot prej dobimo

B(r) = —Vilr) = 47r1£-:0 /(v) p(f;)irr’— 27) Er (4.107)

Vse te izraze seveda poznamo ze od prej, zanimivo pa je, da jih lahko elegantno izpeljemo kar iz
Poissonove enacbe. Problem zgornje resitve je seveda v tem, da velja le za neskon¢en, homogen
prostor, kar pa je tudi nekaj. Ce je prostor nehomogen pa moramo postopati nekoliko drugace.

V primetu, da imamo opravka z nabojem blizu planarnega prevodnika, ki ga definiramo kot
del prostora, v katerem je elektri¢no polje ni¢, potem dobimo
1 1

G(r,r') = 4.108
(r,x') deg|r — 1’| * dmeglr — 1|’ ( )

kjer je v/ = (x,y, —20). Zanimivo. Prisotnost nehomogenosti v prostoru, torej meje med prevo-
dnikom in vakuumom, se da torej interpretirati, kot da imama zadaj za mejo, pri z = —zg, nek
navidezen naboj. Temu navideznemu naboju, ki je rezultat nehomogenosti v prostoru, pravimo
tudi elektrostatska slika prvotnega naboja.

4.1.19 Gostota elektrostatske energije polja

Spomnimo se sedaj prve Maxwellove encbe En. 4.94 za elektrostatsko polje in jo vstavimo v
izraz za elektrostatsko energijo. Dobimo

W = %/p(r)g@(r)dsr: %Eo/divKbd:‘r: {%O/V[V(SOE_ (Vo)E]d® =
— %0 » ©(E-n)dS — E?O/‘/(V@)Ed?’r: E—QO/EQ(I‘)dQH'

Tu je potrebno upostevati, da gre integral fav »(E - n)dS — 0, ¢e je V dovolj velik, ker je
X % in F T% Potemtakem dobimo na koncu izraz za energijo elektricnega polja

1 ,
W = Zeo / E%(r)d®r | (4.109)

Elektrostatska energija je torej popolnoma dolo¢ena, ¢e poznamo konfiguracijo elektri¢nega polja

v prostoru. Gostota elektrostatske energije je torej
1
w = 550E2. (4.110)

Sedaj smo torej tudi iz izraza za energijo eliminirali silo in ga nadomestili z izrazom, ki vsebuje
zgolj elektrostatsko polje.
4.1.20 Napetostni tenzor elektricnega polja

Nasa naslednja naloga je, da pokazemo, da lahko tudi silo zapiSemo zgolj s pomocjo elektricnega
polja, torej, da silo res lahko smatramo kot posledico polja. Vemo, da lahko silo na zvezno
porazdelitev naboja zapiSemo kot

= r r 3I'. .
P [ B (4.111)
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Elektrostatsko polje v zgornji enacbi ni le polje zunanjih izvorov, v katerih polju gledamo silo,
paépa polje vseh izvorov, vkljuéno s tistimi, na katere silo gledamo. Zakaj? Ce namre¢ razdelimo
polje E na tisto, ki ga ustvarjajo zunanji izvori Es in tisto, ki ga ustvarja p sama, E;, vidimo,
da mora biti po tretjem Newtonovem zakonu (akcija je enaka reakciji) zadnji prispevek nié!

Ce sedaj upostevamo prvo Maxwellovo enacbo dobimo za silo, ki deluje na gostoto naboja
v volumnu V'

F=c¢ / (divE)E d®r. (4.112)
)
Ob upostevanju vektorske identitete
E(divE)=V(E®E) - (E-V)E (4.113)
in pa izreka Gauss - Ostrogradskega za volumski integral gradienta, dobimo za silo
F= 607{ E(E - d*) - go/ (E-V)Ed’r = 5074 E(E - n)dS — 50/(E -V)Ed’r. (4.114)
v v av
Sedaj upostevajmo Se tole vektorsko identiteto
1
5V(E?) =(E-V)E+Ex (VxE)=(E-V)E, (4.115)

ker je clen E x (V x E) oé¢itno enak ni¢, pa dobimo konéno

F=c¢ ja{[E(E ‘n) — %nEQ}dS, (4.116)

kjer povrsina po kateri integriramo zaobjema naboj na katerega silo ra¢unamo.

Sedaj definiramo tenzor napetosti elektricnega polja T;; kot

1
Ty, = eo(Ei By, — §E26ik) : (4.117)

Torej lahko zapisemo silo v obliki, ki jo poznamo iz mehanike kontinuov kot
Fi = %Tiknde,

Vidimo torej, da je sila rezultat mehanskih napetosti, ki jih prenasa elektri¢no polje. Od tod
razmiskljanje, popularno v 19. stoletju, da elektricno polje prenasa elasti¢ni medij - eter.

4.1.21 Sila med tockastima nabojema

Imamo dva enaka tockasta naboja na razadalji 2a. Izra¢unajmo silo enega naboja na drugega.
Prestavimo se v cilindri¢ne koordinate. Os z usmerimo tako, da zveznica med nabojema lezi na
tej osi, os p pa postavimo pravokotno na os z. Izhodisc¢e sistema naj bo na sredi med nabojema.
Zaradi simetrije je

E.=0 in E, #0. (4.118)

Celotno elektriéno polje na simetrijski ravnini med nabojema ima obliko

e p e p 2ep

= - - = . 4.119
dmeor? v dmegr?r  4dmwegrd ( )

p
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kjer je p = (z,y) tako da je r = y/p? + a?. Za silo v smeri osi z (po simetriji problema edina od
ni¢ razlicna komponenta) pa dobimo

F. = EO]{EZ(E-n)dS—%%E%S:—%/Eidsz

€0 4e?p? gode?2m /°° p?pdp e?
_ P orndy — — - 4120
2 / (4meq)?rS mPep 2(4meg)? Sy (p? +a?)3 dmeg(2a)?’ ( )

kar je seveda natan¢no Coulombov zakon, kot ga ze poznamo. Zakaj minus v zgornji enacbi?
Sila kaze v smeri negativne z osi, torej v smeri stran od drugega naboja, je torej odbojna.

V primeru dveh nasprotno enakih nabojev pa imamo po simetriji problema ravno obratno
kot v prejSnjem primeru

E.#0 in E,=0. (4.121)
Za E, na simetrijski ravnini med nabojema sedaj izpeljemo
e (—a) e a 2ea
B — _ a__ _ 4122
27 dmegr? dmegr? r 4dmegrs ( )

Napetostni tenzor pa lahko razpisemo kot

50j{EZ(E-n)dS—%Oj{E2dS: %O/Ede:

80/ 4e2q? 9 od code?2ma? /Oo pdp e?
i D Y[ = == .
2 | (Areo)2d PP T Danee)? Jy (Pt a2 dmeo(2a)?

F,

(4.123)

V tem primeru ravnotako dobimo Coulombov zakon. Sila kaze v smeri pozitivne z osi, torej proti
drugemu naboju in je torej privlacna.

4.1.22 Multipolni razvoj elektricnega potenciala

Vcasih se zelimo izogniti racunanju po numeri¢ni poti, zato takrat elektri¢ni potencial razvijemo
in obdrzimo Zzeljeno §tevilo ¢lenov. Elektri¢ni potencial izraéunamo po enacbi (?7?):

. 1 p(r) d3r
p(r) /(

Cdmeg Jiyy [t |

kjer je r» vektor znotraj podrocja, kjer je gostota naboja p(r’). Ce je tocka v kateri racunamo
potencial, dale¢ stran od porazdelitve nabojev (] r |<| r |), lahko potencial V(r) priblizno
izracunamo tako, da ga zapiSemo kot vsoto vecih prispevkov. Pomagamo si s Taylorjevo vrsto

za veé spremenljivk'. V nagem primeru bomo v Taylorjevo vrsto razvili \r—ilr’l’ in sicer kot:

1 1 1
(r’.v) +

[r—r | |r| ||

Za potencial ¢(r) sledi 2:

p(r) = ! /(V) p(r) (1 — r’(V|?1|) +- ) d®r (4.124)

471'60

|r|
1 /()d3 1(v1)/ () &P + (4.125)
_— rd’r ——(V—) [ rpr)d’r +--- .
dmeg| 1 | p dmeg || r
1f($+170,y+y0,~--,t+t0):f($7ya~-~7z)+2?:1le(zO%ayO%a~-~7t0%)if(zvy7-~-7z)""Rn
2y 1_ 8% 1
ViVir = 9z00n v
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oziroma v bolj pregledni obliki

1 1
= I' .
degr et 4dmegrs P

o(r) +e (4.126)

valnim mestom. Pri razvoju smo upostevali, da je V% = -2 in | r |= r. Od prej ze poznamo

celotni naboj

e= /p(r’)d3r’ ' (4.127)

na novo pa smo uvedli dipolni moment porazdelitve naboja

p= /r’p(r’)dSr’ . (4.128)

Zgornji enacbi 4.126 pravimo tudi multipolni razvoj elektriénega potenciala. Ce bi upostevali
ve¢ ¢lenov Taylorjeve vrste, bi pri multipolnem razvoju elektricnega potenciala dobili kot na-
slednji moment tenzor tretjega reda oziroma tenzor oktopolnega momenta itd. Enacba En.
4.124 velja le v velikih oddaljenostih od porazdelitve nabojev. V nasprotnem primeru moramo
izracunati vec¢ ¢lenov.

4.1.23 Polje in potencial tockastega elektricnega dipola

Ce je celoten naboj e = 0, to pomeni, da imamo recimo en pozitiven in en negativen naboj,
potem prvi ¢len odpade in se enacba En. 4.124 glasi

p-r
= . 4.129
olr) = 12 (4.129)

Izra¢unajmo v tem primeru Se elektri¢no poljsko jakost. Dobimo

pr _3(p~r)r—p7“2

E = — = — =
(r) Ve v47r50r3 4dmeqrd

(4.130)

V tem primeru imajo elektrostatske silnice zelo prepoznavno obliko, ki si jo velja zapomniti.
Slika.

4.1.24 Multipolen razvoj elektrostatske energije

V zunanjem elektri¢cnem polju, ki ga opiSemo s skalarnim potencialom ¢ ima porazdelitev nabojev
p energijo

W= d*r’ p(r')o(r'), (4.131)
V)

kjer volumen integracije zaobjema del prostora, v katerem je definiran p(r’). Gostota tega
naboja naj bo skoncentrirana okrog vektorja r, torej r’ = r + dr, kjer je or po privzetku majhen.
Potemtakem lahko za lokalni elektrostatski potencial v okolici r zapiSemo

o(r') = ¢(r) + or - Vo(r) + ... (4.132)
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Ker je po privzetku gostota naboja p(r') skoncentrirana okrog r’ = r, je torej p(r’) = p(dr).
Torej dobimo za energijo

W = / d*or’ p(6r') ((r) +6r - V(r) +...) =
V)
= ¢(r)/ d3or’ p(or') + ng(r)/ d3or’ or' p(or') + ... (4.133)
V) V)

Tu se moramo spominiti Se definicij En. 4.128 in 4.127 pa lahko zapiSemo

| W =eh(r) - (pE()) | (4.134)

Energija je seveda odvisna od r, ki predstavlja razdaljo med izvori polja in porazdelitvijo testnega
naboja.
4.1.25 Sila in navor na elektri¢ni dipol v zunanjem polju

Od tod pa lahko zelo hitro preko
F=-VW

izpeljemo izraz za silo

| F=cE+(p-V)E| (4.135)

V homogenem zunanjem elektricnem polju torej na testni dipol ne deluje nobena sila. V ne-
homogenem polju pa bo elektri¢ni dipol neslo v del prostora, kjer je gradient zunanjega polja
ekstremalen.

Navor na porazdelitev naboja p(r) izpeljemo iz njegove mehanske definicije

ow
M=—. 4.136
5 (4.136)
Navor na monopolen del elektricne energije je o¢itno enak nic, za dipolaren del pa dobimo
dcos ¢
M= —pFE , 4.137
PP (4.137)

oziroma

M= E] (139

V zunanjem elektricnem polju bo torej dipol zavrtelo tako, da bo skusal biti nasprotno vzporeden
z zunanjim poljem.
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4.2 Staticno magnetno polje

4.2.1 Amperova sila med tokovnimi vodniki

Ce imamo dva ravna vodnika dolzine L na razdalji (2a), po katerih tece tok I in I, potem med
njima deluje sila

_ oL p

F
2w p?

(4.139)

kjer je indukcijska konstanta pg = 47T10_7X7fl, pri ¢emer merimo tokove v Amperih A. Vektor

p je dvodimenzionalen vektor, pravokoten na osi vodnikov, ki kaze od vodnika I; k vodniku I5.
Za istosmerna tokova je sila privlac¢na za nasprotno usmerjena pa odbojna.

4.2.2 Elektri¢éni tok

O elektri¢nem toku govorimo, kadar se naboj v nekem delu prostora s ¢asom spreminja. Definiran

je kot
I= de (4.140)
s’ '
in ga merimo v Amperih. Elektri¢ni tok tece, kadar se naboj prestavlja iz enega dela prostora v
drugega. Pri magnetostatiki bomo imeli opravka le s konstantnim, oziroma casovno stacionarnim
tokom. To je mozno le, ¢e so tokovni vodniki sklenjeni, oz. tokovi nimajo niti izvorov niti ponorov.

V splosnem pa je tok vektorska koli¢ina in ga moramo zato ustrezno definirati.

4.2.3 Velikost elektricnega toka

Enota za elektriéni tok je amper A, ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema. Kako velika je
ta enota se najbolje ugotovi, ¢e si zopet pogledamo nekaj vrednosti gostote magnetnega polja v
naravi.

Pojav Elektri¢ni tok
Tok skozi en sam membranski protein 1—10pA
Tok pri prevajanju zivénega impulza 1A
Gospodinsjki tok 1A
Tok pri tipicnem blisku 1-20x10*A
Tok v zemeljskem jedru 10°A

4.2.4 Gostota magnetnega polja

Kot pri elektrostatiki, bomo tudi v magnetostatiki delovanje na daljavo med obema vodnikoma
nadomestili s posrednikom, magnetnim poljem. Vodnik Iy torej okrog sebe ustvari magnetno
polje, ki potem deluje na vodnik I;. Vsaki tocki prostora tako priredimo gostoto magnetnega
polja B.

Magnetno silo med vodnikoma potemtakem zapisemo kot

F = LI x B, (4.141)
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kjer smo vpeljali vektor I, ki kaze v smeri toka na vodniku I;. Zaradi cilindri¢ne simetrije dolgega
vodnika ima gostota magnetnega polja B lahko zgolj polarno smeri, torej smer polarnega kota v
cilindri¢nih koordinatah.

V prostoru okrog ravnega vodnika jo zapisemo preko Amperovega zakona, ki pravi, da je

/J/QI:%B'dS,
C

kjer je C zanka, ki zaobjema tok I. Ampereov zakon v zgornji obliki velja za tok po zici in odra
za cilindriéno simetrijo problema.

(4.142)

4.2.5 Velikost gostote magnetnega polja

Enota za gostoto magnetnega polja je tesla T = XTZ’ ki je ena izmed osnovnih enot MKS sistema.
Tesla je precej veliko polje in to zopet najbolje ugotovimo, ¢e si zopet pogledamo nekaj vrednosti
gostote magnetnega polja v naravi.

Pojav Elektri¢ni potencial
Mozganska aktivnost 1fT
Medgalakti¢cna magnetna polja 1 —10pT
Sréna aktivnost 100pT
Galakti¢no magnetno polje 0.5nT
Zemeljsko magnetno polje 20 — 70T
Zelezni magnet 100mT
Soncne pege 1T
Pospesevalniki 10T
Nevtronska zvezda 108 — 1017
Atomsko jedro 17T
Najveéje mozno polje na Planckovi skali 2.2 x 10°3T

4.2.6 Magnetne silnice

Poleg Amperovega zakona vemno o magnetnem polju tudi to, da so njegove silnice, definirane
kot krivulje r(s) , za katere velja

o dr B((s)
)= & = Be) (4.143)

vedno zakljucene. To je posledica dejstva, da v naravi zaenkrat Se niso nasli magnetnih mono-
polov. Podobno kot pri elektriénem polju v prostoru, ki ne vsebuje prostih nabojev, velja zato

tudi za magnetno polje
| divB = 0], (4.144)

Zgornji dve enachi predstavljata nadaljnji dve Maxwellovi enacbi za elektromagnetno polje. Vse
Maxwellove enacbe do sedaj smo izpeljali v stati¢cnem primeru.
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4.2.7 Magnetni pretok

Podobno kot pri elektriécnem polju lahko tudi v primeru mahnetnega polja definiramo magnetni
pretok skozi neko povrsino kot

Dy :/B~dS. (4.145)
S

Tudi tu je magnetni pretok po Faradayu sorazmeren s stevilom silnic, ki to povrsino prebadajo
Dy = / |B|i(s) - ndS, (4.146)
s

velikost povrsinske gostote silnic pa j epodana z absolutno brednostjo gostote magnetnega polja.

4.2.8 Vektorski potencial

Ker za splosno bektorsko polje A velja, da je div V x A = 0, potem iz tega sledi, da lahko En.

4.144 zapisemo kot
B-vxal (1117

Koli¢ino A imenujemo vektorski (magnetni) potencial in ga merimo v Vs. Potemtakem
lahko magnetni pretok zapisemo tudi v obliki

CIJM:/B~dS:/V><A~dS:fA~ds, (4.148)
S S C

kjer smo upostevali Stokesov teorem. Magnetni pretok je enak torej krivuljnemu integralu vek-
torskega potenciala po zanki, ki obkroza povrsino, skozi katero pretok gledamo.

4.2.9 Vektorski potencial tuljave

Magnetno polje tuljave predstavlja lep primer za vpeljavo vektorskega potenciala. Vzemimo zelo
dolgo, idealno tuljavo, pri kateri zunaj ni magnetnega polja. Znotraj tuljave je magnetno polj
ekonstantni in ga zapisemo kot

B =(0,0,By). (4.149)

Potemtakem mora biti vektorski potencial znotraj tuljave

B
A= ?0(_@,,3;,0) =1Bxr. (4.150)

Zunaj tuljave je gostota magnetnega enaka ni¢ in zdelo bi se smiselno, da je tam tudi vektorski
potencial enak ni¢. Toda! Poglejmo si magnetni preto skozi zanko, ki zaobjema tuljavo. Oc¢itno
velja

/ B - dS = Byma?, (4.151)
S

kjer je a radij tuljave. Po Stokesovem teoremu pa mora veljati tudi

/B-dS:fA-dr;éo, (4.152)
S C
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kjer je C zanka, ki zaobjema tuljavo. Torej vektorski potencial zunaj tuljave ne more biti enak
ni¢. Poskusimo uganiti obliko vektorskega potenciala s temle nastavkom

A:C~B><T£2. (4.153)

Hitro lahko preverimo, da je rotor zgornjega izraza enak ni¢. S tem nastavko pa dobimo za
magnetni pretok

7{ A - dr = 27CB,. (4.154)
C

Od tod ze sledi, da mora imeti vektorski potencial obliko

1
A= §B Xr znotraj tuljave

a2

r -
A= ?B X3 zunaj tuljave. (4.155)

Na meji tuljave, torej taj=krat ko je r = a, je vektorski potencial o¢itno zvezen. Z vektorskim
potencialom moramo torej biti previdni saj o¢itno ni aditiven do konstante tako kot skalarni
potencial.

4.2.10 Gradientna invariantnost in Diracova struna

Ce vektorski potencial ni do konstante invarianten, tako kot skalaren potencial, na kaj pa potem
je invarianten? Preprosto, ¢e definiramo

A=A+ Vy, (4.156)

vidimo da oba A in A’ ustrezata isti gostoti magnetnega polja, saj je V x Vx = 0. Torej lahko
vektorskemu potencialu vedno pristejemo gradient neke skalarne funkcije. Pa vzemimo za primer
funkcijo

B 2
x(r) =— 02(1 arctan 2. (4.157)
x

Polrani kot arctan £ je povsod zvezna funkcija, razen na negativni x osi, kjer ima skok od +m
do —7. Sedaj pa smo pripravljeni, da lahko ugotovimo sledece

a2 r Boa,2

A=CBxt_
2 72 2

V arctan % =0. (4.158)

Zgornji rezultat velja povsod, razen na osi x < 0, kjer ima polarni kot nezveznost, njegov odvod
pa je potemmtakem singularen, oziroma se obnasa kot delta funkcija. A’ je sedaj res vec¢inoma
enak ni¢, razen za x < 0, kjer ima singularnost. Ali z novim vektorskim potencialom Se vedno
dobimo pravilen magneten pretok? Poglejmo

7{ A’ . dr = Bya®r, (4.159)
c

kjer smo upostevali, da ima polarni kot skok 27 preko negativne x osi. Ta singularnost poskrbi,
da se magnetni pretok ne spremeni. Os z < 0, kjer ima vektorski potencial singularnost se

imenuje tudi Diracova struna.
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4.2.11 Princip superpozicije

Tako kot pri elektristatskem polju velja tudi pri magnetostatskem polju princip superpozicije.
Magnetno polje vecjega Stevila ravnih vodnikov po katerih tecejo tokovi I;, lahko zapisemo kot

po» 1= 7{ B - ds, (4.160)
i C

od koder ze sledi, da je celotno magnetno polje enako vsoti parcialnih polj posameznih vodnikov.
To je opisno povedano princip superpozicije.

4.2.12 Gostota elektricnega toka

Radi bi porazdelitev tokov v prostoru definirali bolj splosno, pa naj tec¢ejo po vodnikih ali pa
ne. Najprej dajmo toku ekspicitno vektorski znacaj. To naredimo z vpeljavo gostote toka j.
Gostoto toka definiramo tako, da je element gostote toka skozi ploskev dS z normalo n enak
Stevilu nabojev, ki se preselijo skozi to ploskev na ¢asovno enoto

j-dS=3j-ndS=dl. (4.161)

Gostoto toka merimo v W Iz zgornje definicije sledi, da je v primeru, ko tok tece po vodniku

parametriziranem s krivuljo r(s) in smernim vektorjem (tangento) r(s) = t integral toka po

dolzini vodnika enak
/Idl /I tds-/ j(r )d r. (4.162)

V obeh definicijah je gostota toka povezana s smerjo gibanja nosilcev naboja, ki nosijo tok.
Magnetno silo na vodnik lahko torej glede na zgornje zapisemo kot

F= /V j(r) x B(r)dr. (4.163)

Ta izraz velja tudi, ¢e gostota toka ne bi bila sestavljena iz tokov to linearnih vodnikih, ampak bi
bila njena porazdelitve popolnoma splosna. Zaradi smeri vektorskega produkta v zgornji enacbi
seveda ne moremo, tako kot pri elektricnem polju, trditi, da Silnice” F, in §ilnice” B sovpadajo.

4.2.13 Primeri gostota toka

Poglejmo si ze, kaksni gostoti toka ustreza gibanje nabojev po prostoru. Vzemimo volumski
element d°r, z gostoto naboja p(r). Ta deléek volumna naj se v ¢asu dt premakne za v(r)dt, kjer
je v(r) hitrost gibanja tega naboja. Torej lahko zapiSemo

p(r) dSv,(r)dt

i dS = dl =
J dt

= p(r) dS v, (r), (4.164)
kjer je v, komponenta hitrosti gobanja naboja pravokotno na ploskovni element dS. Smer gostote
toka je torej ocitno smer gibanja dela naboja v(r)), njegova velikost pa je enaka produktu gostote
naboja in njegove hitrosti na danem mestu, torej

i) = p(r)v(r). | (4.165)
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Posebno preprosto obliko gostote naboja dobimo v primeru gibajocega se tockastega nolsica
naboja. Ce je tockasti naboj pri r(t), in zato vemo, da velja

p(r) = ed®(r —r'(t)) (4.166)

lahko zapisemo tudi gostoto toka, ki mu pripada, ¢e se giblje s hitrostjo v(¢) = r(t) po trajektoriji
r(t)
j(r) = ev(t)83(r —r(t)). (4.167)

Ni potrebno, da bi bila gostota toka vedno volumsko porazdeljena. V primeru povrsinske poraz-
delitve bi lahko zapisali

i(r) = 05(p)d(2z — 20), (4.168)

kjer je p dvosimenzionalen radij vektor p = (z,y) na povrsini z = z5. Toliko splosno o gostoti
toka. Sedaj se povrnimo k zaklju¢enim tokovnim zankam pri staticnih magnetnih poljih.

4.2.14 Tokovnice

Ker je gostota toka vektor, ji lahko sedaj priredimo tokovnice, ki so prostorske krivulje v naravni
parametrizaciji r(s) definirane podobno kot silnice in sicer

i)
=% = 5eE) (4.169)

Ce tokovi nimajo izvorov, potem morajo biti seveda vse tokovnice sklenjene. V tem primeru

mora veljati
)

Za gostoto toka mora torej veljati podobna enacba kot za gostoto magnetnega polja.

4.2.15 Magnetna sila na tockast naboj

Magnetno silo na ravni vodnik sedaj ze poznamo. Vendar le-ta ne deluje le na ravni vodnik po
katerem tece tok, pa¢ pa na vsak gibajoci se naboj. Poglejmo kaksna je.

Na poljubno porazdelitev toka v zunanjem magnetnem polju deluje sila

F= /Vj(r) x B(r) d°r, (4.171)

kjer integriramo po volumnu, ki zaobjema naboj oz. porazdelitev naboja, na katerega sila nas
zanima. Za gibajo¢i se naboj smo ugotovili, da ga opiSemo z gostoto toka j(r) = ev ()5 (r—r(t)),
kjer je v(t) hitrost naboja ob ¢asu t. Ce to porazdelitev gostote toka upostevamo v sili, dobimo

| F(r) = ev(r) x B(r). | (4.172)

Zgornja enacba nam pove, da sta magnetna sila in pa hitrost gibanja tockastega naboja vedno
pravokotni. Magnetna sila torej z delovanjem na tockasti naboj ne opravi nobenega dela.
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4.2.16 Maxwellovi enacbi za staticno magnetno polje

Ker Ze vemo, da so silnice magnetnega polja sklenjene, lahko to preprosto zapisemo tudi kot

(a173)

Drugo enacbo pa bomo dobili, ¢e bomo v Amperovem zakonu upostevali na novo vpeljano gostoto
toka, in sicer

fB-dSZ/(VxB)-dszuofzﬂo/j-ds, (4.174)
C S S

kjer je S povrsina, ki jo omejuje zanka C. Pri prvem enacaju v zgornji enacbi smo upostevali

Stokesov izrek. Koné¢no torej dobimo
V x B = pgj- (4.175)

Obe zgornji enacbi nam popolnoma doloc¢ata strukturo staticnega magnetnega polja. Zadnja
enacba nam Se enkrtat potrjuje, da morajo biti vse tokovne zanke v primeru statisnega magnetneg
polja sklenjene (zakaj?).

4.2.17 Riemann - Sommerfeldova enacba in njena resitev

Amperov zakon lahko sedaj s pomocjo vektorskega potenciala in ob upostevanju znanih vektor-
skihh identitet zapisemo tudi kot

poj =V x VxA=VdvA — V3A, (4.176)

V stati¢niem priblizku mora jo biti vse tokovne zanke sklenjene, saj bi se sicer nekje nabiral
oziroma izginjal naboj, kar bi bilo v protislovju s predpostavko o kvazi stati¢nosti, zato mora
veljati
divj = 0. (4.177)

Enacba En. 4.176 oc¢itno zadosta temu pogoju. Kasneje bomo ugotovili, da je to zgolj staticen
del kontinuitetne enacbe za naboj.

Po Helmholtzovem teoremu lahko vsak vektor razstavimo na vsoto dveh vektorjev A =
A1 + A,, od katerih mora biti prvi brez izvorov in drugi brez vrtincev 3, torej

divA; =0  V x A, =0. (4.178)

Od tod pa sledi (razmisli zakaj), da mora vektorski potencial, ki zadoS¢a enacbi En. 4.176

zadoScati tudi enacbi
divA = 0. (4.179)

Kasneje bomo uvideli, da je to zgolj staticen del Lorentzove umeritve elektromagnetnih potenci-
alov. Ce torej povzamemo: vektorski potencial mora biti brez izvorov in mora zadoScati enacbi

(A=l )

Iz podobnosti S Poissonovo enacbo, katere recsitev seveda poznamo En. 4.106, lahko tudi v tem
primeru splosno resitev zapiSemo z Greenovo funkcijo

Ar) = /v G(r —1r)j")dr, (4.181)

3@lej zbirko vaj iz Mehanike kontinuov za izpeljavo Helmholtzovega izreka,
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ki mora oc¢itno zadosSc¢ati

V3G(r —1') = —ppd®(r —1'). (4.182)
Od tod lahko sklepamo, da ima resitev ena¢be En. 4.180 za magnetni potencial obliko
o [i(r)dr
Alr)="— | ———. 4.1
)= fe [HEE (4.183)

To je splosna resitev za vektorski potencial v neskoné¢nem homogenem prostoru, ki ustreza po-
ljubni porazdelitvi gostote toka v tem prostoru. Ce bi bil prostor nehomogen, bi morali postopati
drugace.

4.2.18 Biot - Savartova enacba

Povrnimo se k Greenovi funkciji za vektorski potencial En. 4.183. Prirejeno gostoto magnetnega
polja B bomo dobili seveda iz

. s dS s
B:VXA:@VX/‘M. (4.184)
4 |r—1 |
Ce pri izpeljavi upostevamo, da velja
SO (. N SNV (O EY 0]
r—r ] Jr—r] r—r P
potem lahko na koncu zapisemo, da je
po [J(r)x(r—1) 4
B="— | —~—— —=dr 4.185
47 / |r—r |3 T ( )

kar poznamo po imenu Biot-Savartova enacba, le-ta nam daje odvisnost gostote magnetnega
polja od porazdelitve gostote toka v prostoru.

4.2.19 Magnetno polje ravne zice

Magnetno polje B okoli ravne Zice po kateri tece tok I1. Izraz j(r)d3r za tok po vodniku lahko
zapisemo kot Idl,. Torej lahko magnetno polje okoli zice zapisemo kot

B(r):‘ﬂ/w_

4 [r—1 |3

Predpostavimo nadalje, da je zica ravna in kaze njen smerni vektor v smeri t, kar je obenem tudi
smer toka. Magnetna poljska gostota ima potem zgolj komponento v smeri polarnega kota ¢

ol [T°° dzsin (2)
BMﬂ:’L:/ T (4.186)

izhodis¢e z pa smo postavili na zici tako, da je najblizje tocki r. Pravokotna oddaljenost med
zZico in tocko r je a. 6 je kot med smerjo osi z in pa smerjo vektorja r —r’. Namesto kota 6 sedaj
raje vzemimo kot &« = 7w — # in upostevamo, da je

tana = tanf = a/z
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kar nam daje dz = —ada/sina? in od tod

By(r| = a) = “oL "o (4.187)
rl=a)="— o sino = — .

¢ dma J, 2ma’

kar je seveda izraz, ki ga poznamo tudi kot neposredno posledico Ampereovega zakona, ¢e inte-
griramo po krozni zanki z radijem a okrog zice. Magnetno polje ima seveda smer desnega vijaka
glede na smer toka.

4.2.20 Magnetna energija

Energijo magnetnega polja bomo uzpeljali v stati¢ni aproksimaciji. Privzamemo torej, da so
tokovi razliéni od ni¢ ampak da se s ¢asom ne spreminjajo. Silo na magnetno zanko po kateri
tece tok I lahko potemtakem zapiSemo kot

F=1 % dl x B. (4.188)
S

Ce sedaj premaknemo zanko za ds potem moramo podobno kot v elektrostatskem primeru opra-
viti delo

dA = —F.ds = —I]{

ds.(dl x B) = —T f (ds x d1).B (4.189)
S

S

ce zelimo, da ostane tok, ki tece skozi zanko konstanten. Pri izpeljavi smo upostevali distribu-
tivnost meSanega vektorskega produkta. Po definiciji je ds X dl ravno minus diferencial povrsine,
ki jo opiSe zanka pri premiku za dS, pri ¢emer moramo upostevati Se definicijo smeri zunanje
normale. Tako dobimo za celotno opravljeno delo pri konénem pomiku

A:I/B~dS:I<I>M, (4.190)

saj je za zakljuceno zanko tudi povrSina, ki jo opiSe pri pomiku zaklju¢ena. UposStevajmo Se
definicijo vektorskeag potenciala, pa dobimo z upostevanjem Stokesovega teorema

A= I/dS.(V x A) = Ij{dl.A - I%dl.A (4.191)
2 1

kjer smo z 2 oznacili lego zanko po pomiku in z 1 pred pomikom. Sedaj potrebujemo se tale
razmislek. Idl je po definiciji gostote toka ravno enak jdr. Zato lahko na koncu zapisemo

A=W(2)-W(1) = /j.A d*r — /j.A d’r. (4.192)

Od tod ze sledi enacba za energijo magnetnega polja v stati¢ni aproksimaciji

W = /j.A dr|. (4.193)

To je ena od osnovnih relacij Maxwellove elektrodinamike. Kasneje bomo ugotovili, da ni vezana
na stati¢éno aproksimacijo in jo lahko izpeljemo popolnoma splosno. Gostoto energije toka v
zunanjem magnetnem polju lahko torej zapiSemo preprosto kot

w=j.A. (4.194)
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Poglejmo si Se, kaksen je izraz za celotno magnetno energijo polja. Izpeljava v vseh podrobnosti
sledi izpeljavi energije elektriénega polja. Ce namreé¢ podroju povecam gostoto toka za faktor
da, se magnetno polje, ki ga to podrocje ustvari, poveca na aA. Celotna magnetna energija, ki
jo dovedem podrocju, da gostoto toka povecam od ni¢ do koncéne vrednosti j je torej:

W:/Olada/j(r) A(r) dr

oziroma

W= % / i) A(r) dr | (4.195)

Toliko magnetne energije torej rabimo, da povecamo gostoto toka od ni¢ do neke konéne vrednosti
j(r).Imenujemo jo magnetna energija polja.
4.2.21 Gostota magnetne energije polja

Spomnimo se sedaj Amperovega zakona v obliki En. ??7 in ga vstavimo v izraz za magnetno
energijo.

1 1
W= /j(r) “A(r) &Pr= — [(V xB)-A d’. (4.196)
2 210
Sedaj upostevamo tole vektorsko identiteto (Ryzhik Gradshtein, 10.31.6)
V- FxG)=G:-(VxF)-F - (VxG) (4.197)
in dobimo ) )
W:—/divaA d3r+—/B.V><A d’r. 4.198
5= [ AvBx A) '+ oo [B(V < A) (1198)

Sedaj uporabimo ze znan argument in ugotovimo, da se prvi integral reducira na povrsinski
integral, faV(B x A)-n dS — 0, ¢e je V dovolj velik. Upostevamo Se zvezo med vektorskim
potencialom in gostoto magnetnega polja, pa dobimo na koncu

1
W= —/ B%(r) d®r | (4.199)
2p0 Jv
Gostota magnetne energije je torej
1
w= —B% 4.200
2410 ( )

Nazadnje si poglejmo Se izraz za magnetno energijo vodnika, po kateram tece tok I. V tem
primeru lahko kot ze vemo zapisemo

= j(r).A(r) dr = r -dl = r . .
W_/VJ()A()d I/CA( (1)) - dl I/CVXA( (1)) - dS, (4.201)

kjer je dl lo¢ni element krivulje C, ki opisuje obliko vodnika, pri zadnjem enacaju pa smo
upostevali se Stokesov teorem. Nazadnje lahko torej zapiSemo

W= 1/ B(r)-dS =1 &y, (4.202)
S

kjer je ® ravno magnetni pretok skozi vodnik. Ne pozabimo, da morajo biti v priblizku staticnega
polja vsi vodniki sklenjeni.
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4.2.22 Napetostni tenzor magnetnega polja

Nasa naslednja naloga je, da zapiSemo zapisati silo F na porazdelitev nabojev samo s pomocjo
polja B v prostoru. Kot ze vemo,, je sila na porazdelitev naboja

F= /(j(r) x B(r))d®r. (4.203)
Sedaj upostevamo enacbo, ki povezuje gostoto toka z vrtinci magnetnega polja in dobimo

Fo - ((V x B) x B)d®r. (4.204)
Ho

Sedaj upostevajmo Se slede¢o matemati¢no identiteto
1
BxVxB= 5VB2 — V(B ® B) + B(divB). (4.205)

potem lahko zapiSemo

1
F=— [[V(B®B)- -VB?dr (4.206)
Ho 2

ozirom, potem ko upostevamo Se izrek Gaussa - Ostrogradskega najprej za tenzor in zato za
vektor

Fo L [B(B-n) — 1B2n]ds, (4.207)
Ho 2

kjer integriramo po povrsini, ki zaobjema porazdelitev naboja, na katero silo ra¢unamo. V
naslednjem koraku lahko definiramo Se tenzor napetosti magnetnega polja

1 1
Tix = —[BiBy — = B*6] | (4.208)
Ho 2

pa lahko silo na porazdelitev naboja, ki jo zaobjema povrsina S zapisemo kot
Fi = /Eknde (4209)

Vidimo, da je tudi pri magnetnem polju sila rezultat napetosti, ki jih prenasa to polje.

4.2.23 Magnetna sila med ravnima vodnikoma

Imamo dve vzporedni zici na razdalji 2a, skozi kateri tece tok I. Kaksna sila deluje med njima,
Ce tece tok v razlicnih smereh? Najprej ugotovimo, da ima v tem primetu na simetrijski ravnini
med vodnikoma magnetno polje zgolj

B.=B,=0,B; #0, (4.210)
e je veznica med vodnikoma v smeri osi z, 0os x pa j pravokotna nanjo. Silo lahko zapisemo kot

1
F,=— [[B.(B-n)-— 7anz = /anzds 4.211
o [B.( ) 3 ( )
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Ce upostevamo da se = komponenta gostote magnetnega polja obeh zic na sredini sesteva, potem
dobimo za komponento z celotnega polja izraz

B _ pol2cost  pola
C oVt a2 m(a?+a?)

Tu smo upostevali, da je € kot med veznico med Zicama in pa smerjo, v kateri merimo polje. Ce
racunam sedaj le silo na enoto dolzine med obema Zicama, potem dobim

1 2(pol)? [ d I?
L = - 2D / z = fe (4.213)
2ug w2 o (22 +a?)? 27(2a)

(4.212)

kar je isti izraz, kot bi ga dobili, ce bi vzeli za silo enac¢bo Ifc dl x B(r) in polje, ki smo ga
izracunali v En. 4.187. Sila v tem primeru je odbojna.

In kaksna sila deluje med njima, ¢e tece tok v istih smereh? Tu ugotovimo, da ima v tem
primetu na simetrijski ravnini med vodnikoma magnetno polje zgolj

B, #0,B;, =0, (4.214)
¢e je veznica med vodnikoma zopet v smeri osi z. Silo lahko zapiSsemo kot
F, = 1 [B.(B-n)— 1B?nZ}d?’r - L B2dS. (4.215)
o 2 2410
Ce sedaj s # oznacimo kot med veznico med zicama in smerjo, v kateri polje gledamo, dobimo

I2si I
B, — fof2sinb _ polz (4.216)

Foarva?r a2 m(at+a?)

Sila na dolzinsko enoto je potemtakem

1 2(pol)? /°° 2dz pol?
F,/]L=— = . 4.217
/ 2up w2 o (#2+a%)?  27(2a) ( )

Je torej obratnega predznaka kot v prvem primeru. Sila v tem primeru je privlacna.

4.2.24 Multipolni razvoj magnetnega polja

Sedaj zelimo, podobno kot pri elektri¢cnem polju zapisati multipolen razvoj magnetnega potencial
A v primeru, da magnetno polj eopazujemo dale¢ stran od njegovih izvorov. Splosna oblika
vektorskega potenciala v odvisnosti od gostote toka se glasi

A(r) = ’m/j(r’)dsr’. (4.218)

C4n ) |r—r

Podobno kot pri elektricnem potencialu se tudi tokrat omejimo na polje dovolj dale¢ od izvorov,
kar pomeni | r’ |<| r|. Od prej vemo, da je do lineranega reda
1 1 1 r-r

1
- = _pVo4.ee=—4
|lr—r | r r r

3 (4.219)

in torej dobimo za vektorski potencial do drugega reda

A = Ho j(r)d3r + Ho /(r-r’)j(r’)d3r’.

47y 473
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Pokazimo sedaj najprej, da je prvi ¢len v razvoju potenciala A ni¢. Ker vemo, da je gostota toka
v staticnem priblizku brez izvorov, mora veljati

. 0j; 0 . . or; _or,
0 = /r’ ~divj(r)d®r = /7“}C 8rid3r7 = /[ﬁ(rkﬁ) —]ia—r’j]di”rv =— [ 4 67“]? dPr =

- / JibirdPr = — / Jed®r = — / i(r)dr, (4.220)

kar je bilo treba pokazati (QED). Multipolen razvoj vektorskega potenciala potemtakem nima
monopolnega ¢lena! V tem se bistveno razlikuje od multipolnega razvoja elektri¢nega potenci-
ala. Poglejmo sedaj Se, kako je z drugim clenom, ki nastopa v enacbi En. 4.220. Zapisan po
komponentah se glasi:

/r’(r ~j)d3r’ =7 /r;jk(r’)dgr’. (4.221)

Ker je v stati¢nem priblizku vektor gostote elektricnega toka kot vemo brez izvorov lahko
zapiSemo sledeco identiteto

: i 0 . . or; L or,
0 = ’-’d"d?”:/’v’ d37:/7 a0 B PR k’,d?”:
/rzrk ivj(r)d’r T, o r o, (rirg) — J o T} jl—ari T} r

- / jirdir — / Jrridir = — / [ri.di + k] dr. (4.222)

Od tod lahko v primeru, da je ¢ = k, povzamemo, da velja
0= /[r;ji + i dPe = 2/(1" j(r)) dPr.
Nadaljujemo lahko po komponentah takole:
Th /r}cji(r’)d?’r’ = %rk/dgr’ [(ry.di +7dk) + (rdi — 720k)] - (4.223)

Prvi oklepaj je seveda glede na En. 4.222 enako ni¢. Poglejmo si natanéneje drugega. [ d3r (ri.gi — k)
je ocitno nek antisimetri¢ni tenzor. Iz linearne algebre pa vemo, da lahko vsak antisimetri¢ni
tenzor W;j zapisemo z ustreznim aksialnim vektorjem w na osnovi

Wikar, = (w x a);, (4.224)

kjer je a s komponentami a; nek poljubne vektor. Ce je antisimetriéni tenzor oblike Wi, =
(cibr — cib;), je ustrezni aksialni vektor —c x b. Na osnovi teh lastnosti antisimetri¢nih tenzorjev
dobimo na koncu tole identiteto

1 1
n [ rate)de = gn [ @ =g = grx [ i), (4.225)

Magnetni potencial A lahko torej do drugega reda v Taylorjevem razvoju za | r’ |<| r | zapiSemo
kot

A(r) = 4% /_j(r’)d?’r’ + g—;r X /(r X j)dr. (4.226)

Zapisali smo tudi prvi red, ¢eprav vemo, da je ni¢. Iz estetskih razlogov. Multipolen razvoj
magnetnega potenciala je torej na dlani. Bistveno se razlikuje od elektricnega po tem, da je
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monopolen ¢len enak ni¢ [ j(r)d®r. Ce sedaj vpeljemo §e magnetni dipolni moment porazdelitve
gostote toka

1 .
m= i/r’ x j(r)d3r |, (4.227)
potem lahko na koncu zapiSemo kot
[oT X m
A(r)="— 4.22
)= (4.228)

To je torej do najnizjega reda vektorski potencial porazdelitve gostote toka v prostoru in ustreza
tockastemu magnetnemu dipolu. Poglejmo si ga natancneje.

4.2.25 Magnetno polje tockastega magnetnega dipola

Za zacetek lahko hitro ugotovimo, da je

A(r) = %Orv x (%). (4.229)

Vektorski potencial sam se torej izraza z rotorjem 2. Od tu naprej pa lahko izrac¢unamo tudi

T
gostoto magnetnega polja

o 3r (m.r) — mr?

B = A=—-——""7- —
VX 4 rd ’

(4.230)

ki je o¢itno zelo podobna jakosti elektroi¢nega polja za tockast elektri¢ni dipol. Od tod tudi
trditev, da En. 4.229 opisuje magnetni dipol.

4.2.26 Magnetni dipolni moment krozne zanke in Amperova ekviva-
lenca

Izrac¢unajmo magnetni dipolni moment krozne zanke z radijem a po kateri tece tok I. V tem
primeru postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema v sredisce zanke in dobimo

I
m = 7/ rx jr)dr = fna/ dl =Ita*>n=1 S n, (4.231)
2 v 2 Je

kjer je S povrsina zanke, enotski vektor pa kaze v smeri pozitivnega vijaka glede na smer toka v
zanki.

To enacbo je prvi izpeljal Ampere in predstavlja osnovo njegove trditve, znane tudi kot Am-
perova ekvivalenca, da je namre¢ tokovna zanka v zunanjem polju ekvivalentna magnetnemu
dipolu.
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4.2.27 Multipolen razvoj magnetne energije

V zunanjem magnetnem polju, ki ga opiSemo z vektorskim potencialom A ima porazdelitev tokv
j energijo
W = / v’ j(r').A(r)). (4.232)
v

kjer volumen integracije zaobjema del prostora, v katerem je definiran j(r’). Porazdelitev gostote
tokov, ki dolo¢a potencial A naj bo zgoStena na razdalji r od gostote tokov, katere energijo
gledamo. Porazdelitev gostote tokov, ki doloca vektorski potencial A naj bo zgoScena pri polozaju
r, tako da lahko zopet postavimo r’ = r + dr, pri ¢emer predpostavimo, da je |or| < |r| in pa
j(r') = j(r 4 ér) = j(or). Energijo lahko potemtakem razvijemo po majhni razliki ér. Dobimo

W = d®r" j(r')A(r + or) = A(r) v’ j(r') + VA(I')/ d®6r orj(or) +... (4.233)
V) V) V)

V zadnjem ¢lenu je A skalrno pomnozen s j, gradient pa ima isti indeks kot dr. Glede na to, da

ze vemo, da mora biti prvi integral v staticnem primeru enak ni¢, lahko drugega v komponentni
obliki zapisemo kot

W= 04 /d35r §i(6r)dry + ... (4.234)
axk

Ta integral lahko zapisemo tudi malo drugace z zamenjavo simbolov

104,
2 8xk

_ 1o,
- 28$k

/d36r (4i(0r)dzxy + jr(0r)om;) — /d?’ér (4i(6r)dxy, — jr(or)dz;). (4.235)

Prvi oklepaj mora biti tokrat po En. 4.222 enako ni¢, drugega pa lahko pretvorimo na

_ 104
- ank

/ ot (o (0r)5w; — i (5r)5wy) (4.236)

Sedaj zapisimo gradient vektorskega potenciala na slede¢nacin

aAi 1 (0A; 0A 1 ( 9A; JA
8xk =3 (Olk - 81;5) + 2 <6wk BJ,:) : (4237)

Prvi oklepaj je o¢itno nek antisimetri¢ni tenzor in drugi je simetri¢ni tenzor. Poleg tega opazimo,
da je tudi [ d®6r (ji(dr)dx; — j;(dr)dxy) antisimetriéni tenzor. Iz linearne algebre se spomnimo,
da je sled produkta simetri¢nega in antisimetri¢nega tenzorja enaka ni¢, sled produkta dveh an-
tisimetri¢nih tenzorjev pa je enaka minus dvakrat skalarni produkt ustreznih aksialnih vektorjev.
V naSem primeru sta to B =V x A in m. Tako dobimo

| W= —(mB(r))], (4.238)

kjer smo magnetni dipol izracunali z integracijo v okolici tocle r!. Energija magnetnega dipola
je seveda zelo podobna energiji elektricnega dipola.

4.2.28 Sila in navor na magnetni dipol

Sedaj pa lahko zelo hitro izpeljemo izraz za silo na magnetni dipol. Ce poznamo energijo lahko

silo zapisemo kot
F=-VW
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. Ker je v energiji En. 4.238 zgolj magnetno polje odvisno od koordinate, dobimo od tod

| F=(m.V)B(r). | (4.239)

Za navor postopamo podobno. Ce je kot med vetrojem m in B enak ¢ potem je navor definiran
kot

ow
M=—. 4.240
5 (4:240)
Smer navora je definirana kot smer vektorskega produkta m x B. Potemtakem dobimo
ow 0 cos ¢
M=—=—mB 4.241
L (4241)

oziroma

(1212

Med magnetnim in elektricnim dipolom torej velja zelo prijetna podobnost, ki si jo velja zapo-
mniti.
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Poglavje 5

Maxwellove enacbe

5.1 Maxwellove enacbe v vakuumu

Poglejmo, katere Maxwellove enacbe smo do sedaj izpeljali in kako se glasijo:

avE = 2 aivB=0
€0

VXxE = 0 VxB=uj

Do sedaj smo pri Maxwellovih enac¢bah gledali le kvazistati¢no obliko enach, kjer ni bilo
casovnih sprememb elektri¢nega polja E in magnetnega polja B. Sedaj bomo na novo zapisali
enacbe tako, da bomo upostevali tudi ¢asovno spreminjanje vseh polj in izvorov.

Nadalje hotemo ponovno zapisati enacbo, ki pravi, da je V x B = pj. Da bomo to storili,
moramo upoStevati kontinuitetno enacbo, ki trdi, da naboj ne more niti nastati, niti izginiti; da

se torej naboj ohranja:
0
——/pd?’r = j{j-ds
ot Jv v

t
f/ 9 oy = /divjdgr. (5.1)
v Ot v

Ta rezultat lahko konéno zapisemo v obliki

ap

5 +divj = 0. (5.2)

Ce bi naso sedanjo enébo V x B = p0j skalarno pomnozili z div, bi dobili kot ze vemo:
podivj =div V x B =0,

kar je patolosko, ker pravi, da se naboj ne ohranja. Doslejsnje enacbe polja moramo potmtakem
dopolniit, ¢e not¢emo imeti perpetuum mobila. Maxwellovemu izjemnemu uvidu v teorije EM
polja gre pripisati posplositev enacb, ki os jih poznali do tedaj, z vpeljavo novega ¢lena v zadnjo
enacbo. Predpostavil je, da jo je smiselno dopolniti v obliki

. OE
V x B=M0J+€ol~toa; (5.3)
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kjer zadnji ¢len v enacbi imenujemo premikalni tok. Ce sedaj na to novo enacbo delujemo z
div, dobimo:
OdivE ap
= podivj — 5.4
It Ho IV‘H—MOat’ (5.4)
kar se sedaj popolnoma sklada s kontinuitetno ena¢bo za naboj. Nove Maxwellove enacbe, ki
veljajo v vakuumu, so torej:

0 = podivj + eopo

divE = Eﬁ Maxwell . Maxwell II.
0
B E
V xXE= —aa—t Maxwell III. V x B = poj + 50u0%—t Maxwell IV. (5.5)

Zraven smo pripisali Se Stevilke pod katerimi jih poznamo. Lahko bi tudi rekli, da imamo S§tiri
Maxwellove zakone. Te enacbe predstavljajo triumf klasi¢ne teorije polja in poleg Newtonovih
zakonov tvorijo temeljni kamen klasi¢ne fizike. Zasluzijo, da si jih zapomnimo za vedno.

5.2 Ohranitveni zakoni za elektromagnetno polje

5.2.1 Zakon o ohranjevanju energije

V tem poglavju bi radi ugotovili, kako je z energijo EM polja. Zatnemo s kriznim nozenjem
Maxwellovih enacb in dobimo

B-VxE = -B- 9B
ot
; OE
E-VxB = /’LOJ'EJ’_EOMOE'E (56)
od koder lahko, ¢e obe enachi odstejemo, pridelamo
JE 0B
eouoE'§+B~§:E~V><B—B~V><E—u0j~E. (5.7)

Za nadaljevanje bomo rabili vektorsko identiteto:
E-VxB-B:-V xE=—div(E x B).

7 upostevanjem te vektorske identitete dobimo

0 |1 1 B2 ExB
— | ze0E? + = —| +di =-j-E. 5.8
B {250 + 2 Mo] + div m J (5.8)
Ta rezultat lahko zapisemo tudi v obliki
0
8—1” +divP = —j- E. (5.9)
Pri tem smo vpeljali sledece koli¢ine
1 1 B?
= ZegEB? 4+ 2 1
w 260 + 9 1o (5 0)
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kar je ravno gostota energije elektromagnetnega polja, medtem ko je

P = i(E x B) (5.11)

Poyntingov vektor oz. gostota energijskega toka elektromagnetnega polja. Kot bomo videli
iz prim erjave Poyntingovega vektorja in gostote gibalne koli”cine elektromagnetnega polja En,
5.30, vidimo da mora veljati

P =g, (5.12)

kjer smo vpeljali hitrost elektromagnetnega valovanja ¢? = 1/egug. Zgornja enacba ima sledeco
strukturo
gostota energije x hitrost = ¢? (gostota mase x hitrost) (5.13)

v éemer ze lahko vidimo najavo relativisti¢ne zveze med maso in energijo E = mc?, s katero se
bomo nadrobno seznanili kasneje.

Ce je v prostoru ni izvorov EM polja, torej ce je j = 0, dobimo kontinuitetno enacbo za
energijo EM polja v obliki
0
2 4 E=—divP. (5.14)
ot
Integrirajmo zgornjo enacbo po volumnu, ki zaobsega in presega del prostora v katerem imamo

polja. Dobimo

0
— | wdr +/ (j-E) d’r = 7/ (P -n)dS. (5.15)
ot Jy v v

Ce je volumen integracije sedaj zadosti velik, polja do njegove meje Se niso prisla. Povrsinski
integral Poyntingovega vektorja, ki daje energijski tok v neskoné¢nosti, je potemtakem enako nic.
Nazadnje ostanemo z

0
&(WE]\I +Wr) =0, (5.16)
oziroma
1 1 B2
/ <60E2 + ) d®r + W = const. (5.17)
v \2 2 po

Vsota energije polja in pa delo, ki ga opravijo izvori, da to polje nestane se torej ohranja.
Preverimo 3e, da je j - E res gostota moci. Iz enace (5.29) vemo, da je gostota Lorentzove
sile
f=pE+ (j x B). (5.18)

Ce ta izraz skalarno pomnozimo z j, dobimo

f.j=pE-j. (5.19)

Ker je hkrati v = {4, potemtakem sledi

p
f-v=j-E. (5.20)
Produkt f - v pa seveda ni ni¢drugega kot gostota moci. Zunanji izvori gostote moci torej

dovajajo energijo v EM polje s tem, da ga ustvarjajo. Ce teh izvorov ni, potem se energija EM
polja ohranja. Kot bomo videli nekoliko kasneje to velja le, dokler e # e(w).
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5.2.2 Zakon o ohranjevanju gibalne koli¢ine

Zacnimo s ¢asovnim odvodom tegale izraza

0 OE 0B
gic0ExB) = 6O{atXBHEX at |~
_ go{ L WxBxB) - Y (jxB)-ExVxE (5.21)
oMo EoMo

Pri prehodu ¢ez drugi enacaj smo iz Maxwellovih enacb izrazili odvoda po ¢asu. Za nadaljevanje
izpeljave rabimo dve vektorski identiteti in sicer

1o -
VxBxB = —§VBQ+(B~V)B
(B-V)B = V(B®B)-B(V-B) (5.22)
kar nam nazadnje daje
1o - - 1o -
VxBxB= f5v32 -B(V-B)+V(B®B) = f5v32 + V(B ® B) (5.23)

in pa analogno za elektri¢no polje

1-
ExVxE = 5VE?—(E-V)E
(E-V)E = V(EQE)-E(V-E) (5.24)
kar zopet vodi popolnoma analogno do
1= - . 1= -
ExVxE= VE+E(V-E)-V(E®E) = ;VE* -V(E®E) + EﬁE. (5.25)
0
Dokoné¢ajmo sedaj izpeljavo. Iz En. 5.21 sedaj izpeljemo
0 lem o Py oo
aeo(E xB) = —¢g §VE -~ V(E®E) + §VB —cV(Be®B)| —
—(pPE+jxB). (5.26)
Ce izpostavimo V in nesemo & pod integral, dobimo
9, (ExB) = -V B2 ¢ (E®E)+LB2—i(B®B) —
o’ - 27" 0 2410 Lo
— (pE +j x B) (5.27)

ali, ¢e upoStevamo, da mora biti v sploSnem podintegralna funkcija enaka ni¢, ¢e naj bo tudi
njen integral enka nic¢

0 Opir
—g; — 5 =0, 2
5% " Dy +fi=0 (5.28)
oziroma
0 divp+f =0 (5.29)
—g —div =0. .
8tg |
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Ta enacba se imenuje Cauchyjeva enaéba za EM polje in nastopa v vseh zveznih teorijah polja,
tudi v mehaniki kontinuov. V njej smo definirali sledece koli¢ine

g=¢y(E x B) (5.30)
je gostota gibalne koli¢ine elektromagnetnega polja. Nato imamo
1 1 1
pik = 0B Ex — 580E%8i, + — BBy — — B0y, (5.31)
2 Ho 210
v “cemer prepoznamo ravno napetostni tenzor elektromagnetenga polja, ki je o¢itno enak vsoti
napetostnega tenzorja elektricnega in magnetnega polja. Hitro lahko tudi ugotovimo, da velja
Pii = —Ww. (5.32)

Sled tenzorja napetosti EM polja je torej ravno minus gostota energije EM polja. Tudi to zvezo
si zapomnimo. Nazadnje zapiSimo Se izraz za Lorentzovo silo, oz. gostoto zunanjih sil EM
polja

| f=pE+(jxB) | (5.33)

Zgornje enacbe so dejansko identiéne ohranjevalnim zakonom za gostoto gibalne koli¢ine (New-
tonov zakon) za poljuben zvezen medij. Ta zapis so dolgo Casa interpretirali tako, kot da obstaja
neke vrste zvezen medij (eter), po katerem se prenasa EM polje. Od tod je prisla znamenita
zgodovinska zabloda o etru. Kasneje so seveda to zablodo ovrgli in ugotovili, da sta B in E fun-
damentalni koli¢ini, in da pod njima ni ni¢esar. Seveda ¢e pri tem odmislimo kvantno mehaniko.

Integrirajmo Cauchyjevo enacbo En. 5.29 po volumnu. Rezultat lahko zapisemo takole

% g d°r + /f d’r = j{piknde. (5.34)

V izrazu
/g d31‘ =Gem

prepoznamo gibalno koli¢ino elektromagnetnega polja, v integralu

/ffrzF

pa celotno silo. Po tretjem Newtonovem izreku je sila enaka odvodu mehanske giblane koli¢ine.
Za EM polje lahko torej Lorentzovo silo zapiSemo kot odvod mehanske gibalne koli¢ine elektro-
magnetnega polja

d
F=—-G,. 5.35
o (5.35)
Cauchyjeva enacba za EM polja nam torej sporoca, da mora biti
d
(G + G) = ?f psenadsS. (5.36)

Postavimo sedaj mejo volumna, po kateri integriramo zgoraj na desni strani tako veliko, da
jo polja, ki izvirajo nekje globoko znotraj volumna Se nizo dosegla. V tem primeru dobimo
Poincaré - Einsteinov zakon ohranjevanja celotne gibalne kolicine EM polja

Gem + G, = const. (5.37)

V splosnem se ne ohranjata obe komponenti sami zase. Zgornja enacba je neke vrste prvi
Newtonov zakon za EM polje.
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5.2.3 Zakon o ohranjevanju vrtilne koli¢ine in virialni teorem

Poglejmo, ce velja za EM polje tudi zakon o ohranjevanju vrtilne koli¢ine. V ta namen pomnozimo

najprej enacbo En. 5.29 z x; in uposStevamo, da je g;f; = J;;. Dobimo
0 T pik
axjgi — 6.1%]: +pji + J?jfi =0. (5.38)

To zvezo lahko sedaj pomnozimo s popolnoma antisimetri¢énim tenzorjem €;;; in seStejemo poin-
deksih j,i. Glede na to, da je p;, simetriéni tenzor velja

€5:p5i = 0.
Tako dobimo zakon o ohranjevanju vrtilne koli¢cine EM polja kot

0 O€1iTiPik
&jSxjgi - #]zz + €lj,'l‘jf,‘ =0. (539)

Za izpeljavo tega zakona je bilo bistveno, da je p;r simetri¢ni tenzor. Oziroma

%r — divK + (r x f) = 0. (5.40)

Iz gornje enache je sedaj precej ocitno, da morata biti gostota vrtilne kolicine EM polja I in pa
tenzor gostote pretoka vrtilne koli¢ine KC;; enaka

Li = ejizjgi = (r x g);
Kij = €jirwioik. (5.41)
Potreben pogoj za obstoja ohranjevalnega zakona o vrtilni koli¢ini polja je potemtakem sime-

tricnost napetostnega tenzorja polja. V kolikor v prostoru ni izvorov polja, in je s tem tudi
gostota navora enaka ni¢, dobimo z obi¢ajnimi argument iz En. 5.40, da je

/ T'd®r = const. (5.42)
v

Ce enacbo Eq. 5.38 sedaj Se sestejemo po indeksih j = i dobimo

9 Oxipik

;i — i +2ifi =0, 4

57 %19 D2, +pit+zifi =0 (5.43)
oziroma

0

ar-g—div(p-r)—w—!—r-f:(). (5.44)

pri cemer smo upostevali, da je sled tenzorja napetosti EM polja enaka minus gostoti energije,
pii = —w. Zgornjo zvezo imenujemo tudi virialni teorem za elektromagnetno polje.

5.2.4 Ohranitveni zakoni in hitrost Sirjenja EM motnje

Omejimo se zopet na del prostora, v katerem ni izvorov elektromagnetnega polja, pa¢ pa v njem
obstoja prostorsko lokaliziran paket elektromagnetnega polja. V fiziki je ve¢ina primerov EM
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polja te vrste, zato bo nasa analiza veljala precej splosno. Energijo paketa EM paketa definiramo
lahko kot

E :/ dr w. (5.45)
paket

Ce v delu prostora, ki ga opazujemo, ni izvorov EM polja, potem lahko ohranitveni zakon za
energijo EM polja zapisemo kot

aE _ d3ra—w:—7§ dS V -P. (5.46)
dt ot ket

paket

Podobno velja tudi za ohranjevanje gostote gibalne koli¢ine EM polja. Ce definiramo gibalno
koli¢ino paketa EM paketa kot

G = dr g, (5.47)

paket

potem iz zakona o ohranjevanju gibalne koli¢ine izpeljemo

dG; :/ g 09 _ _% dS Vipik. (5.48)
paket paket

dt ot

Ce obe zgornji encbi postavimo skupaj, ju lahko zapisemo kot eno samo kompaktno enacébo

0 0
0O=r (5:: +V. P) —c*t <£ - divp) . (5.49)
Ce sedaj upoSevamo Se zvezo
P = ’g, (5.50)
lahko iz En. 5.49 izpeljemo tole
9 2 2
n (ka —c tgk) + Vi (kai +c tpik) . (5.51)

Zgoraj upostevamo e, da je tenzor napetosti simetricen. Ce sedaj zgornjo enacbo integriramo
po prostoru in upostevamo, da je paket EM vpolja po predpostavki lokaliziran, lahko konéno

zapisemo
d
—/ &’r (rw— Ptg) = 0. (5.52)
dt paket

Od tod pa ze sledi, glede na definicijo gibalne koli¢ine paketa EM polja, da je

d d
o dr rw = E— (r), = G, (5.53)

paket

pri ¢emer smo definirali povpreéno koordinato energije paketa, oziroma polozaj energijskega
tezisca paketa, kot

~/paket Prrw =y / d’r w = (r)p B, (5.54)

paket

kjer smo upostevali, da velja En. 5.45. Od tod pa ze lahko ugotovimo, da mora veljati

d ,G

pn (r)p=c¢ ok (5.55)
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Podobno bi lahko definirali tudi povpreéno koordinato gibalne koli¢ine paketa, oziroma gibalno
tezisce paketa, kot
/ drr-g=(r)g- / d’r g = (r)q G. (5.56)
paket paket

Poleg tega se spomnimo Se zakona o ohranjevanju vrtilne koli¢ine Eq. 77, kjer smo izpeljali, da
mora veljati

0 axidik

=g —

8t i8i 8Ik

Integrirajmo to enacbo po prostoru in zopet upostevajmo, da je EM paket v prostoru lokaliziran
in da nimamo nobenih zunanjih sil, pa lahko zapisemo, da mora veljati

—w—+z; f; =0. (557)

d

— drr-g= / drw=E. (5.58)
dt paket paket

S temi definicijami lahko iz enac¢be En. 5.52 hitro izpeljemo, da mora veljati

d
e G=E. (5.59)

Obe enacbi, Eq. 5.55 in 5.59, sedaj implicirata, da mora veljati

d d G d
pn (r)g - pr (r)p = CQE g (r)g = . (5.60)

Ker je smiselno pricakovati, da se tezisée energije in gibalne kolicine paketa EM polja gibljeta z
isto hitrostjo potemtakem obe potujeta po prostoru s svetlobno hitrostjo. To pa seveda pomeni,
da se energija in gibalna kolicina EM polja prenaSata po prostoru s svetlobno hitrostjo. To smo
izpeljali brez da bi dobili valovne resitve za Maxwellov ena¢be zgolj iz ohranitvenih zakonov EM
polja.

5.2.5 Elektromagnetno valovanje

Osnovne enacbe elektrodinamike (Maxwellove enacbe) so zelo preproste po obliki. Zanimivo
pa je, da iz njih lahko izpeljemo veliko pomembnih ugotovitev. Ena najpomembnejsih posle-
dic Maxwellovih enacb je elektromagnetno valovanje, ki ga bomo na kratko opisali v tem
poglavju. Ukvarjali se bomo s primerom, ko nimamo nobenih zunanjih nabojev in nikakrsnih
tokov. V nasprotju s prejsnjimi poglavji, ko smo se omejili bodisi na stati¢na elektri¢na in ma-
gnetna polja ali pa nas spreminjanja teh polj niso zanimala, pa sedaj skusajmo ugotoviti, kako
se elektri¢cno in magnetno polje spreminjata. Najprej zapisimo Maxwellove enac¢be v vakuumu:

VE=0 , VB=0,
OB OF

VXE=-2" | VxB=cogn.
% ar 0 Y T T Sy

E in B nimata izvorov, vendar spreminjanje kateregakoli od njiju takoj povzro¢i nastanek ali

spreminjanje drugega. Delujmo z operatorjem rotor na enacbo V x E = f%—}?.

0 0 JE 0’E
Vx VxE= —aV x B = _E(EO’UOE) = —Collo 7
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Upostevamo matemati¢no zvezo: V x (V x A) =V(V - A) — V2A in dobimo:

O’E

V(V-E)-V?’E = — ~——
( ) €010 53

Prvi ¢len je enak ni¢, saj nimamo nikjer nabojev, torej V-E = 0. Ostane:

O’E
V2E = €0M0W, (561)
kar je t.i. valovna enacba za elektricno polje. Podobno ena¢bo moramo najti tudi za magnetno
polje. Delujmo z operatorjem rotor na enacbo V x B = Eouo%—]f:

V x(VxB)= soMO%(V x E).

Spet upostevamo matematiéno zvezo: V x (V x A) = V(V - A) — V2A in dobimo:

0’°B
VZB = 50#0@7 (562)

kar je valovna enacba za magnetno polje.

Resitve valovne enacbe

Izpeljali smo dve valovni enacbi, ki sta vektorski, kar pomeni, da imamo skupno 6 enach. Zani-
mamo se za resitve teh enacb. Poiskali jih bomo tako, da si bomo izbrali eno mozno komponento,
npr y:

0?E,

VQEy = Eolo
Resevanje te enacbe poteka enako kot resevanje katerikoli druge enaéne oblike:

O*u(w,t) i@Qu(x,t)
ox?2 2 Of2

Postopku resevanja pravimo lo¢evanje spremenljivk. Za funkcijo u(z,t) uporabimo nastavek
u(z,t) = v(z)w(t)

To prepiSemo v enacbo, pri tem pa odvajanje po z zaznamujemo s Crtico, po ¢asu pa s piko:

Funkeije prostorske spremenljivke postavimo na eno stran, ¢asovne pa na drugo (v tem je trik

lo¢evanja):
o 1w

v c?w

Ce hocemo, da zgornja zveza velja, morata biti obe strani enaki isti konstanti:
,UI/

7:_]62:&3
v c2w
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Zaradi zgodovinskih in sicersnjih razlogov vpeljemo e konstanto w? = c?k? in zapisemo sedaj
nesklopljeni enacbi:
V' 4+ k=0 in @+ wiw=0.

Resitvi zgornjih enach sta znani vsem srenjesolcem, zapisimo ju v kompleksni obliki:
v(z) = Ae'*® + Be™™*® in  w(t) = Ce™! + De™ ™t
Splosne resitve valovne enacbe bodo produkt zgornjih dveh resitev, torej bodo oblike

u(x, t) ~ e:l:z‘(krcp.ui&)7

kjer pridejo v postev vse permutacije predznakov. Takim resitvam pravimo tudi ravni val, ki

potuje s hitrostjo:

V= — = — = (C.

t ok

To je zapis enacbe ravnega vala v eni dimenziji. V treh dimenzijah pa se enac¢bo ravnega vala
zapise takole:
u(r,t) ~ e:tz(kr:twt)'

To pa je sedaj ravni val, ki se Siri v neki poljubni smeri k s hitrostjo c.

Stojece valovanje

Konstanti A in B v krajevnem delu v(z) resitve u(z,t) valovne enacbe ter konstanti C' in D
v casovnem delu reSitve iS¢emo glede na razlicne robne pogoje. Oglejmo si primer, ko velja
v(x = 0) =0 ter v(z =) = 0. Opraviti imamo torej s stoje¢im valovanjem znotraj meja x = 0
ter x = [, kjer ima valovanje vozle. Takoj lahko zapiSemo naslednji dve enacbi:

A+B = 0,
Ae™ 4 Bemkl =,
Ker je po prvem B = —A, je potemtakem
e — ekl = 9jsin(kl) = 0,
kar nam da za k Stevno mnogo resitev
kol =nm in un(z,t) = Ay sin(k,z)etnt,
Sicer vemo, da je w, = ck,, vendar brez ostalih robnih pogojev ne moremo izra¢unati koliko je

A,

Fourierov razvoj

Valovni enacbhi sta linearni, kar pomeni, da je pri resitvah enacbe u; in wus tudi vsaka njuna
linearna kombinacija au; + Bus spet resitev valovne enacbe. Velja namrec:

aa%l +/382U2 B g@Qul ﬁ@zug
Ox? or2 2 o2 2 o2’
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Sedaj lahko zapisemo resSitev s Fourierovo vrsto:

u(z,t) = ZA(k,w)ei(sz“’t) kjer je w = ke.
k,w

Koeficienti A(k,w) so Fourierovi koeficienti ali parcialne amplitude. V treh dimenzijah delamo
analogno. Valovna enacba se glasi:

1 Ou(r,t)
2 _ ’
Veu(r,t) = 2 ar
Splosno resitev zapiSsemo s Fourierovo vrsto:
u(r,t) = E Ak, w)ekr—wt) kjer je |k |= 2 in k|ec
A

k,w

Vektor ¢ ima velikost enako hitrosti razSirjanja valovanja, njegova smer pa je smer razsirjanja.
Za vektorja E in B zapiSemo Fourierovo vrsto v sledeci obliki:

E(I‘,t) = ZEO(kvw)ei(kriwt)v
k,w

B(r,t) = Y Bo(kw)e' ),
k,w

Poskusajmo sedaj ugotoviti, kaj tak zapis pomeni v okviru Maxwellovih ena¢b. Z drugimi bese-
dami, zanima nas, kaksno je elektromagnetno valovanje. Najprej razmisljajmo o enacbi V-E = 0:

OB,  0E, OFE,
VE-= + =2+

et oy T s~ LBk @) .

k,w

Sledi:
kE(k,w) = 0 oziroma k 1 E(k,w). (5.63)

Vektor E je torej pri elektromagnetnem valovanju pravokoten na vektor k, ki ima smer razsirjanja
valovanja.

Kaj pa vektor B. Uporabimo enacbo V x B = 50#0%5
Z(ik x B(k,w))eTi k=t — _g0 Z:iouE(k,w)eii(k‘”_m)7
k,w k,w
iz Cesar sledi: w
k x B(k,w) = —gouowE((k,w) = —C—QE(k,w). (5.64)

Hitrost razsirjanja valovanja definiramo kot:

c= %k in obratno k = %c. (5.65)

Ko to vstavimo v (5.64), dobimo:

k w
—ex B(k,w) = —;E(k,w)

161



5.2. OHRANITVENI ZAKONI ZA ELEKTROMAGNHAVOPHLIAXWELLOVE ENACBE

in konéno:
B(k,w) x ¢ = E(k,w). (5.66)

Dobili smo enacbo, ki povezuje vektorja B in E pri elektromagnetnem valovanju. Iz enacbe
V:B = 0 in iz simetrije te enac¢be z enacbo V-E = 0, takoj zaklju¢imo Se k - B(k,w) = 0
oziroma:

k L B(k,w).

V Fourierovem prostoru sta torej E in B drug na drugega pravokotna, hkrati pa sta pravokotna
tudi na smer razsirjanja valovanja, ki je podana s k oziroma c. Elektromagnetno valovanje je
torej transverzalno valovanje. S tem v zvezi je tudi polarizacija valovanja, o kateri pa na tem
mestu ne bomo govorili.

5.2.6 Polje v snovi
Elektri¢no polje v snovi

Snovi se glede elektricnega polja razlicno obnasajo. Nekatere snovi v svoji notranjosti dovoljujejo
obstoj elektricnega polja (npr. izolatorji), druge spet ne (npr. kovine). V notranjosti takih snovi
je polje enako ni¢. V splosnem lahko obnasanje snovi v elektricnem polju razlozimo tako, da se
znotraj snovi, ki je v elektricem polju, spremeni konfiguracija vezanih nabojev. V vodi se npr.
vodni dipoli (molekule H50O) porazdelijo tako, da je njihova potencialna energija minimalna.
Obnasanje snovi lahko sicer opiSemo s pomoc¢jo statisticne mehanike, vendar bomo zaenkrat
pojave povezane z elektri¢nim in magnetnim poljem v snovi obravnavali fenomenologko.

V vakuumu, kot vemo, velja Coulombov zakon:

€12 I
F = - 5.67
dmegr? r (5.67)
Ekperimentalno pa so ugotovili, da znotraj snovi velja:
€1€2 r
- - 5.68
dmegKr2 r ( )

Sila med dvema nabojema se v snovi zmanjsa za faktor K, kar pripisemo u¢inku vezanega naboja.
Maxwellovo enacbo V-E = é moramo zato nekoliko preurediti, tako, da upostevamo ucinek

vezanega naboja:

i(E
VE- H%U (5.69)
0

Induciran naboj p; je v splosnem funkcija polja. Induciran naboj povezemo s polarizacijo P:

pi(E) = -V.P. (5.70)
Maxwellova enacba se sedaj glasi:
V.E= é - VSOP oziroma V-:(egE+P)=p=VD. (5.71)
Vpeljemo gostoto elektricega polja:
D =¢E +P. (5.72)

Odvisnost p;(E) in s tem tudi P(E) zapiSemo s Taylorjevo vrsto:
P(E) = coxE + O(E?)
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pri éemer se omejimo le na linearne ¢lene. Izkaz se, da je O(E?) zanemarljivo majhen. Za gostoto
elektri¢nega polja dobimo:

D =¢E+ P =¢E +e0XE =¢¢(1 + x)E = ¢¢cE. (5.73)

Tu je € dielektriéna konstanta. Snovi, za katere velja D = ggeE imenujemo linearne. Ker velja
V-D = p, zapiSemo Poissonovo ena¢bo v snovi takole:

vVE=". (5.74)
Ep€
V kovini je dielektri¢na konstanta € = oo, saj je elektri¢no polje znotraj kovine enako ni¢. Kovine
imajo v prevodnem pasu proste elektrone, ki jih imenujemo tudi prevodni elektroni. Ce kovino
damo v elektrico polje, se prevodni elektroni prerazporedijo, tako, da v celoti izni¢ijo zunanje
elektrico polje in je le to v notranjosti kovine enako nic.

V zgornjih vrsticah smo pokazali, kaksna je zveza med elektri¢cno polarizacijo P ter gostoto
influiranega naboja. Privzeli smo eksperimentalen rezultat, da je sila med dvema nabojema
v snovi manjSa zaradi induciranih nabojev, kar smo potem upostevali v Maxwellovi enacbi.
Elektricno polje v okolici tockastega naboja v linearni snovi glede na zgornje enacbe opisemo
takole:

e r—r e r—r
ter

:47r505|r—r’|2|r—r’\ :47r\r—r’|2|r—r’|

Od tod hitro vidimo, da velja:

e (r—r') 1
P = 1—--.
47r|r—r’||r—r’|( E)

To pa pomeni, da je zgornja enacba za elektri¢no polarizacijo resitev enacbe:

1
VP =cedr—1) <1 - )
€
V sploSnem je v okolici tockastega naboja volumska gostota induciranih nabojev p; = —=V-P = 0.

Elektri¢no polje pa je kljub temu zmanjsano za faktor €. To pa vsaj v primeru tockastega naboja
v snovi ne moremo pojasniti z induciranimi naboji, saj je volumska gostota induciranih nabojev
v tem primeru enaka ni¢. NaSe razumevanje pojavov v snovi moramo torej nekoliko dopolniti.

Zacnimo z enacbo:

E=-Vop,
zato lahko zapisemo:
p V.P
V=" — .
4 €0 €0
V enem izmed zacetnih poglavij smo ugotovili, da velja: ¢(r) = [ %. Ta rezultat upora-

bimo tudi tule in zapiSemo:

B p(r)d’r’ V-P(r')d*r
w@—[ww [V, (5.75)

dreg |r—r ydmeg [T —1

S pomocjo matemati¢ne zveze:

v(fﬁq)—va)‘l+mwv<l>

I=d =d T
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izrac¢unamo zgornji volumski integral. Uporabimo Se Gaussov izrek ter upostevamo, da povrsinski
integral da ni¢, saj integriramo dale¢ stran, kjer so vsa polja enaka ni¢. Dobimo:

p(r)d®r’ 1 / , 1
= P —_— .
#(r) /(v) dreg | v — 1/ | + dmeo J vy =)V |r—1| (5.76)

Takoj opazimo podobnost drugega integrala s poljem dipola. O¢citno polarizacija P opisuje
gostoto dipolnega momenta. Na elektri¢no polje v snovi torej ne vplivajo le inducirani naboji,
temve¢ tudi inducirani dipoli.

Statiéno magnetno polje v snovi

Pri obravnavi magnetnega polja v snovi upostevamo ucinek induciranih tokov. Maxwellovo
enacbo V x B = pgj+ uo%—?, ki velja v vakuumu, za stati¢éno magnetno polje v snovi dopolnemo:

- oD
V x B = po(j+3:(B)) + MOE'
Tu je j;(B) gostota induciranega toka. Magnetno polje v snovi lahko namreé¢ povzroéi pretakanje
nabojev. Gostoto induciranega toka povezemo z magnetizacijo M, in sicer:

V x M = j;(B).

Maxwellova enacba se sedaj glasi:

. oD
V x (B = poM) = p1oj + NOE~
Koli¢ino %O(B — uoM) = H proglasimo za jakost magnetnega polja in tako ¢etrto Maxwellovo

enacho zapiSemo v obliki:
oD
VxH=j4+—.
SY
Magnetizacija M je odvisna od jakosti magnetnega polja, torej M = M(H). Podobno kot pri
elektricnem polju tudi tu uporabimo Taylorjevo vrsto in upostevamo le linearni ¢len:

M(H) = YH + O(H?) (5.77)

Koli¢ino x imenujemo magnetna susceptibilnost. Ce iz enacbe ;%o(B — upoM) = H izrazimo B in
upostevamo M(H) = yH, potem sledi:

B = poH + p1oM = (1 + x)H = ppH,

kjer smo vpeljali magnetno permeabilnost p, ki je za ve¢ino neferomagnetnih snovi okoli ena
(malo manj ali malo vec).

Do sedaj smo se ukvarjali le s poljem v vakuumu, zdaj pa nas zanima, kako se spremenijo
enacbe, Ce polje ustvarimo v snovi. Zanima nas, zakaj bi se sploh kaj spremenilo. Poglejmo
mikroskopsko sliko. Molekule so sicer navzven nevtralne, vendar obstaja znotraj molekule raz-
delitev nabojev, ki privede do tega, da ima molekula kljub vsemu nek naboj, ki ga imenujemo
vezani naboj. Tega naboja ne moremo vzeti stran od molekul. Torej je gostota naboja sestavljena
iz dveh prispevkov in je zato:

divE = 2 4 2. (5.78)
€0 €0
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Vpeljemo novo koli¢ino, za katero zaenkrat Se ne vemo, kaj bi bila:
po(E) = —divP.

Tako dobimo novo zvezo: div(eoE + P) = p. Tu nam je uspel veliki met. Dobili smo namreé
koli¢ino-vektor
D= €0E + ].)7

ki ni odvisna od vezanih nabojev (tako kot E), ampak le od zunanjih nabojev. Vektor D
imenujemo gostota elektricniga polja. Zgornja enacba pomeni, da je zunanje polje D, ki deluje
na snov enako vsoti notranjega polja E in P.

Po novem lahko zapisemo tudi:
divD =p

kar pomei, da je zunanje polje odvisno seveda le od zunanjih, prostih nabojev. Ker je gostota
vezanih nabojev odvisna od velikosti zunanjega polja p, = p, (D), sledi, da je tudi P = P(D) in
posledi¢cno E = E(D). Zadnjo ena¢bo imenujemo enac¢ba stanja (tudi konstitutivna relacija), ki
pove, kako se notranje polje v snovi E spreminja v odvisnosti od zunanjega polja D.

Podobno, kot imamo lokalne elektri¢ne izvore, imamo tudi lokalne magnetne izvore. Ti izvori
so atomi sami. ' Ce je seveda snov prepustena sama sebi, se magnetno polje, ki je posledica
lokalnih magnetnih izvorov med sabo unici, ¢e pa je snov v zunanjem magnetnem polju, se uredijo
v smeri le-tega.

Kot pri elektricnem polju uvedemo tudi sedaj vezano gostoto elektricnega toka j,. S to
ugotovitvijo sedaj zapisemo Maxwellovo enacbo:

. . oD
V % B = poj + pojo(B) + po -

Uvedemo nov vektor M, za katerega zaenkrat Se ne vemo, kaj bi bil.
V xM =j,(B) =M = M(B)

S tem vektorjem zapiSemo:

. oD

V(B —uM) = poj+ o
B oD
Z M) = j+—.
VX(MO ) it

Tu sedaj lahko uvedemo nov vektor

B
H=—-M,
Ho

ki ga poimenujemo jakost magnetnega polja in ki nam omogoca, da Maxwellovo enacbo zapisemo

v obliki oD
VxH=j+—.
URT
Seveda je H = H(B). Tako smo dobili nov vektor, ki je odvisen le od zunanjih elektri¢nih tokov,
ker so vezani tokovi skriti ze v samem vektorju H.

ILahko si prdstavljamo, da je elektron, ki krozi okoli jedra, elektrié¢ni tok v zanki, ki okoli sebe ustvari magnetno
polje.
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5.2.7 Dielektri¢na susceptibilnost in gostota elektri¢nega dipolnega mo-
menta

Razvijmo P do prvega ¢lena:
P(E) = eoxE + O(E?). (5.79)

Koli¢ino yx, ki smo jo na novo uvedli imenujemo dielektriéna susceptibilnost. Omejimo se na
homogene izotropne snovi, da bo koli¢ina y, ki je v splosnem tenzor II ranga, imel le diagonalne
elemente. Ponovno lahko zapisemo:

D =¢E + goxE = ¢0(1 + x)E = ¢cE. (5.80)

Nova, koli¢ina, ki smo jo vpeljali — € = 1 4+ x — se imenuje dielektri¢na konstanta oz. diele-
ktri”na funkcija.

Spomnimo se sedaj enacbe (5.78) in zveze E = —V¢. Ko ju sestavimo, dobimo:
divP
=L (5.81)
€0 €0

Po novem je torej elektri¢ni potencial

1 p(r)d3r 1 /divP(rV)dSrv
[r—r | °

p(r) =

= - 5.82
dreg ) |r—1r |  4dweg (582)

Potencial smo tako lahko zapisali, ker prvi del poznamo ze od prej, drugega pa zapisemo po
podobnosti in ker vemo, da je vsota resitev diferencialne enacbe tudi resitev taiste diferencialne
enacbe.

Zanima nas, kaj je drugi clen v izrazu za potencial ¢. Poglejmo.

P(r)
[t -1 |

P

div'( ) (5.83)

Cr—n

To, kar smo pravkar zapisali, je ena od matematic¢nih identitet. Sedaj lahko zapisemo potencial:

1 p(r)d®r 1 . P) 4 / 1 3
= — d ’7d ) P 5 . 77d ppp—
(r) dreg ) |r—1 | 47r50/v 1V|r7r’| r+47r€0 (x) V|r7rv| g
1 p(r)d3r 1 / 1 3
Pr) V——d°r 5.84
dreg ) |r—1 +47r50 ) |r—1 | g (5:84)

Crtica, ki smo jo pisali ves ¢as ob operatorju V, pove le to, na kateri vektor r deluje (deluje na
tistega s ¢rtico). Primerjajmo zgornji rezultat z elektri¢nim potencialom dipola. Tam smo dobili

1 1
= p.V—
47r50p |r—r |

() (5.85)
O”citno dobimo iz En. 5.84, “ce zanemarimo prvi, monopolni del, ki nas ne zanima, potencial
dipola, in “ce postavimo

P(r) = pé*(r —r). (5.86)

Tako smo konéno ugotovili, kaj koli¢cina P sploh je. P o”citno ni ni”c drugega kot gostota
elektriécnega dipolnega momenta.
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5.2.8 Magnetna susceptibilnost in gostota magnetnega dipolnega mo-
menta

Podlejmo Se, kako bi gostoto magnetnega polja B zapisali z novodobljeno jakostjo magnetnega
polja H.
B = uoH + MoM(B) = puoH + M()M(H) (587)

To je zato, ker lahko relacijo H = H(B) obrnemo v B = B(H). Tako lahko zapisemo M = xyH,
od koder sledi, da je
B = uo(1+ x)H. (5.88)

Ce uvedemo 1 = 1+, kar imenujemo magnetna susceptibilnost, lahko gostoto magnetnega polja
zapiSemo kot:
B = uuoH. (5.89)

Zanima nas Se,kaj sploh je vektor M. Da bomo to videli, je dovolj gledati kvazistati¢no sliko.
V x B = pugj+ mV xM (590)

Velja tudi: B =V x A in divA = 0. Drugi enacba zaenkrat verjemimo, ker jo bomo dokazali
kasneje. Ce zapisani enachi vstavimo v zgornjo enacbo, dobimo:

V x VxXA=puj+ pV x M. (591)

Torej je sedaj (primerjaj z enacbo (?7), v katero vstavis B =V x A, in dobljenim potencialom
A

po [i(@)dr  pg [V x M(r)d3r

Ar) = 22 S A [ S 5.92
(x) dr ) |Jr—r| 4w |r — 1| (5:92)

Upostevajmo identiteto, ki za poljubna U in V pravi:
Vx(UV)=UV xV+VUXxV. (5.93)

V naSem primeru je U = |r—1rv| in V.=M(r). Torej je

o [iE)dr / 1 / M),

Ar)="— [ =—— — — : M(r)d’r + — ' 4
(x) dr | Jr—r| Ax v|r—rv|x (r)d"r + v \r—r|) e (5.94)

Zadnji integral je ni¢. Ce namreé zapisemo vektor V x M po komponentah, dobimo integrale
tipa f aMz dz dy dz, ki po integraciji dajo integrale oblike [ fdx dz, ki so, gledani dovolj dale¢,
enaki mc Torej je

140 (r)d®r M(r) x (r—r) 4
Ar) =— ———=d’r. 5.95
(x) 47 |r7r| / |r7r\3 g (5.95)

Ce ta izraz primerjamo z vektorskim potencialom A v primeru magnetnega dipola, ki smo ga

izpeljali v obliki
Mo T X 1M

4 73
“Ce sedaj zanemarimo prvi “clen, ki je posledica zunanje gostote toka, vidimo, da se na”’s rezultat
reducira na vektroski potencial magnetnega dipoola, “ce postavimo

Ar) =

(5.96)

M(r) = mé3(r —r). (5.97)

Tako smo konéno ugotovili, da mora biti M gostota magnetnega dipolnega momenta.

167



5.2. OHRANITVENI ZAKONI ZA ELEKTROMAGNHAVOPHLIAXWELLOVE ENACBE

5.2.9 Kon¢éna oblika Maxwellovih enacb v snovi
Zdaj lahko zapiSemo osnovne Maxwellove enecbe:

divD = p divB =0
0B oD
VxE = —— VxH=j4+—. 5.98
ot I 5 (5.98)
Ponovno izpisimo Se, kako se izraza gostota magnetnega in elektri¢cnega polja s pomocjo ustreznih
jakosti:

D = e5E
B = ppoH.

Po dosedanjem razpravljanju o elektri¢nem in magnetnem polju moramo opozoriti na dejstvo,
da da smo to izvajanje omejili na izotropne snovi (npr. tekocine), ki imajo odziv na zunanje
polje v smeri le-tega. Pri anizotropnih snoveh (npr. kristalih) pa odziv na zunanje polje nima
nujno iste smeri kot le-ta. Poleg tega imajo naSe enacbe obliko lokalne enacbe:

D(r,t) = egE(r,t)
B(r,t) = ppoH(r,t).

Ta zapis pomeni, da ¢e imamo polje E na mestu r in ob ¢asu ¢, bom na istem mestu r in ob
istem ¢asu t imel tudi polje D. To pa seveda ni res, saj imam lahko relaksacijo, ki nastopi zato,
ker molekule rabijo nekaj ¢asa, da se prerazporedijo (polje D Se nekaj casa vztraja tudi ko polje
B Ze izklju¢imo). Prav tako odziv ni nujno lokaliziran. Predstavljajmo si samo naboj e, ki ga
damo v neko tocko v prostoru. Polje ne bo nastalo le v taisti tocko, ampak bo segalo v majhen
prostor okoli dane tocke. Ce pa zelimo te ugotovitve upostevati v enacbah, postnejo le-te precej
zapletene:

D;(r,t) =g /5ik(r —1,t—t)E(r, t)d>rdt.

Tu je € tenzor in nam argument (r — r’,¢ — ¢*) predstavlja krajevno in ¢asovno nelokalnost.
Enacbe pa lahko poenostavimo, ¢e upostevamo, da ima magnetno polje skoraj vedno ¢asovno
lokalen odziv, elektriéno pa krajevno lokalen odziv. Tako poenostavljena enacba se glasi:

Di(r,t) = 50/ e(t—t)E(r,t)dt.
0

~ . .o « oo —q . ~

Ce uvedemo fourierovo transformacijo po ¢asu: V(r,t) = f_oo g—;’e WtV (r,w) in upoStevamo,
da je fourierova transformacija konvolucije produkt fourierovih transformacij, dobimo, da v fou-
ierovem prostoru velja:

D(r,w) = goe(w)E(r,w).
Torej nam nelokalnost v ¢asu povzroci odvisnost € od frekvence:
0 .
E(w):/ e(r)e™“Tdr.
0
Seveda imajo razli¢ne snovi razlicno odvisnost od frekvence. Realna komponenta ¢(w) nam
opisuje odziv na zunanje polje, imaginarna pa nam pove, koliko energije zunajega polja se v

snovi izgublja.
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5.3 Robni pogoji za Maxwellove enacbe

Do sedaj smo se ukvarjali z oo snovjo - snov je zavzemala cel prostor. Zdaj pa poglejmo, kaj se
zgodi, e snov omejimo. Zanima nas, kako se magnetno in elektri¢no polje obnasata pri prehodu
med dvema snovema. Skozi vse izvajanje se bo indeks 1 nanasal na eno snov, indeks 2 pa na drugo.

(1) Meja med razlicnima obmodcjema naj bo za zacetek nek pravokotnik. Najprej poglejmo,
kaj se zgodi z gostoto magnetnega polja B. Vemo, da velja:

/ divBd®r = 0.

Pri tem je volumen, po katerem integriramo, valj, katerega geometrijska os je pravokotna na
mejno ploskev, in ga je pol v obmocju (1), pol v (2). Prejsnji integral pretvorimo v ploskovnega.

7{(B~n)dS:0 :/ (B1 ~n)d5—|—/ (B2~n)dS+/ (B-n)dS.
(1) (2) pl
Pri tem sta obmodji (1) in (2) zgornja in spodnja ploskev valja, po katerem integriramo (osnovni

ploskvi - kroga), obmocje (pl) pa je plas¢ valja. Ko posljemo visino valja proti ni¢, dobimo:

dlllino (B-n)dS = dlllino /(Bpl -1y )dmrdl =0,

kjer je r radij osnovne ploskve valja. Ko pa gremo Se z S proti ni¢, sledi:

/(B1 -ny + BQ . Ilg)dS =0
s
B1 -ny + Bg Ny = 0
B1 1N — BQ Ny = 0
(Bl — BQ) i 15 = 0
Pri izvajanju upostevaj, da kaze normala ploskve pravokotno iz ploskve in imata zato normali
n; in ny nasprotno smer (np = —ny).

Dobili smo prvi robni pogoj, ki pravi, da je normalna komponenta gostote magnetnega polja B
pri prehodu ¢ez mejo snovi zvezna.

(7i) Izpeljava za gostoto elektri¢nega polja D je zelo podobna.

/ divDd®r = / pd3r = / adS
(V) V)

Zadnji enacaj velja le, ko imam neko gostoto naboja p = 7 tudi na mejni povrSini. o je namrec
povrsinska gostota naboja. Ker integriramo po enakem valju kot prej in tudi v tem primeru
posljemo dl — 0 in S — 0 velja podobno kot prej

/(Dl -np + D2 . l’lg)ds = / odS
S S
D1-I’I1+D2'n2 = O

(D; —Dg) -ny

ag.
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Tako smo dobili robni pogoj, ki pravi, da normalna komponenta gostote elektricnega polja D ni
zvezna ampak preskoc¢i, vrednost preskoka pa je o.

(#4i) Ko smo izpeljali robne pogoje za B in D, nas zanimajo Se robni pogoji za H in E.
Poglejmo najprej jakost elektri¢nega polja E.

0B
E = ——
V x o
%Eds = /VxE~dS:— 8—B-dS
C ot
j{ 0
E-ds = ——— | B-dS
ot Jg

Zanka C', po kateri integriramo, je tukaj rob pravokotnika s povrsino S, ki je pravokoten na
mejno ploskev med snovema in ga je polovica v obmodcju (1), polovica v (2). Stranica, vzporedna
z mejno ploskvijo, je dolga dh, stranica, ki pa je pravokotna na mejno ploslev, pa je dolga 2dl.
Ko posljemo dl — 0 dobimo:

0
% E- -ds= E1 tldh+E2 tgdh = ——Bdldh
c ot
=0
E -t +Ex-t; =
(E1 — EQ) -t =
Pri tem sta vektorja t; in to tangentna vektorja na mejno povrsino in velja (t; = —t2), ker

integriramo po zakljuceni ploskvi.
Ugotovili smo, da je tangentna komponenta jakosti elektricnega polja E pri prehodu zvezna.

(iv) Zdaj nas zanima Se jakost magnetnega polje H.

oD
VxH=jt+ 22
*H=IT

Spet integriramo po isti zanki in na enak nacin kot pri jakosti elektricnega polja E. Torej je:

/H-ds _ /j~dS+g/D-dS
c s ot Js
N—_—— ——
-0

(Hy-t1 + Ho - t2)dh = (s - t)dh
(Hy —Hy) -ty Js

V enacbah je js povrsinska gostota toka na meji. Ta tok tece pravokotno na mejo in zanko, po
kateri integriramo. Koli¢ina js pa je skalar in pomeni isto povrsinsko gostoto toka (js = js - t).
Dobili smo torej, da tangentna komponenta jakosti magnetnega polja H na meji dveh snovi, ni
zvezna ampak preskoci, in sicer za vrednost js.
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Zapisimo na enem mestu robne pogoje, ki smo jih dobili. Pri tem upostevajmo, da velja:

D=coE = Dj;=c150E;

D2 = €2€0E2
B B
H=— = H; =
Ko H1fo
B
Hy, = —
K2 o

Robni pogoji, zapisani samo z poljema E in B, imajo obliko:

g

1B —eala, = - By —Ey=0
0
B B .
By, —Bay, = 0 Tllt - 72; = HoJs- (5.99)

5.3.1 Lastnosti elektromagnetnega valovanja v snovi
Hitrost elektromagnetnega valovanja v snovi

V prejsnjih poglavjih smo se ukvarjali z elektromagnetnim valovanjem v vakuumu. Sedaj pa
nas zanima, kako se elektromagnetno valovanje obnasa v snovi. ZapiSimo najprej Maxwellove
enache:

VD=p , VB=0,
oB oD

VxE=-22 | VxH=j+ 2.
X a o v T

Poleg tega veljata Se zvezi
D=¢,E in B=puuH.

Podobno kot v primeru elektromagnetnega valovanja v vakuumu delujmo z opratorjem VX na
enacbo V X E = —%—?, torej:
0 0°D

VX(VXE):_&VXB:_MMOW

Upostevamo matemati¢no zvezo V x (V x A) = V(V-A) — V2A in dobimo:

9°D

. — 2 — — -
V(V-E) - V°E P05

Ker je V-E = 0, dobimo valovno enacbo, ki ima v primeru elektromagnetnega valovanja v snovi
obliko:

0’E
o2’
Podobno ena¢bo dobimo tudi za magnetno polje, izpeljave pa niti ne bomo omenjali, saj je
popolnoma enaka kot v primeru elektromagnetnega valovanja v vakuumu. Raje si ze kar takoj
poglejmo, kaksna je hitrost razsirjanja valovanja. Ocitno velja:

V2E = eueopo (5.100)

c= =2 (5.101)
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kjer je n lomni koli¢nik, n = ,/eu. Hitrost valovanja je v snovi vedno manjsa kot v vakuumu, saj
je lomni koliénik vedno vecji kot ena. S tem v zvezi Se ena opomba. Glede na teorijo relativnosti
pravijo nekateri, da delci ne morejo potovati hitreje kot svetloba. To v resnici drzi le v vakuumu.
V snovi posamezni delci lahko potujejo hitreje kot svetloba, ker se le-ta Siri pocasneje kot cg,
ne morejo pa delci potovati s svetlobno hirtostjo (ali z vecjo hitrostjo) kot potuje svetloba v
vakuumu.

Aproksimacija geometrijske optike

V prejsnjem poglavju smo izpeljali valovno enacbo za elektromagnetno valovanje v snovi. Po-
kazali smo, da je hitrost razsirjanja elektromagnetnega valovanja odvisna od lomnega koli¢nika
snovi. S tem v zvezi so znani Stevilni zanimivi in uporabni pojavi, ki jih obi¢ajno srecamo pri
optiki. Izkaze se, da je smer Sirjenja valovanja in amplituda nihanja elektri¢nega in magnetnega
polja odvisna od lomnega koli¢nika snovi. Posebno zanimiv in uporaben problem je naprimer
obnasanje elektromagnetnega valovanja na meji dveh medijev oziroma na obmocju, kjer je medij
opti¢no nehomogen. V tem poglavju nas zato zanima, kako opiSemo razsirjanje elektromagne-
tnega polja v snovi.

Zac¢nimo z valovno enacbo in najprej poskusajmo najti ena¢bo ravnega vala v snovi. Spo-
mnimo se na reSitev valovne enacbe v vakuumu:

, k
E(r,t) = Ege!®™ %) Kjerje w=—. (5.102)
c
Zaenkrat enacbe ravnega vala v snovi Se ne poznamo, zato poskusajmo z nastavkom:
E(r,t) = A(r)e! RS —wt), (5.103)

V tem primeru nas zaradi enaostavnosti ne zanima smer vektorja E, zanima nas samo amplituda
valovanja A. Odvisnost razsirjanja elektromagnetnega valovanja od lastnosti medija upostevamo
s funkcijo S(r), ki jo moramo Sele izracunati. In sicer vstavimo zgornjo enacbo v valovno enacbo

2 . .
V2E = c%%tf in dobimo:

2
V_(V(A(r)ei(kS(r)—wt))) - _ % A(r)ei(kS(r)—wt)'
<~

n2k2

. . ~ . . 2 ~ . ~
Ker definiramo k za valovanje v vakuumu, moramo namre¢ pisati 5 = n?k?. Ce izra¢unamo

kS(r)—wt)

levo stran zgornje enacbe in pokrajsamo e*( , dobimo:

V2A + 2ikVAVS — k*(VS)?A + n?k*A + ik(V2S)A = 0.
Celoten dobljeni izraz je lahko ni¢ le v primeru, ko sta ni¢ tako realni kot tudi imaginarni del:
VZA+ (n? — (VS)?)k?A =0, (5.104)

AV2S +2VA-VS =0. (5.105)

Do sedaj smo rac¢unali egsaktno, nismo naredili nobene aproksimacije. Sedaj definirajmo apro-
ksimacijo geometrijske optike:
V2A

g <L (5.106)
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ki velja le v primeru, ¢e se amplituda elektromagnetnega valovanja v mediju le pocasi spreminja.
Iz enacbe (5.104) takoj sledi:
(VS)? =n? (5.107)

V tem primeru imenujemo S fazno funkcijo ali ikonal. Zanima nas, kako reSujemo to enacbo.
Upostevati moramo, da je S funkcija krajevne koordinate r. Eno resitev lahko uganemo:

VS =n(r)e(r), (5.108)

kjer je | e(r) |= 1 enotski vektor, ki kaze v smeri razsirjanja valovanja. V primeru, ¢e je lomni
koliénik n konstanten, sledi:

k k
VS = ny S = ner (5.109)

i(kS=wt) in dobimo ena¢bo ravnega vala v snovi s konstantnim lomnim

To vstavimo v enacbo e

koli¢nikom:
6i(k57wt) _ ei(kn%rfwt) _ 6i(nkr7wt)'

Enac¢ba zarka

V geometrijski optiki bi se radi ukvarjali le z zarkom. Zarek je krivulja, ki jo dolo¢a enotski
smerni vektor. Radi bi razsirjanje elektromagnetnega valovanja opisali tako, da bi racunali le
poti zarkov, iz tega pa bi nato racunali Se amplitudo valovanja. Poglejmo, ¢e se to da. Vstavimo
VS = n(r)e(r) v enacbo (5.105):

AV - (n(r)e(r)) + 2VA - n(r)e(r) = 0.

Iz definicije gradienta vemo:

dA
VA= —
¢ ds’

kjer je ds lo¢ni element zarka. Iz zgornje enacbe dobimo nato:

dA N 1dA 1V (n(r)e(r))

AV - (n(r)e(r)) + 2—n(r) =0 Ads — 3 n(r) (5.110)

ds

Ta enacba pove, kako se spreminja amplituda valovanja vzdolz zarka e(r). Takoj ko imamo resitev
za ikonal, imamo tudi resitev za amplitudo vzdolz zarka. Ni¢ pa ne vemo, kako se amplituda
spreminja transverzalno glede na zarek.

V zgornji enacbi potrebujemo v splosnem e(r). V ta namen si poglejmo odvod:

%(n(r)e(r)) = e(r)V-(n(r)e(r)) =e(r) (V- (VS)) = %VS (V- (VS)) =
. 2 L gnw)? = Va(r
- Qn(r)v(vs) N 271(1')v (r)” = Vn(r).
Izpeljali smo enacbo:
dis(ne) = Vn. (5.111)

To pa enacba Zarka, ki pove, kako se v prostoru spreminja smer zarka. Teorija opisana zgoraj
je uporabna v vsakem primeru, ko so karakteristicne razdalje spreminjanja lomnega koli¢nika n
mnogo vecje od valovne dolzine svetlobe.
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Ravni zarek Ce je Vn(r) = 0 potem dobimo 2
sebe. To je ravni zarek.

= 0 kar pove, da se e ne spreminja vzdolz

Lomni zakon Imejmo lomni koli¢nik odvisen le od ene koordinate, npr. y. Torej n = n(y).
Enacba zarka je vektorska, kar pomeni, da imamo pravzaprav tri enacbe, ki jih za ta primer
zapisemo:

d

%(nem) 0,
i(ne) — @
ds* Y oy’
d

g(nez) =0

Iz teh enacb razberemo:

ne, = konst.
ne, = konst.

Ce zarek za¢ne v zz ravnini, potem v tej ravnini tudi ostane. Iz enacbe ne, = konst. lahko
izpeljemo lomni zakon. Ce zacetni kot, ki ga zarek oklepa z osjo y oznac¢imo z 9, sledi:
. . sin no
nosindg = nsingy — - = —.
sin 9 n

Ce imamo mejo dveh sredstev v katerih je lomni koli¢nik n; oziroma nso, zapiSemo:

sin Ny
_— = 5.112
sin 192 s ( )

Fermatov pristop

Ena¢bo zarka smo v prejsnjem poglavju izpeljali iz enacb (5.104) in (5.105) z upoStevanjem
aproksimacije geometrijske optike. Zgodovinska pot je bila druga¢na. Fermatovo nacelo pravi,
da se v prostoru elektromagnetno valovanje Siri tako, da je ¢asovni razmik, ki ga svetloba porabi
od tocke (1) do tocke (2), minimalen:

(2) 1 1@ 1 @
At = / dt = — nds = — n(r) ds = min. (5.113)
1) €0 J(1) €0 J(1)

Navidezno Fermatovo nacelo nima nobene zveze z enacbami, ki smo jih napisali zgoraj in, ki
so ve¢ ali manj sledile iz Maxwellovih enacb. Zato se zdi nekoliko presenetljivo, da s pomocjo
Fermatovega nacela pridemo do iste enacbe zarka. Pokazimo, da je res tako. Pomagali si bomo
z znanjem analiticne mehanike. Kvadrat lotnega elementa ds zapisemo (tu gre le za drugacen
zapis, ki je matemati¢no neoporeéen):

2
ds® = drdr = <Zr> du?.
u

Pisali bomo tudi ¥ = % ter ds =| T | du. Ena¢bo (5.113) zato zapisemo v obliki:

1 f(u2) (uz2)
At = —/ n(r) || du= F(r,t,u)du = min. (5.114)
€0 J(u1) (u1)
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Tu smo vpeljali F(r,r,u) = %n(r) | | . V zgornji enac¢bi spoznamo isti problem, ki smo ga
ze srecali pri analiti¢ni mehaniki. Spomnimo se na FEuler-Lagrangeovo enacbo in sklepamo, da

velja:
d (0F oF
du (af) “or O (5:115)

iz C¢esar nato sledi:

% <n i ): ag(rr) i = (Vo) | #] — —2 <n(r)f> =Vn(r).  (5.116)

Rl

Zadnji izraz Se nekoliko preoblikujemo:

d r d
T (n(r)|r> = %(n(r)e(r)) = Vn(r). (5.117)

To pa je enacba zarka. Kot vidimo je Farmatovo nacelo enakovredno aproksimaciji geometrijske
optike. Vendar pa iz Farmatovega nacela ne moremo dobiti odvisnosti amplitude zarka od r.

5.3.2 Uklon

Vrsta poskusov s svetlobo kaze, da se svetloba na ovirah uklanja. Tako se elektromagnetno
valovanje za oviro §iri tudi v smereh, kjer bi geometrijsko pricakovali senco. Nastene seveda
vprasanje, kako to pojasniti. Odresilno zamisel imenujemo Huygensovo nacelo?, ki pravi, da iz
vsake tocke valovanja izhajajo krogelna elementarna valovanja. Klasi¢no si predstavljamo npr.,
da je vsaka tocka valovnega cela izvir krogelnega elementarnega valovanja. Novo valovno ¢elo
dobimo kot ovojnico elementarnih valov. Seveda nastane vpraSanje kako Huygensovo nacelo
zapisati z matematiénim zapisom. V ta namen zapi§imo najprej resitev valovne enaébe V2E —

Ciz ‘?;t];: = 0 kot produkt krajevnega in ¢asovnega dela:

E(r,t) = Ege'®™ w1 — Feikreiwt — J(r)e it (5.118)
To vstavimo v valovno enacbo, izlo¢imo ¢asovno odvisnost in dobimo Helmholtzovo enacbo:
(V2 +EHT(r) = LT(r) = 0. (5.119)

Tu je £ Helmholtzov operator. Enacba pove, da je vrednost valovne funkcije ¥(r) v primeru
ravnega valovanja reSitev enacbe LU (r) = 0. Za razlicne izvore Helmholtzovo enacbo seveda
razli¢no zapiSsemo, kot bomo pokazali v spodnjih vrsticah.

Imejmo sedaj dve razliéni resitvi Helmhotzove enacbe: Wy (r) ter Uo(r). Oglejmo si naslednja
dva izraza:

V- (U,VU,) = VU, VU, + 0, V20,
V- (T,VV) = VI, VU, + U,V

Ko ta dva izraza med seboj odstejemo, dobimo:

U V2, — U V20 = V- (U, VU, — Uy V), (5.120)

?Nagelo je postavil Christiaan Huygens (1629 do 1695), najprej pa sta ga razvila Augustin Fresnel (1788 do
1827) in Gustav Kirchoff (1824 do 1887)
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kar lahko zapiSemo tudi takole:
Ui LUy — U LT =V - (U VU, — T V). (5.121)

Ta enacba odpira nekoliko bolj poglobljen pogled na znacilnost elektromagnetnega valovanja.
Med seboj povezuje dve razlicni reSitvi Helmholtzove enacbe. To pa pomeni, da lahko med
seboj povezemo tudi vsako elektromagnetno valovanje in elementarno valovanje, ki ga oddajajo
tocke prvega valovanja. Povezati torej zelimo neko valovanje, ki ga opiSemo z enacbo L¥(r) = 0
ter krogelno elementarno valovanje, ki ga le-to oddaja. Kako pa sploh matemati¢no opisemo
krogelno valovanje, ki ga oddaja tockast izvor? Odgovor na to vprasanje bomo uganili na podlagi
analogije s Poissonovo enac¢bo VZp = —%. V primeru, ko imamo opraviti z vakuumom v katerem

ni nabojev, vemo, da velja V2¢ = 0. Potencial tockastega naboja pa smo iskali z enaébo

e
4dmeg|r—r’| "

Vip = _e®=r))  Resitev te enacbe je p(r,r) = Sklepamo, da podobno velja tudi

€0
za Helmhotzovo ena¢bo. Valovno funkcijo ravnega valovanja izra¢unamo z enacbo L¥(r) = 0,

valovno funkcijo krogelnega elementarnega valovanja pa utegnemo poiskati z enacbo:

(V2 4+ E5)G(r,r') = =83 (r — 1) (5.122)
Resitev te enacbe je oblike:
ik(r—r’)
, e
= 12
G(r,r') ey (5.123)

kjer je G(r,r’) Greenova funkcija. Ta predstavlja val, ki se §iri iz tockastega izvora, ki je v tocki
r’. V principu bi imeli lahko v $tevcu tudi e*ik(r*r/), vendar taka reSitev ne bi bila fizikalno
smiselna. Predstavljala bi namre¢ val, ki bi se iz neskon¢nosti §iril proti tocki r’. To pomeni,
da bi morali imeti v neskoné¢nosti izvore, ki bi koherentno proti tocki r’ poslali valovanje. Takih

izvorov seveda nimamo.

Ugotoviti zelimo, kaksnim lastnostim ustreza valovna funkcija ¥(r), ki opisuje elektroma-
gnetno valovanja, ¢e naj bo vsaka tocka tega valovanja hkrati izvor krogelnega elementarnega
valovanja. In sicer to storimo takole. V enacbo (5.121) vstavimo naslednji dve mozni resitvi
Helmholtzove enacbe:

Uy = U(r'), (5.124)

Uy = G(r,1'). (5.125)

Hkrati pa bomo upostevali, da velja L¥(r') = 0 ter LG(r,r’) = —§3(r — r’). Do uporabnega

rezultata se dokopljemo, ¢e po vstavitvi zgornjih izrazov v enacbo (5.121), le-to Se integriramo,
in sicer:

/(—\Il(r’)53(r —1') = G(r,r) - 0)d®r = j{(@(r')VG(r, r') — G(r,r)VU(r))dS'.  (5.126)

Po integraciji dobimo t.i. Helmholtz-Kirchoffovo enacbo:

U(r) = / <G(r,r’)(()\cl,;$/) — \Ij(r,)ac;a(;ﬂ)) ds’, (5.127)

v kateri smo upostevali:

ov(r’) N OG(r,1’)
Y, ter  VG(r,r')n’ = o

Kelmholtz-Kirchoffova enacba pove, kaksna je vrednost valovne funkcije ¥(r) v tocki r, ¢e je
vsaka tocka tega valovanja izvor krogelnega elementarnega valovanja, ki ga opisemo z G(r,r’).

dS’'=n'dS, VU(r')n' =
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Na vrednost valovne funkcije U(r)v neki tocki r torej vplivajo tudi vrednosti valovanja v drugih
tockah r’.

Iz Helmholtz-Kirchoffove enacbe bomo izpeljali Huygensov princip. Vzemimo krozni val, ki
ga je oddal tockast izvor v tocki Ps. V nekem trenutku ta val zamrznemo, vemo pa tudi, kaksne
vrednosti zavzame valovna funkcija na tem valu:

eikrS

U(r,) = A (5.128)

[re |’

Huygensov princip pravi, da je vsaka tocka tega vala tockast izvor krogelnega elementarnegta
valovanja. Lego neke poljubne tocke na valu oznac¢imo rs. Ta tocka torej predstavlja izvor
krogelnega valovanja, ki ga opisemo z Greenovo funkcijo:

(5.129)

Poenostavljeno lahko re¢emo, da novo valovno fronto dobimo kot ovojnico krogelnega elemen-
tarnega valovanja, ki ga oddajajo vse tocke, ki so za r4 oddaljene od izvora v tocki Ps. Denimo,
da nas zanima vrednost valovne funkcije ¥(r). Pri izpeljavi Helmholtz-Kirchoffove enaébe smo
pokazali, da na vrednost valovne funkcije v neki poljubni to¢ki (v tem primeru v tocki r) vplivajo
vrednosti, ki jih valovna funkcija zavzame v drugih tockah (v tem primeru na valu, ki je za r;
oddaljen od izvora v tocki Ps). Seveda je v tej trditvi upostevano dejstvo, da je vsaka tocka
valovanja tockast izvor krogelnega elementarnega valovanja. Helmholtz-Kirchoffova enacba torej
omogoca izracunati vrednost ¥(r), ¢e poznamo ¥(r,). Zadostuje, da vstavimo nastavka (5.128)
in (5.129) v Helmholtz-Kirchoffovo enacbo in jo integriramo po ploskvi dS’. Ta je v tem primeru
kar krozni val, ki ga opiSemo z vektorjem rg. Pri tem upostevamo tudi, da velja:

r=rg;+rg oziroma ro=r—r;.

Njaprej izracunajmo $e n - V¥(r,) ter n- VG(rp), kjer je n normala na ploskev:

ikrg
V(r,) = A <ik ! ) ¢

- s 2) s |
ikrg ikrg
n-vv=A (z’kn - |r5n|2) |€ -~ iAT (k) (5.130)
rg re rg

Gledamo namreé za velike | ry |, zato nekatere ¢lene lahko zanemarimo. Analogno dobimo za
VG:

(k'n). (5.131)

Obe enachi (5.130) in (5.131) vstavimo v Helmholtz-Kirchoffovo enac¢bo in dobimo:

ei(k/r0+krs) ei(k/rs"!‘krO)
U(ro) = iAB kn)- S (Kn|dS=
vy \ lrslro] |rs || o |
i(krs+klr—r|) _
- z‘ABf S —— (k - k”) ds (5.132)
(8V)|r8|‘r_r5| |r—rs
kjer upostevamo, da velja | k |=| k' |= k. Enac¢bo (5.132) imenujemo Heugensov princip.
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Uklon na pravokotni odprtini

S pomocjo valovne enacbe je ta problem tezko resljiv. Huygensov princip pa nam omogoca,
da to storimo na nekoliko bolj preprost nacin. Najprej gledamo t. i. Frauenhoferjev uklon
(slikaXX). Privzamemo, da je izvor valovanja zelo dale¢ od odprtine, zaradi ¢esar so fronte ob
odprtini skoraj ravne. Podobno tudi za odprtino. Uklonjeno sliko gledamo relativno zelo dalec,
zaradi ¢esar smemo tudi tu fronte obravnavati kot ravne. Ta dva privzetka omogocata nekoliko
preprostejSo pot do rezultata. Kot med povr$ino odprtine ter k' in k je tako vsaj v nekem
obmocju prostora konstanten. Enacbo (5.132) zapisemo glede na zgornje privzetke ter glede na
sliko XX takole:

ei(krS —k'ro)

U(rg) = iABk/

(kn + k'n)dS = C / ¢i(krs+Kro) g.g. (5.133)
(S) | rs || ro | (S)

Clen iABk% smo zapisali z C, kjer je C' neka skoraj konstanta.

Sedaj v ravnino odprtinice postavimo koordinatni sistem. Vsako tocko v ravnini odprtinice
predstavimo z vektorjem r. Pomembno je, da se faza valovanja spreminja s tem, ko spreminjamo
vektor r. Z drugimi besedami, faza valovanja povsod na odprtinici ni enaka. Zanima nas kako se
¢len (krg + k'rg) spreminja, ko se ”vozimo” po ploskvi odprtinice. Predpostavili smo sicer, da so
vektorji k, k/, r, ter ro priblizno konstantni, toda faza valovanja ob odprtinici ni povsod enaka.
Faza valovanja je v zgornji enacbi povezana z vsoto krs 4+ k’rg. Uvedemo vektor r = (z,y,0), v
skladu s slikama XX ter XXX pa lahko pokazemo:

k'rg = kro— k(rep),
kr, krs + k(res).

Tu je eg smer vektorja rg in e4 smer vektorja ry. Enac¢bo (5.133) lahko sedaj zapisemo kot:

a b
\I’(I‘()) — Ceik(m—&-rs) / eik(eo—es)rds — Ceik(r0+r3) 2 dr 2 dy eikéezweik(Seyy.
(3) -5 /-3

Tu smo pisali: de, = ess — €ou, ter dey = esy — €gy. Drugi integral seveda pridelamo samo s
primerno orientacijo koordinatnega sistema: x-os je vzporedna z a-stranico odprtinice, y-os pa
je vzporedna z stranico b. Ko upostevamo matemati¢no zvezo:

a eiax 2
/ e"“dr = |*, = —sinaa,
a

1

—a

dobimo:
sin koesa iy Roeyb
2 2 (5.134)
kdera kdeyb :
2

\I/(ro) = CI

To pa je znana reSitev za uklon na odprtini.

5.3.3 Umeritvene invariantnosti EM polja

Maxwellove enacbe ne dolo¢ajo polj natanéno — kot bomo videli, imamo proste roke ne samo
pri konstantah, ampak celo pri funkcijah.
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Najprej se pozanimajmo za stacionaren primer. Veljata enacbi
VB=0 in VxXxE=0.

Ker vemo, da veljata zvezi V-V x A = 0 ter V x V¢ = 0 za poljubni polji A in ¢, lahko za
magnetno in elektri¢no polje vpeljemo vektorski in skalarni potencial:

B=VXxA in E=-Vop.
V stacionarnem primeru je bilo dokaj preprosto vpeljati potenciala. Kaj pa sicer? Veljata enacbi

VB=0 in VXE:—a—B
ot

Za magnetno polje enako kot prej vpeljemo potencial B = V x A. Ce to vstavimo v drugo

enacbo, dobimo
OV x A 0A

Izraz v oklepaju sedaj lahko vpeljemo kot gradient skalarnega polja (z minusom, ki je stvar
dogovora), tako da dobimo umeritveno invarianco®:

B = VxA, (5.135)

Ly, A (5.136)

E .
ot

Takoj se pokaze prva korist vpeljave potencialov: namesto Sestih imamo $tiri prostorske spre-
menljivke.

Preden pa kaj s pridom izkoristimo, moramo poravnati dolgove do drugih dveh Maxwellovih
enacb, ki smo jih doslej puscali vnemar:

, p
VE="2.
ot m €o

V X B = poj + €otto

Ce v prvo vstavimo potencialna polja, dobimo:

0 %A
V x V X A = 1pj ——Vop— .
X VX Hod + €opto( vl e )
Levo stran s pomo¢jo identitete V x (V x A) = V(V - A) — V2A razvijemo in preuredimo, tako,

da dobimo enacbo: L 92A Lo
2oA . Lo
2 o2 Hoj + V(V - At c2 ot

Ne izgleda preve¢ lepo. Tudi ko pogledamo, kaj dobimo iz druge prej navedene Maxwellove
enacbe, ni nic lepse:

VA ). (5.137)

—V2p—-—V-A="1. 1
Vo tV . (5.138)

Odresilni zamisli pravimo Lorentzova umeritev, ki postavi zadnji ¢len v enacbi (5.137) na nié:

10p

A4+ 22—, Nl
\Y% +c28t 0 (5.139)

3anglesko gauge invariance
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Iz te zveze izrazimo V - A in to vstavimo v enacbo (5.138). Dobimo:
Vip— S ——p=——. (5.140)

Ta enacba in enacba (5.137) (v kateri upoStevamo Lorentzovo umeritev):

2
VZA — C%%Tf‘ = —lloj. (5.141)
predstavljata drugacen zapis Maxwellovih enacb. Kot vidimo, so Maxwellove enacbe z vpeljavo
vektorskega potenciala A in skalarnega potenciala ¢ postale dosti bolj simetricne. Da pa smo
jih mogli zapisati v taksni obliki, smo morali uporabiti Lorentzovo umeritev. Takoj nastane
vprasanje, ¢e smo to sploh storili upravi¢eno. Z enacbama (??) in (4.10) smo sicer pokazali, da
elektromagnetno polje s potencialoma A in ¢ ni enoli¢no dolo¢eno, kar pomeni, da iste vrednosti
E in B dolocajo razlicni potenciali A in ¢. Z Lorentzovo umeritvijo pa smo zahtevali, da je
izpolnjena enacha V- A + C%%go = 0. O¢itno to ni mozno za poljbuni funkciji ¢ in A. Vstavimo
v Lorentzovo umeritev umeritveno transformacijo, pa dobimo:

1 9y 1dp 10% 5. 10%

A =V-A 2 s . Qe i R
v + c? ot v VI c2 Ot 2 ot? v c? Ot? 0

Ce hocemo, da velja Lorentzova umeritev, ¢ ni poljubna funkcija, ampak mora ustrezati valovni
enacbi.

5.3.4 Splosne resitve Maxwellovih enacb

Poglejmo si resitve Maxwellovih enacb, kot smo jih zapisali zgoraj. Najprej si bomo pogledali
stacionarne razmere v katerih velja:

V2o = *ﬁ V2A = — 0] (5.142)

Ocitno lahko pricakujemo simetri¢nost resitev za ¢ in A, saj sta obe zgornji enacbi tudi sime-
tricni. Resitev za ¢ Ze poznamo, saj imamo spet opraviti s Poissonovo enacbo, torej sledi:

Qﬁ(r,t) _ 1 / p(r/) d3r/

dme, ) v -1

Resitev za A je simetri¢na in jo lahko kar takoj zapiSemo:

Ho i) .
A(r,t) = E/ I_,|d5r'.

v —

Zanimajo nas tudi resitve za jakost elektricnega polja E in gostoto magnetnega polja B:

1 1 1 (r —1/)p(r')d3r’
E [— e — / 7d3 / = / . 5.143
Ve 47r50/p(r)v\rfr’| ' dmeg [r—1 |3 ( )
Podobno za B:
1o 1 congs Mo [ (r—r') xj()d’r
Bovx A~ B — _Ho 144
v 477/(v|r—r’|>x‘](r) 4 |r—1' |3 ’ (5.144)
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kjer upostevamo matematiéno zvezo: V x f(r)j(r) = f(r)(V xj(r))+V f(r) xj, ter V xj(r) =0,
saj imamo opraviti z nevrtinénimi elektri¢nimi tokovi. Zvezi:
do [ (x—1') X j)d

B= .14
4 |r—r |3 ’ (5.14)

pravimo Biot-Savartov zakon.

Zdaj pa si oglejmo Se resitve Maxwellovih enacb v nestacionarnih razmerah. V tem primeru
veljata enacbi:

1 9%p p(r' t) 1 02A

2 ) 2
Vip — =% = — t VA — ———
c2 ot? €0 . c? Ot?

ki ju resimo z nastavkoma:

/ t— ‘T*"I‘
p(r,t) = 1 /p(r, < )d3r’

= /”'Oj (rlv t)a (5146)

dmeg |r — 1|
. [r—r’|
Ho J(rlvtf ) 3./
A(r7t) == E Tr/rd r.

Resitvi upostevata zakasnitev motnje glede na oddaljenost izvira od tocke, v kateri racunamo
potenciala. Zato nosita ime retardirani (zakasnjeni) potencial.

Sevanje dipola

V praznem prostoru sta ¢ in A valujoci polji, ki nam opisujeta vse znacilnosti elektromagnetnega
valovanja. V sledecem si oglejmo kaksno polje povzrocajo spreminjajoce se dipolno porazdeljeni
naboji za katere velja:

/ p(r',t)d®r = 0. (5.147)
Dimenzija obmoc¢ja kjer so naboji porazdeljeni naj bo a (slika XX). Dogovorimo se tudi, da naj
velja —2— << 1, kjer piSemo | r — v’ |=| rg | . Ce koordinatni sistem postavimo tako, da je

r—r’
njegoxlo srédiéée znotraj obmocja, kjer so porazdeljeni naboji in, ¢e nas zanimajo le polja v velikih
oddaljenostih od nabojev, potem velja | r' |[<<| r |— r & rg. Vse nastete izraze bomo spridom
uporabljali v slede¢ih racunih, zato si jih velja zapomniti.

V splosnem resitve za ¢ in A v primeru staticne dipolne porazdelitve Zze poznamo, saj
jih lahko izra¢unamo iz enacCb za retardirane potenciale ali s pomoc¢jo multipolnega razvoja
potenciala. Vendar pa bi radi izvedeli Se kaj ve¢. Zanimajo nas primeri, ko se dipolna porazdelitev
nabojev spreminja. Ker velja r = ry lahko enacbe za retardirane potenciale v mejah najnizjega
reda zapiSemo:

Q

1 p(r/at_m) 3
t t) = c Zd%r’
Pt~ plrot) = o [ A

: Irol
Ho J(I'/, - ) 3.7
A t)y=— [ ——<~4d°r".

(r0a ) 47T/ |I‘()| r

>
=
2

V prvi enacbi bomo sedaj p(r',t — @) =p(r',t— @) razvili v Taylorjevo vrsto, in sicer po
spremenljivki rg. Z upoStevanjem zveze:

12 / /
_ = 2 2 _ 9pr! = 1 L_zzz 1_1
|r—1r' |=vr2+r rr’ =ry/ +r2 3 7( r2+ ),
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sledi:

r dprr’
AL LU pUpTN

c c ot cr c Ot cro

v -1

| ro |) dp ror’

p(r' t — (5.148)

Za potenciala ¢ in A imamo torej enacbi:

1 610 |I‘0 | 3 /
t) = t— d°’r
(xo,1) 47r50 cr? v ot = c )
Iroly 73
Ho .](r/7t - )d r
A ty = — | —r-—-¢ "
(rOa ) 471'/ o

V prvi enacbi smo upostevali, da je [ p(r')r’ d3r’ = 0. Zdaj upo$tevajmo zakon o ohranitvi
naboja, ki ga opisemi s kontinuitetno enacbo Bt + V.j =0, zato sledi:

olro,t) = —rio/r’V;j(r’,t - @)d%’. (5.149)

2
dmegerg

Clen [1r'V-jd®r lahko zapisemo tudi takole:

. dj o . Or
3 i\ 3 o . 3
/r(V jd°r /rk <6r1> d’r /(87‘i (Jirk) — jla 1)) d°r
= /Vz‘(jﬁk)d?’r—/jid?’r&k = —/jdgr-

Prvi integral je enak ni¢, saj integriramo dale¢ stran od porazdelitve nabojev, kjer so vsa polja
enaka ni¢. Zgornji izraz za ¢ torej zapiSemo takole:

ro . | ro |
o(ro,t) = Treocr? /d?’r/_](r/7t - T)' (5.150)

Vidimo, da sta tudi v primeru spreminjajoce se dipolne porazdelitve izraza za ¢ in A popolnoma
simetri¢na. Opazimo lahko, da velja:
To

| o |

o= cA. (5.151)
Zdaj se vrnimo k naSemu osrednjemu problemu. Radi bi poiskali resitve za potenciala ¢ in A ter
za polji E in B, ko se dipolna porazdelitev spreminja. Do sedaj smo poiskali le zvezo med ¢ in
A sedaj pa bi radi zvedeli Se kaj o vrednostih obeh potencialov. V ta namen za¢nimo z enacbo:

Iro 0
@(ro,t 47‘(’800’]"0/ I' t d3 ' = W&/r/p(r/’t/)dgr/’

ki smo jo napisali Ze zgoraj, le da smo tokrat pisali: ¢’ = ¢t — 2. Kot vemo od prej pomeni

' p(x’ )d3r’ dipolni moment. Zgornjo enaébo zato napisemo v sledeci obliki:
ro

(). (5.152)

)= ——
#(ro ) 47reocrop

Kot vidimo je potencial povezan s p, pada pa z %, torej pocasneje kot dipolni ¢len pri multi-
polnem razvoju potenciala dipola (v tem primeru nam ostane le dipolni ¢len). Tudi za vektorski
potencial A dobimo podobno relacijo:

A(ro,t) = 4’:;013@’). (5.153)
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Iz dobljenih resitev za ¢ in A lahko izra¢unamo kako se spreminjata E in B. In sicer po krajsem
preurejanju dobimo:

0A 1 . Iro |, 1o ro
E=—_ _ - =71 = — 154
Vo Fy pP—— (p(t ) X X —, (5.154)

C To To
Ho .. | ro | ro
B=V xA= g 1r0ly 20 5.155
A= (- 0l 1) (5.155)
Vidimo,da velja:
E:c(Bx::O):Bxc. (5.156)
0

Vse te enacbe kazejo, da spreminjajoca se dipolna porazdelitev nabojev v okolici ustvarja elek-
tromagnetno valovanje.

5.3.5 Cauchy-jeva enacba za elektromagnetno polje

Ze v poglaviju o teoriji elasti¢nosti smo videli doloéeno podobnost med mehaniko kontinuov ter
teorijo elektromagnetnega polja. Zdaj si to podobnost lahko bolj natanéno ogledamo. Zaceli
bomo z Maxwellovimi enacbami:

P

vE=L | vB=o,

€o

0B ) OE
VXE:—E s VXB:[‘LOJ—F‘?O#OE'

- . . 9 .
ki jih vstavimo v izraz 5 [eo(E x B)d®r:

0 OE 0B
&/EO(EXB)d3r:€O/(87§XB+EXm)dgr:
= —50/(13 x VxE+ B x V x B)d®r — /(j x B)d’r. (5.157)
Sedaj uporabimo Se naslednji dve matematicni zvezi:
ExVxXE = %VEQ — (EV)E,
(EVE=V - (EQE)-E(V-E),

iz ¢esar dobimo:

1
E><V><E:§VE27V(E®E)+E£. (5.158)
0
Analogno enac¢bo dobimo tudi za B, le da upostevamo V-B = 0:
1
BxVxB= 5VB2 - V(B ®B). (5.159)

Ce izraza za E x V x E ter B x V x B vstavimo v enacbo (5.157), dobimo:

2
%50 /(E x B)d’r = —50/ (;wf ~-V(E®E) + %VB2 ~AV(B® B)) d®r —

- /(goEﬁ +j x B)d®r.
€0
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To enacbo zapisemo takole:

0 aa'k
— | gid’r = = d? / Jd° 5.160
5 [ = [ Gdr s [ g (5.160)
kjer smo pisali:

gi = —eo(ExB); gostota gibalne koli¢ine polja (5.161)

1 1 1
o = =c0BE*0, —eoBiEy + — B%6;x — — BB, Maxwellov tenzor  (5.162)

2 210 Ho
fi = pE;+(jxB); gostota sile elektromagnetnega polja (5.163)

Enac¢ba (5.160) je Cauchy-jeva enacba za elektromagnetno polje. Pove, da je elektromagnetno
polje nosilec gibalne koli¢ine. OpiSemo ga z "napetostnim”tenzorjem (Maxwellov tenzor), na
nabite delce pa deluje s silo. Do vseh teh rezultatov smo prisli zgolj s preurejanjem Maxwellovih
enacb, katerih vsebina je oCitno zelo bogata.

Cauchy-jeva enacba za elektromagnetno polje je v zgodovini v filozofskem in tudi fizikalnem
smislu odigrala pomembno vlogo. Podobnost med teorijo elektromagnetnega polja in mehaniko
kontinuov so si razlagali z obstojem etra-nekaksne snovi, ki naj bi napolnjevala celotno vesolje.
Eter je interpretacija elektromagnetnega polja, tako, da enacbe, ki opisujejo elektromagnetno
polje dobijo obliko ena¢b mehanike kontinuov.

5.3.6 Energija elektromagnetnega polja

Iz maxwellovih ena¢b bomo izpeljali Se eno pomembno lastnost elektromagnetnega polja. Zanima
nas, koliko energije je nalozeno v njem. Zac¢nemo z Maxwellovima enacbama za rotor elektricnega
in rotor magnetnega polja:

. 0E
VxB = pnoj+ oo 5, (5.164)
0B
VxE = ——. 5.165
x B (5.165)
Prvo enacbo mnozimo z E, drugo pa z B in obe enacbi med seboj odstejemo:
OE 0B
EOMOEE + BE = —/,LOjE —+ EV X B — BV X E

Z upostevanjem veriznega pravila EV x B—BV x E = —V(E x B) dobimo:

0 (1 1
= <50N0E2 + BQ) = —V-(E x B) — uojE,

ot \ 2 2
kar zapisemo raje takole:
0
L vp=—jE. (5.166)
ot
Tu smo pisali:
1o, 1, )
w = -gkB°+-—B gostota energije (5.167)
2 240
1
P = —(ExB) Poytingov vektor (5.168)
Ho
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Koli¢ino jE imenujemo gostota moci. Spomnimo se Se gostote sile: f = pE + (j x B). Ce to
enacbo mnozimo z j, dobimo jf = pEj, zato sledi:

ow 1
— + V.P=—-jf. 5.169
5 I (5.169)
Enacbo (??) imenujemo kontinuitetna enacba za elektromagnetno polje. Povezuje spremembe
gostote energije elektromagnetnega polja z gostoto elektricnega toka j ter z gostoto magnetnega
polja B in jakostjo elektricnega polja E. Ce je j = 0 imamo:

ow

= P= 1
o5 TVP=0 (5.170)

Omenimo Se eno uporabno zvezo glede energije magnetnega polja. To izratunamo z enacbo:

1
Wp = 5/—dv = /HBdV (5.171)

Tu integriramo po celotnem prostoru v katerem je B razlicen od ni¢. V zgornji enacbi upostevamo
B =V x A, V x H = j ter matemati¢no zvezo V-(a x b) = bV x a —aV x b. Dobimo:

Wp /dVHVxA— /dVV (Hx A)+ /dVAVxH—
1 .
zifoAdSJri/dVA_].
Prvi élen je enak ni¢, saj integriramo dale¢ stran, kjer so vsa polja enaka ni¢. Ostane:
1
Wp = 3 /dVAj7 (5.172)

kjer pa integriramo le tam, kjer je elektriéni tok razlicen od ni¢. Ta zveza je uporabna pri
racunanju dolocenih nalog.

5.3.7 Lagrangeova funkcija za delec v elektromagnetnem polju

Kot smo videli v prejsnjih poglavjih opisemo elektromagnetno polje s skalarnim potencialom ¢
ter z vektorskim potencialom A. V primeru, da imamo opraviti le z elektriénim poljem, velja:
E = —Vp. Vsakemu nabitemu delcu v elektricnem polju smo priredili potencialno energijo
U = ep. Vendar pa smo tu upostevali le prisotnost elektricnega polja. Ni¢ pa nismo povedali
o potencialni energiji delca, ki se nahaja v elektricnem in magnetnem polju. Sedaj nas torej
zanima, kaksna je potencialna energija delca v splosnem. Najti zelimo Lagrangeovo funkcijo za
delec v elektromagnetnem polju, in sicer tako, da bo Euler-Lagrangeova enacba dala Lorentzovo
silo F = eE + ev x B.

Fuler-Lagrangeovo enacbo zapiSimo najprej v nekoliko spremenjeni obliki:

4 U\ OU o d v
a\"" " ar ) T or ™= Cor Or’

Upostevamo tudi zveze BE = —Vp — 28 ter B = V x A. Ce to dvoje vstavimo v izraz za
Lorentzovo silo, dobimo:

mi =e(—Vp — 88—? +vxVxA). (5.173)
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V tej enacbi nam bo prav prisla tale matemati¢na zveza, ki jo najdemo v priroéniku: vV x A =
V(vA) — (vV)A. Vstavimo jo v zgornjo enacbo in dobimo:

mi = e (—w - %—? +V(VA) — (vV)A) =

0A
=e (V(—cp +VvA) — v (vV)A) .
Ce to primerjamo z Euler-Lagrangeovo enacbo, kot smo jo zapisali zgoraj, vidimo:

ou ou
o eV(e—vA)  ter e —eA — (VV)A. (5.174)

Iz prve enacbe sledi takoj:
U(r,t,t) = ep — evA. (5.175)

Sedaj brez tezav lahko zapiSsemo Se Lagrangeovo funkcijo za delec v elektromagnetnem polju:

1
L= 5mrz —ep + evA. (5.176)

5.3.8 Invariantnosti Newtonovih enacb glede na umeritvene transfor-
macije

Iz analiticne mehanike vemo, da se delec giblje po taki trajektoriji, da je akcija S minimalna.
V primeru delca v elektromagnetnem polju, bomo akcijo zapisali kot vsoto dveh ¢lenov, in sicer
takole:

to to 1 ta to
S:/ E(r,i',t)dt:/ imr"th—/ eapdt—I—/ eAvdt. (5.177)
t t1

1 t1 t1

So Sint

Torej: S = Sy + Sint, kjer je S;n: integracijski del akcije. Zapisemo ga tudi takole:

tz T2
Sint = —/ eapdt—i—/ eAdr. (5.178)

t1 r1

Vidimo, da je akcija odvisna od ¢ in A. Toda elektromagnetno polje, ki je dolo¢eno z E in B v
skladu z umeritvenimi invariantnostimi ni enoli¢éno doloceno z ¢ in A. Zato sledi vprasanje, ce
je akcija neodvisna od umeritvenih invariantnosti. V ta namen vstavimo enacbi (?7?) ter (4.10)
v zgornjo enacbo:

ta a T2
Sz(nt = Sint + / eafidt + 6/ VCdI‘ = Sint + 6(4(1‘2, tg) — C(I‘l, tl)) (5179)
t1 T1

Umeritvene invariantnosti torej vplivajo na akcijo, vendar prispevajo le v zacetni in konéni tocki.
Clen e(C(ra,ta) — ¢(r1,t1)) ne vpliva na gibalne enacbe, saj je njegov prispevek, kot receno, le
v zacetni in kon¢ni tocki. Vsa preostala trajektorija pa ostane ista kot prej. To pomeni, da se
Newtonov zakon ni odvisen od umeritvenih invariantnosti.
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Hamiltonove enacbe za delec v elektromagnetnem polju

Sedaj, ko poznamo Lagrangeovo funkcijo za delec v elektromagnetnem polju, lahko zapisemo Se
Hamiltonovo funkcijo H. Kot vemo iz analititne mehanike, velja:

H=r1ip—L=H(p,r,t). (5.180)
Najprej moramo izracunati p:

oL . .1
p—g—mr+6A—>r—E(p—6A). (5.181)

To vstavimo v izraz za H in dobimo:
H=—(p—cA)p— —(p—cA)? +
= m P—¢eA)p om p—e¢ ep
1
—e—(p—ecA)A =
m

1
= %(p —eA)? +ep.

5.3.9 Maxwellove enacbe v stirih dimenzijah

Ostanimo za zacetek Se kar pri elektromagnetnem polju. Se enkrat zapisimo izraz za akcijo
oziroma nujo delca v polju:

ta 1
S:/ dt {2mv2+evAeU] .
t

Akcijo, povezano s potencialom polja, ozna¢imo z S;,;:

to ta T2 to
Sint = / evAdt — / epdt =e (/ Adr — / apdt) .
t1 t1 1 t1

Naj izgleda nekoliko nepomembno, a uvedimo vektorje ¢etverce, s pomocjo katerih bomo zgornjo
enacbo lepSe in krajSe zapisali. Potencial bo Cetverec oblike

P
A# = (A,Z;)

Prve tri komponente so kar komponente vektorja magnetnega potenciala, zadnja pa je elektri¢ni
potencial in je za razliko od prvih imaginarna. Podobno uvedemo krajevni vektor ¢etverec:

r, = (r,ict)

Zadnja, ¢asovna komponenta je imaginarna, Cesar pa si ne smemo razlagati s kaksno misterio-
znostjo Casa.

Kot bomo videli kasneje, je imaginarnost dobrodosla pomo¢ pri ra¢unanju skalaranih pro-
duktov cetvercev. Alternativni pristop uvedbe Cetvercev sicer ¢asovne komponente obravnava
kot realne, vendar uvede drugac¢ne metric¢ne lastnosti stiri dimenzionalnega prostora, ki mu taksni
cetverci pripadajo. Ta pristop za razliko od nasega deluje tudi v splosni teoriji relativnosti.
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Vrnimo se k nasemu Stiridimenzionalnemu prostoru z obi¢ajno metriko, a nekoliko ne-
obicajnim ¢asom. Akcijo, povezano s potenciali elektromagnetnega polja, zapiSemo s pomocjo
cetvercev:

Sint = e/AudrH.

Zapis akcije povezane s potenciali elektromagnetnegta polja, se je torej z uvedbo stiri-dimenzionalnega
prostora poenostavil. Pokazemo lahko, da se mo¢no poenostavi tudi zapis mnogih drugih enacb,

ki opisujejo elektromagnetno polje. Za¢nimo z enachbama za magnetni potencial A ter elektri¢ni
potencial ¢:

1 0%A .
V2A — Sz = Mo (5.182)
1 & P
2 —
V- o = Tn (5.183)

V njiju nastopa operator V2 oziroma Laplaceov operator. Takoj se lahko vaprasamo, kaj je
Laplaceov operator v §tiridimenzionalnem prostoru? Uvedimo najprej stiri-gradient?:

g o0 o0 0 0
Vi = (axayaat> - (Vat> (5.184)

Kot vemo, v obi¢ajnem trodimenzionalnem prostoru velja A = V2 = VV. Isto naj velja tudi v
stiridimenzionalnem prostoru, le da tu Laplaceov operator oznacimo z 02:

1 9%

2 _ 2
D =V,Vu=V~ 555

Vidimo, da je Laplaceov operator v §tiridimenzionalnem prostoru valovni operator. To je do-
brodosla lastnost, iz katere takoj sledi nakaj uporabnih enacb. Najprej zapiSimo zgornji enacbi
za potenciala A in ¢:

A = —puoj, (5.185)
02y = -2 (5.186)
€0

Ce vpeljemo e Getverec izvorov elektromagnetnega polja kot Ju = (_j,ipc), lahko obe zgornji
enachi zapisemo kot eno samo. In sicer drugo enacbo pomnizimo z £, nato pa obe enacbi Se
sestejemo. Dobimo:

O%A, = —uojy, (5.187)
Se dve uporabni enacbi dobimo iz izraza za Lorentzovo umeritev ter iz kontinuitetne enacbe.
Lorentzova umeritev V - A + c%%f pove, da je Stiri-divergenca Stiri-potenciala enaka nic:

Y, A, =0. (5.188)

Iz kontinuitetne enacbe pa pridemo do ugotovitve, da je Stiri-divergenca izvorov elektromagne-
tnega polja enaka nic:
Vi ju=0 (5.189)

4Vektorje in diferencialne operatorje v tiridimenzionalnem prostoru bomo oznacevali kot stiri-vektorje, &tiri-
operatoje. Vedno pred ime operatorja damo besedo $tiri
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Dobili smo torej tri omembe vredne enacbe, ki opisujejo elektromagnetno polje v §tiri-dimenzionalnem
prostoru:

V, A,=0, V., j,=0, O%4A,=—pupj,.

Kot vidimo v njih nastopata Stiri-potencial A, in $tiri-tok j,. Zanima nas Se, kaj se dogaja z
enacbami za jakost elektri¢nega polja E in gostoto magnetnega polja B v $tir-idimenzionalnem
zapisu.

Komponente vektorjev E in B bomo izracunali prek vpeljave tenzorja elektromagne-
tnega polja:

_0A, 04,

"o, Oxy,”

Ta tenzor ima dve lastnosti, ki sta vredni omembe. Najprej F;; = 0, kar pomeni, da so nicelni

vsi diagonalni elementi. Druga lastnost pa je antisimetriénost F,, = —F,,. Ce v potu lastnega
obraza izracunamo preostalih Sest komponent tenzorja, dobimo:

(5.190)

0 B, -B, -

vy T
s | B 0 B _ify
w=| B, -B, 0 -—ib
1B, ﬂ —F, 0
c C c

Kako so torej Maxwellove enacbe za polji E in B skrite v tem tenzorju? Izra¢unamo jih na sledec
nacin. Najprej poglejmo, kaj je divergenca tega tenzorja. Dobimo:
OF,, _ 0?4, B 0 [(0A, _ 0?4,
Oz, 0x2 Oz, \ Oz, 0x2

=024, = —pojy- (5.191)

Divergenca tenzorja elektromagnetnega polja nam torej da cetverec izvorov . To pomeni, da sta
v enacbi

OF .
= —loJ 5.192
oz, HoJu ( )
vsebovani dve Maxwellovi enacbi za polji E in B, in sicer V x B = —poj + c%%—? ter V-E = %.
Dokazimo to z neposrednim racunom. Izra¢unajmo npr. %:
or, _ O+aBZ _ 0By n ?Ez _
oz, dy 0z icicOt

1 OF, . ,
= (VxB),— 2 = Mode = to]a-

Za i = 4 (¢asovno komponento) pa je dokaz taksen:

OF 4y n OFy9 n OFy3 n 0Fy B OF, B O0E, B oE.
0x1 0o Ozs dry icoxr icdy icOz
7 7 i . .
:7V'E:7£ = 2,0 = Ko 1CPp = [o]J4-
c ce, c2e,

Divergenca tenzorja elektromagnetnega polja torej da dve Maxwellovi enac¢bi od skupno stirih.
Kaj pa preostali dve? Hitro vidimo, da zahtevi V-B = 0 zadosti enacba:
OF: OF: OF:
2, Ofs | OFp
6261 8562 (9333

— 0. (5.193)
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5.3. ROBNI POGOJI ZA MAXWELLOVE ENAGBKZLAVJE 5. MAXWELLOVE ENACBE

Tako ostane le Se enachba V x E = —%—?. Prepricamo se lahko, da to ena¢bo dobimo takole:
. OFyy . OFy . OF1o
=0. 5.194
L 3x1 te aiL’Q te 51'4 ( )
V splosnem torej Maxwellovi enacbi V-B =0 ter V x E = —%—]t?’ dobimo iz enacbe:
OF, OF,,, OF,,
By Ry =, (5.195)

ox, o0z, 0z,

Ta enacba skupaj z enacbo:
aﬂu/

— _nd 1
oz, HoJ (5.196)

predstavlja zapis Maxwellovih enacb za jakost elektricnega polja E ter gostoto magnetnega polja
B v stiri-dimenzionalnem prostoru.
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Poglavje 6

Teorija relativnosti

6.1 Posebna teorija relativnosti

V poglavju o elektromagnetnem polju smo ve¢ ali manj govorili o posledicah Maxwellovih enacb.
Pokazali smo, da je vsebina stirih Maxwellovih enacb presenetljivo bogata. Zanimivo je, da
struktura teorije elektromagnetnega polja ne opisuje zgolj elektromagnetnega polja, temvec
nas napeljuje na misel, da utegne biti prostor Stir-idimenzionalen. Videli smo, da sta v Stiri-
dimenzionalnem zapisu elektri¢no in magnetno polje le dva obraza iste interakcije. Vse enacbe, ki
opisujejo elektromagnetno polje se v Stiri-dimenzionalnem zapisu moc¢no poenostavijo. Maxwel-
love enacbe v sebi skrivajo Se eno presenetljivo dejstvo, na katerega v dosedanjih razmisljanjih
sploh nismo bili pozorni. Pomislimo, kako smo Maxwellove enacbe nagli. Opazovali smo pojave
povezane z elektriénim in magnetnim poljem in iz rezultatov poskusov, ki smo jih napravili na
Zemlji, sklepali o povezavi med elektricnim in magnetnim poljem. Kot pomembno posledico
Maxwellovih enac¢h smo nato izpeljali valovno ena¢bo in za hitrost razsirjanja elektromagne-
tnega valovanja dobili ¢ = \/ﬁ Ta rezultat je presenetljiv. Pricakovali bi namrec¢, da bo v
hitrosti razsirjanja elektromagnetnega valovanja avtomaticno upostevana tudi hitrost s katero
se Zemlja giblje po vesolju. V nasprotju z nasimi pricakovanji pa smo za hitrost razsirjanja
elektromagnetnega valovanja dobili vrednost, ki ni odvisna od tega, ali smo pojave povezane
z elektromagnetnim valovanjem opazovali v mirujo¢em ali gibajotem se opazovalnem sistemu.
Za hitrost svetlobe vedno dobimo ¢ = \/;)W Zgodovinsko gledano je bilo to vpraSanje dokaj
nerazumljivo vse do zacetka 20 stoletja. Invariantnost hitrosti razsirjanja elektromagnetnega va-
lovanja glede na gibanje/mirovanje opazovalnega sistema je prvi uspesno razlozil Einstein (1905)
s postavitvijo posebne teorije relativnosti.

6.1.1 Lortentzova transformacija

V tem poglavju si natan¢neje oglejmo, kaj pomeni dejstvo, da je hitrost svetlobe za vse opazovalce
enaka.

Postavimo torej zahtevo: ne glede na to, v katerih koordinatah opisujemo val, njegova hitrost

mora biti ¢ = \/;)W To pomeni tudi, da je oblika Maxwellovih enacb v vseh opazovalnih sistemih

enaka. Imejmo opazovalni sistem S in opazovalni sistem S’, ki se giblje glede na S s hitrostjo v.
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Domenimo se tudi, da vse koli¢ine v opazovalnem sistemu S zapiSemo brez ¢rtice, v se koli¢ine
v opazovalnem sistemu S’ pa zapiSemo s ¢rtico. Sledi:

24, = 0%4, =0.

Dolzini krajevnih vektorjev valov sta

Ir|> =c** in |F)? = At

Ce naj bo ¢ v obeh sistemih enaka, velja
|I“2 22 |r/|2 _ C2t/2(: O)

Pomen te enacbe je bolj jasen, Ce se spomnimo S§tiri-vektorja lege r,, = (r,ict). Lego valovne
!/

fronte elektromagnetnega valovanja v sistemu S opisemo z 7, v sistemu S” pa z 7}, = (v',ict’).
Zgornja enacba pove, da je dolzina Stiri-vektorja polozaja elektromagnetnega vala neodvisna
glede na opazovalni sistem. Pravimo, da je 7, invarianta gibanja:

ri = rf (6.1)

To zvezo primerjamo z zvezami za ohranitev dolzine vektorja v dveh dimenzijah pri vrtezu za
kot ¢:

2 2 .
2?4 y?* =27 +y'°, oziroma r?=r"7

kjer veljata zvezi

/

¥ = xcosp+ysingp, (6.2)
Yy = —wsinp+ycosp. (6.3)
Recimo, da se sistem S’ giblje glede na S v smeri osi x s hitrostjo v. Potem nek dogodek v
koordinatnem sistemu S popisemo z r, = (,y, z, ict), v sistemu S" pa z r,,,, = (', y, 2,ict’). Pri
prehodu iz S v S’ in obratno se v tem primeru transformirata le koordinati z in ict. S pomocjo
enacb (6.2) in (6.3) ugotovimo, da je prehod iz enega sistema v drugega ekvivalenten vrtenju
za imaginarni kot 7y v Stiri-dimenzionalnem prostoru. Samo tako ostane druga koordinata ict’
lahko po transformaciji Se vedno imaginarna. Ko namre¢ imaginarni kot iy vstavimo v enacbi
(6.2) in (6.3) in pri tem upostevamo cos iy = chy in sinip = ishy ter  — x, y — ict, dobimo:

!

' = xchp — ctshy,
ct! = —axshy + ctchep.

Tudi ¢ ni tezko izracunati. Za koordinatno izhodisce v S’ mora veljati, da je njegova koordinata
v S x = vt, kar pomeni, da je 2’ = vtchy — ctshp =0 in

thgozg—ﬂ.

=
Z 3 smo oznacili kvocient hitrosti gibanja S’ glede na S in svetlobne hitrosti. Brez tezav sedaj
izracunamo koeficiente v zapisanih zvezah med koordinatami:

1 1

Vicwd, Vi
the

shp = ———==07.
V1 —th%p
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Vpeljali smo koeficient v = L Sedaj zapisimo Lorentozovo transformacijo, kot se jo

V1-62"
obic¢ajno zapise za sistema S in S’, kjer se S’ glede na S giblje s hitrostjo v v smeri osi x:

¥ = y(x—ot),
o ’
- )

z = 2,

v (t xv)
= v z):

Vidimo, da sta prostorska in ¢asovna koordinata prepleteni, torej je ¢as odvisen od izbire opa-
zovalnega sistema. Obstaja sicer ve¢ izbir invariantnosti za stiri dimenzionalno valovno enacbo,
vendar je ta skladna s poskusi. Ravno tako za majhne relativne hitrosti preide v Galilejevo.

Zapisimo sedaj Lorentzovo transformacijo v stirih dimenzijah s tenzorjem. Vpeljemo Loren-
tzovo matriko:

v 0 0 g
0 1 0 0
L, = 0 01 o0 (6.4)
-y 0 0 v
Vsi stiri-vektorji se pri prehodu iz S v S’ transformirajo takole:
a, = Lyya, (6.5)

V tem primeru je a, nek poljuben $tiri-vektor, npr. r,, j,, 4, ali kak drug. Tenzor elektroma-
gnetnega polja pa se transformaira takole:
F;/w = L,tmLmquu (6.6)

Omenimo Se eno lastnost Lorentzove transformacije. Ta tvori t.i. Poincarejevo grupo Produkt
L,, in L, je e vedno Lorentzova transformacija.

Nekaj posledic Lorentzove transformacije

(Fitzgeraldova) kontrakcija (skréenje) dolzin. ! Palico z dolzino I’ postavimo v sistem
S’ tako, da miruje in je vzporedna osi x. Ob trenutku ¢ = 0 izmerimo njeno dolzino v sistemu S
krajis¢ veljata zvezi ) = yx1 in 2, = yas. Dolzina v S je tedaj | = |zg — 21| = %|x’2 —z)| =
% = /1 — 321l'. Dolzina gibajoce palice se potemtakem (za mirujo¢ega opazovalca) zmanjsa (v
smeri gibanja). Enak rezultat dobimo pri mirujo¢i palici in gibajoéem se opazovalcu.

Podaljsanje (dilatacija) ¢asa. V sistem S’ postavimo uro (nihalo) in izmerimo en nihaj,
ko se izhodis¢i pokrijeta. Privzeli bomo, da je nihaj kratek (d¢) in se s tem izognili rac¢unu
spremembe koordinate ure v S. Ce torej velja ' = ~t, velja tudi d¢’ = v dt, kar pomeni, da ura
v gibajocem se sistemu (ki se giblje glede na opazovalca) te¢e pocasneje (Cas nihaja je daljsi). V
zvezi s tem Se problem socasnosti: dogodka, ki sta v enem sistemu so¢asna, sta so¢asna v drugem
le, ¢e imata v vsakem od sistemov isto = oz. 2’ koordinato (in sta x, 2’ osi vzporedni v). V zvezi

LGeorge Francis Fitzgerald, 1851 — 1901; privzel je skréenje dolzin teles, ki se gibljejo glede na eter, da bi
tako pojasnil izid slavnega Michelson — Morleyevega poskusa.
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Paradoks dvojckov je ena od zanimivejsih posledic in zato tu omenjena. Na Zemlji Zivita
dvojcka (ki sta enako stara), nakar se eden odpravi na vesoljsko potovanje s hitrostmi blizu
svetlobne. Najprej pospesi in nato s stalno hitrostjo leti stran od Soncevega sistema, potem
pa se nekje obrne nazaj ter s stalno hitrostjo prileti nazaj do Zemlje in pristane (se ustavi).
Pri tem je tisti dvojcek, ki je ostal na Zemlji, starejsi, ker je drugemu cas tekel pocasneje. A
res? O tem, kako je drugemu tekel ¢as med pospeSevanjem, ne vemo ni¢ povedati, ker zanj ne
moremo uporabiti nasih enacb. (Mimogrede: kolikor je meni znano: tudi pri pospesevanju se
cas podaljsuje.)

6.1.2 Relativisticna dinamika

V tem poglavju Zelimo najti relativisticno gibalno ena¢bo. Newtonov zakon %‘t’ = F vsebuje
casovni odvod. V teoriji relativnosti zaenkrat Se ene vemo, kako naj definiramo ¢asovni odvod.
Videli smo, da je ¢as relativna koli¢ina in ne tece za vse opazovalce enako hitro. Da bi se izognili

relativnosti Casa, vpeljemo v teoriji relativnosti lastni c¢as:

_d_
v

dr dt’,
ki je lasten vsakemu telesu oziroma je cas sistema, v katerem telo miruje. In tako sedaj lahko
gradimo dinamiko, ki bo invariantna na Lorentzovo transformacijo. Za drugi Newtonov zakon
poskusimo najti ekvivalent:
dp
dr
Kot so formalisti v tezavah pri vpeljavi sile in mase v klasi¢ni dinamiki, smo mi sedaj v tezavah,
ker sploh ne vemo kaj je sila, kaj gibalna koli¢ina. . . Pa pojdimo po majhnih korakih do modrosti.
Najprej s postulatom uvedimo ¢etverec gibalne koli¢ine:

dr . dt
Py = (de,zmch) . (6.7)

F.

Zelo hitro ugotovimo, kaj je hitrost; z maso delimo gibalno koli¢ino:

_bu_ (dr . dt v ic _ )
U”_m_<d7"wd7)_ V1I-52 /12 =lv-ie)

Izracunajmo kvadrat hitrosti:

02 e (o S N
1*52 1*ﬂ2_ 1752 -

Kot je znacilno za cetverce, je velikost Cetverca hitrosti konstantna. Podobno velja za gibalno
koli¢ino:

’U#'UM:

Pu - Pu = _m2 62
Zgornji definiciji stiri-hitrosti in §tiri-gibalne koli¢ine sta torej uporabni, saj sta invariantni glede
na koordinatni sistem. Tako se sedaj lahko lotimo vprasanja, kako zapiSsemo gibalno enacbo
v relativisticni dinamiki. To bomo izracunali po nekoliko daljsi poti. Najti moramo najprej
Lagrangeovo funkcijo, ki bo invariantna glede na koordinatni sistem, poleg tega pa moramo iz
nje s pomoéjo Euler-Lagrangeove enaébe dobiti Lorentzovo silo. Ce torej uspemo najti ustrezno
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enacbo za Lagrangeovo funkcijo in akcijo, tako, da bosta ti dve invariantni glede na koordinatni
sistem, je pot do relativisti¢ne gibalne enacbe odprta. Zac¢nimo kar z akcijo za klasi¢ni delec:

1
S = §mv2dt + e/Avdt - e/gadt. (6.8)

Z vpeljavo stiri-vektorja potenciala A, = (A, L), ter Stiri-vektorja lege 7, = (r,ict) smo to
enacbo elegantneje zapisali:

1
S = imfu2 + e/Audr#. (6.9)

Tako definirana akcija seveda ni invariantna glede na koordinatni sistem oziroma na Lorentzovo
transformacijo. V prvem ¢lenu namreé¢ nastopa diferencial laboratorijskega ¢asa dt. Pricakujemo,
da bo v relativisti¢ni akciji nastopal diferencial lastnega ¢asa dr, saj je ta invarianten glede
na koordinatni sistem. Zgornjo definicijo akcije zato nekoliko dopolnemo, tako, da bo le ta
invariantna glede na koordinatni sistem:

S = —mCQ/dT—I-e/A,ﬂ)HdT. (6.10)

Tu smo upostevali v, = d{;"'. Ce clen —me? [ dr = —mc? [ dt\/1 — % razvijemo do prvega reda,
dobimo —mc? [ dt + [ Smov?dt.

Hitro sedaj zapiSemo Se relativisticno Lagrangeovo funkcijo. Ker velja:

2
S = fmcz/dt\/lf 2—2 +e/Avdtfc/<pdt: /E(r,i‘,t)dt,
02
L=-—mc*\/1— =2 +eAv —ep. (6.11)

Nadaljna pot do gibalne enacbe je jasna. Lagrangeovo funkcijo vstavimo v Euler-Lagrangeovo
enacbo % (%—f) = %—f in dobimo:

sledi:

ﬂ mv

dt /1 w2
0A

—eV — eor +e(V(Av) — (VV)A).

dA

Tu smo upostevali ‘5 = % —(vV)A. V zadnjem ¢lenu V(Av)—(vV)A prepoznamo v V x A,
saj smo to matematicno identiteto ze veckrat srecali. Zgornjo enacbo torej zapisemo:

dA
=—eVp+eV(Av) — e =

%(m'yv) =¢E + ev x B. (6.12)

Nasa definicija relativisticne akcije je bila torej uporabna, saj smo dobili, ko smo Lagrangeovo
funkcijo vstavili v Euler-Lagrangeovo enacbo, Lorentzovo silo. Ker velja p, = (mvry,imey),
lahko torej zapiSemo naslednje tri enacbe:

d,
% = G(El + ’UQBg - ’UgBQ), (613)
d,
% = G(EQ + ’UgBl - ’UlBg), (614)
d,
% = E(Eg + ’UlBQ - Bl’UQ. (615)
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Podrobna primerjava zgornjih enachb s tenzorjem elektromagnetnega polja pokaze, da vsaj za
1 = 1,2, 3 lahko zapiSemo zgornje enacbe v obliki:

dp;
dt

= eFiHU#. (616>
Ali to velja tudi za ¢ = 47 Ker odgovora ne poznamo, poglejmo, kaj dobimo Se iz enacbe

dpy

E = 6F4MUM'

Upostevamo, da je v, = (v, ic), pa dobimo:

d v d
(i = E—) — — (mc?~) = eEv =
7 (iemy) = ey (z c) o (mc®y) = eEv

= (GE +ev X B)V = FLorentzv~

. d . . C .. . .
V izrazu 74 = eFy,v, se torej skriva relativisticna energija. Iz Newtonove fizike vemo, da velja:

d (1
7 (QmUQ) =Fv. (6.17)
V teoriji relativnosti o¢itno opravlja vlogo energije izraz:
E = mc*y. (6.18)

To energijo imenujemo polna energija delca. Ce delec miruje je v = 1, tako, da ima delec
energijo:

Ey = mdc?, (6.19)

kar imenujemo mirovna energija delca. Razliko med polno in mirovno energijo, kadar se delec
giblje, pripiSemo kineti¢ni energiji:

Whin = mc*(y — 1). (6.20)

Za majhne hitrosti se zgornji izraz ujema s klasi¢no definicijo kineti¢ne energije:

1 1
za majhne hitrosti mc® | ——— — 1| — imUQ. (6.21)

_v2
c2
dps

Enacba <7t = eF}y,v, da torej zelo smiselne rezultate, zato jo sprejmemo kot pravilno. Relativi-
sticno gibalno enacbo torej zapisemo:

d
% —eF,v, kjerje pu=1,2,34. (6.22)
-

V njej pa se ne skriva le ¢asovno spreminjanje gibalne koli¢ine delca, temvec¢ tudi ¢asovno spre-
minjanje energije.
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6.2 Splosna teorija relativnosti

V poglavju o posebni teoriji relativnosti smo le-to obravnavali v tesni povezanosti s teorijo elek-
tromagnetnega polja. Vse od vpeljave Maxwellovih ena¢b, smo postopoma spoznavali moznost,
da je prostor stiri-dimenzionalen. To nas je privedlo do posebne teorije relativnosti. Izpeljali
smo relativisticno akcijo, Lagrangeovo funkcijo in gibalno enacbo. Po vsem tem lahko ugoto-
vimo, da teorija elektromagnetnega polja in posebna teorija relativnosti nista neodvisni ena od
druge, temve¢ sta med seboj mocno prepleteni. V teoriji relativnosti postaneta elektri¢na in
magnetna interakcija le dva obraza iste interakcije. Toda elektromagnetna interakcija ni edina
v naravi znana interakcija. Takoj se zato vprasamo, kako so druge interakcije povezane s teorijo
relativnosti. Odgovor ni preprost. V tem poglavju se zato dotaknimo splosne torije relativnosti,
ki je teorija gravitacije.

6.2.1 Zapis enacb v splosni teoriji relativnosti

Podobno, kot smo v posebni teoriji relativnosti vpeljali nekatere nove oznake, npr. stiri-vektorje,
tenzor elektromagnetnega polja itd, tudi v splosni teoriji relativnosti uvedemo nov nacin zapisa
nekaterih enacb, kar nam odpre nov pogled na gravitacijo.

Stiri-vektor lege definiramo kot:
a#(et,r) in dz" = (cdt,dr). (6.23)

Uvedemo indekse zgoraj, ki jih imenujemo kontravariantni indeksi. V posebni teoriji relativ-
nosti smo Stiri-vektorje definirali tako, da so imeli eno komponento imaginarno. Imaginarnost
ni bila posledica kasne misterioznosti, temvec je bila dobrodosla lastnost pri racunaju skalarnih
produktov. V splosni teoriji relativnosti stiri-vektorje definiramo tako, da imajo vse komponente
realne, definiramo pa druga¢no metriko. Kako to storimo? Imejmo npr. dogodek (1), ki ga
opisemo z z# = (ct, ), ter dogodek (2), ki ga opisemo z 2'* = (ct+cdt, r+dr). Stiridimenzionalno
razdaljo med tema dvema dogodkoma imenujemo loéni element ds, ki ga definiramo s pomoc¢jo
metriCnega tenzorja g, :

ds® = g drtdz”. (6.24)
Metriéni tenzor definiramo takole:
1 0 0 0
0 -1 0 0
9= 0 0 -1 o0 (6.25)
0 O 0 -1

Pri tem povejmo, da indekse spodaj imenujemo kovariantni indeksi. Zdaj lahko izracunamo
kvadrat lotnega elementa. Upostevamo, da velja dz* = (cdt, dr), in iz enacbe (6.24) dobimo:

dr? 1
2 L 2 7,2 2 232 2 7,2
ds” = g datda” = c*dt* —dr® = c*dt (1_02dt2):c dt o

V zgornji enacbi opazimo lastni ¢as, zato:
ds = cdr. (6.26)
Nadaljujmo s pravili za zapis indeksov v splosni teoriji relativnosti. Pomnizimo dz* z g,

Gudx” = (cdt, —r) = dx,,.

197



6.2. SPLOSNA TEORIJA RELATIVNOSTI =~ POGLAVJE 6. TEORIJA RELATIVNOSTI

MnozZenje g,,,, z dz" spremeni predznak krajevne koordinate r. Stiri-vektorjev tako ni potrebno
definirati z eno imaginarno komponento, da dobimo ustrezni skalarni produkt, temveé¢ za to
poskrbi metri¢ni tenzor. Glede na zgoraj povedano lahko takoj zapiSemo Se tole zvezo:

(guu)_ldxu = g””da?u = g“”g,,n,dxv = (55’d$7 = dx".

Vidimo, da velja :

100 0 1 0 0 0
0100 0 -1 0 0

-1 _ _uv Nz VTR wo_
@) "= 9" =99 =00 =1 g g 1 o | I 0 0 -1 0
000 1 00 0 -1

Kvdrat lo¢nega elementa lahko sedaj zapisemo tudi takole:
ds? = gudaetde” = dx,dr” = c2dr?.

Delimo zgornjo enaébo z dr?2, dobimo:

= v, v".

ds\’_ datda’ _ da, do”
dr = I dr dr  dr dr

Pravila, ki veljajo za dx, in dz", veljajo tudi za Stiri-vektor hitrosti v, oziroma v*.

6.2.2 Akcija v splosni teoriji relativnosti

Zgornje definicije uporabe indeksov v splo$ni teoriji relativnosti zadostujejo za naSe nadalnje
razmisljanje o gravitaciji. Za¢nimo z akcijo za delec v elektromagnetnem polju:

S = fmcz/dT + e/gu,,A“’u"dT. (6.27)

Clen e [ guvAFv" je povezan z elektromagnetno interakcijo. Tudi gravitacijsko interakcijo po-
skusamo zapisati na podoben nacin in ugibamo, ali morda za delec v gravitacijskem polju velja:

S = —mc? / dr + prispevek gravitacije (6.28)

Vendar se taksna definicija akcije ne izkaze kot uspesa. Ideja splose teorije relativnosti je, da
je gravitacija povezana z geometrijo prostora. Zadostuje, ¢e v zgornji enachi vzamemo ze samo
prvi ¢len in v njem upostevamo drugac¢no geometrijo prostora. Pokazimo kako. Za¢nemo torej z
akcijo za prost delec:

S = —mc? /dT. (6.29)

Glede na enacbe, ki smo jih napisali v prejsnjem poglavju lahko zgornjo enac¢bo nekoliko preo-
blikujemo:

S = fmc/ch = fmc/ds. (6.30)

Ker vemo, da se gibanje realizira le za najmanjso akcijo, zgornja zveza pomeni, da bo realizirano
gibanje imelo najkrajSo stiridimenzionalno razdaljo med zacetno in kon¢no tocko. To pa je sedaj
poplnoma drugacno gledanje na gibanje telesa. Gibanje po najkrajsi poti imenujemo geodezi¢no
gibanje, krivulja, ki to gibanje opisuje, je geodezi¢na krivulja.
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Geodezi¢na krivulja med dvema tockama na ravnini bo daljica. Na krogli bo to del glav-
nega kroga, ki gre skozi obe tocki. Avtomatiéno se torej ponuja ideja, da ucinek gravitacije
lahko pravzaprav povezemo z geometrijo prostora. Masa v prostoru spremeni njegove lastnosti.
Pravimo, da masa prostor ukrivi. Tako v splosni teoriji relativnosti gravitacije ne vpeljujemo
neposredno, pa¢ pa preko ukrivljenosti prostora. Ali z drugimi besedami, narava prostora je
zaradi prisotnosti snovi drugaéna, uporabljati moramo drugaéno geometrijo?.

6.2.3 Geodezi¢cna enacba

Nasa naslednja naloga je torej, da ukrivljenost prostora povezemo z gravitacijo. V ta namen
zapisimo enacbo za akcijo takole:

dxt dzv
S = fmc/ds = fmc/ Vg dardxy = fmc/ g#u;—T%dr (6.31)

V tej enacbi razberemo Lagrangeovo funkcijo:

dx* dxv
= _— . . 2
L=1/9u . dr (6.32)

Ce zahtevamo, da naj bo Lagrangeova funkcija odvisna od z#,4*, 7, lahko postavimo:

v = Guv (7). (6.33)

S tem pridemo do Lagrangeove funkcije za katero velja £ = L(x7, 47, 7). Ukrivljenost prostora
pa smo vpeljali z zamislijo, da je metri¢ni tenzor prostora odvisen od x”. Nadaljna pot k opisu
gravitacije s ponuja sama od sebe. Gravitacijsko silo bomo z metri¢nim tenzorjem g, (z7)

povezali tako, da bomo Lagrangeovo funkcijo vstavili v Euler Lagrangeovo enacbo: % ( gﬁ) —
9L = 0. Dobimo:
dx¥ ~ dz* dx¥ v v
i 29’7” dr _ aglLV8I dr _dr __ 0 — i di _ lag/“/ dxt di —
dr 2 dzt dzv 2 dot dzv ar \9" ar 2 0xY dr dr
Guv dr dt Guv dr dt

Clen % (gw%) odvajamo implicitno in dobimo:

A2z Oguy dz® dx¥ 1 0g.. dxi” dz¥

dr? + Ozv dr dr 2 9z dr dr

Gyv

Ce upostevamo, da velja v = G lahko dobljeni izraz zapisemo takole:

Pt 1 (D e | O e e O det e
v gz T2\ oz dr dr Oxv dr dr oxy dr dr )

2A. Einstein je pri razmisljanju izhajal iz “najsre¢nejse zamisli v zivljenju”. Za opazovalca, ki prosto pada
(npr. v odtrganem dvigalu) gravitacijsko polje ne obstaja (razen Sibkega polja dvigala in opazovalca samega).
Gravitacijsko polje tedaj obstaja samo relativno, kot npr. elektri¢no pri indukciji. Telesa, ki jih tak opazovalec
spusti, se zanj gibljejo premo enakomerno ali mirujejo “ne glede na svojo kemic¢no sestavo ali fizikalno naravo”.
Zato je privzel, da je v fizikalnem pogledu gravitacijsko polje ekvivalentno sistemski sili v pospeSsenem sistemu,
kar je imenoval nacelo ekvivalentnosti, ki pa, kot je vedel, velja samo lokalno.
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Vse skupaj pomnozimo z g7 in upostevamo, da je vseeno, s katero ¢rko zapisemo neme indekse.
Dobimo konéno geodezié¢no enacbo:

d*z” + 1 (89“71/ n 09y 89;“/) dzt dz¥

! oy
vz T 99 OxH oxV oxY ) dr dr
Upostevali smo tudi gwgl“f = 61. V konéni obliki zapisemo geodezi¢no enacbo takole:

d?a! , dxt dzv
— — =0 6.34
dr? Wodr dr ’ ( )

kjer vpeljemo t.i. Christoffelov simbol Fiw:

1 09y |, Og 0y
I T ly 04 e Y9

Geodezitna enacba je posplositev drugega Newtonovega zakona v splodni teoriji relativnosti. Clen
‘Zi“;l predstavlja pospesek v lastnem sistemu, ¢len Fiw%%
sile. Ce je prostor raven je ta ¢len enak ni¢. To pomeni, da je pospedek enak ni¢ in je gibanje
najve¢ premo enakomerno. Ce pa je metriéni tenzor guv odvisen od koordinat z7, oziroma je
prostor ukrivljen, potem se zdi, da na telo deluje gravitacijska sila. Gravitacijska sila je v splosni
teoriji relativnosti torej povezana z geometrijo prostora. Zato v v nekem smislu gravitacijska sila
ni prava sila, ampak je fiktivna sila, kot naprimer Coriolisova sila v vrtecem se koordinatnem
sistemu. Fiktivna pomeni, da je gravitacija povezana z opazovalnim sistemom.

pa predstavlja ucinek gravitacijske

6.2.4 Keplerjev problem v splosni teoriji relativnosti

Vrsta zanimivih posledic sledi iz zgornjega pristopa k opisu gravitacije. V tem poglavju se
ukvarjajmo z gibanjem planetov okoli sonca oziroma s Keplerjevim problemom. Naj bo Sonce
v sredis¢u koordinatnega sistema. Razdaljo med planetom in Soncem oznac¢imo z r (slikaXXX).
Problema se bomo lotili v sferi¢nih koordinatah. Najprej zapisimo v sferi¢nih koordinatah kva-
drat loénega elementa:
ds? = Adt? — dr? — r?dv? — r? sin® 9d?.
Ce definiramo dz* kot:
da* = (cdt,dr,dp, d),

sledi, da mora imeti metri¢ni tenzor, ki zaenkrat opisuje raven prostor, v sfericnih koordinatah
obliko:

1 0 0 0
o -1 0 0
=110 0 - 0

0 0 0 —r2sin?9
Odvisnost metri¢nega tenzorja od koordinat z7 je zaenkrat samo navidezna. Zgornji tenzor Se ve-
dno opisuje raven prostor. Pricakujemo, da bo v metricnem tenzorju, ki bo opisoval ukrivljenost
prostora zaradi Sonca, nastopala masa Sonca M. Takega tenzorja na tem mestu ne znamo najti,
ker je postopek prezapleten. Navedemo pa lahko rezultat, ki ga imenujemo Schwarzhschildova

resitev:
(1— 2600) 0 0 0
0 e 0 0
_ 1-270)
Guv = v 6.36
g 0 0 —p2 0 (6.36)
0 0 0 —r2gin? ¥



POGLAVJE 6. TEORIJA RELATIVNOSTI 6.2. SPLOSNA TEORIJA RELATIVNOSTI

Tu smo z G oznagcili gravitacijsko konstanto. S pomocjo tega tenzorja pridemo do diferencialnih
enacb, ki dolo¢ajo tir gibanja planeta okoli Sonca. Spet, postopek je prezapleten, da bi ga opisali,
zato navedimo le retultat:

d2u GM, 3G Myu?

di(p2+u = A2 02 ) (637)
dy A
- = = (6.38)

Enacbe so zelo podobne tistim, ki smo jih izpeljali pri analiti¢cni mehaniki. Tam smo dobili:

d*u G M,

R ot (6.39)
dy A
2 -5 (6.40)

V tem primeru je parameter A povezan z povrsinsko hitrostjo, tako v relativisti¢nem primeru, kot
v klasi¢nem primeru pa je u = % Zdaj se lotimo resitev enacb (6.37) ter (6.38). Najpreprostejsa
klasiéna resitev za gibanje planeta okoli Sonca je krozenje:

1 G My
’ =Uu= ? = konst. (641)

Ce to vstavimo v enacbo (6.37), vidimo, da to ni resitev. Splosna teorija relativnosti torej napove,
da planeti ne morejo kroziti okoli Sonca. Njihova orbita ne more biti kroznica. Najti moramo
torej druge resitve enach (6.37) ter (6.38). Zal ti dve enacbi analiticno nista resljivi. Resitve
moramo poiskati numeri¢no. Lahko pa naredimo priblizen racun. Denimo, da se planet giblje
okoli Sonca po tiru, ki je skoraj kroznica, v tem tiru pa uposStevamo majhen popravek odvisen
od kota ¢:

~ GMy

-

Vstavimo to v ena¢bo (6.37) in zanemarimo ¢lene z g(p)*:

+9(p) = uo + g(v) (6.42)

d29 3GMO GM() 2 (GM0)3 (GMO)2
d<p2+g_ 2 A2 + ~3 2 A4 +6 2 A2
Tu smo upostevali tudi ug = Gj‘\g‘). Dobljeni izraz preuredimo in dobimo diferencialno enacbo za
9(p): , Gy GMy
d g GMO GMO
— 1-6—7+— =3—. 6.43
dp? * ( c2A? )g 2 A4 (6.43)

Resitev te enacbe je:

3(GM0)3 . (GM0)2 (GMO)2
= 1—-6——7— D 1-6——~7F— . 44
5(e) 2 A4 (1 -6 Lﬁﬁ’gﬁ +Csin 6 2 7 + Dcos 6 22 ¥ (6.44)

Takoj opazimo, da ¢(0) # g(2w), kar pomeni, da se pri enem obhodu planet ne vrne ve¢ v isto
tocko. Ce tir planeta nariSemo, vidimo, da je to skoraj elipsa (v okviru priblizka, ki smo ga
naredili z nastavkom u = wup + ¢g(p)), katere prerihelij pa procesira, oziroma krozi okoli Sonca.
Pojav je znan kot procesiranje perihelija. Teorija se v okviru merskih natacnosti ujema z
opazovanjem pri Merkurju, ki ima zelo ekscentricno orbito. Izracunajmo Se za koliko se zavrti
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perihelij pri enam obhodu planeta. Za kot 27 se perihelij zasuce, ko je kot, ki opisuje lego planeta

dolo¢en z enacbo:
21

¥ =% = )
( 1-6G%) )

S preprostim logi¢nim ra¢unom pa pridemo do ugotovitve, da se pri enem obhodu preihelij zasuce

za:
dn? (GMp)?
Ap=T" _on (132000 4
© o 7T( 3 EYE (6.46)

Zasuk perihelija v Son¢evem sistemu je najbolj opazen pri Merkurju, ki je Soncu najblizji. Za
druge planete pa je bolj ali manj nemerljiv zaradi perturbacij, ki jih povzroca medsebojno gravi-
tacijsko delovanje planetov. Merkurjev preihelij se v stotih (zemeljskih) letih zavrti za 43 kotnih
sekund.

(6.45)

6.2.5 Ukrivljanje svetlobnega zarka v gravitacijskem polju

Potovanje svetlobnega zarka je gibanje kot vsako drugo, le da fotone (kvante elektromagnetnega
polja) opisemo kot delce brez mirovne mase ki se gibljejo z najve¢jo mozno hitrostjo (svetlobna
hitrost). Zanje je lastni ¢as 7 = ﬁ = 0, kar pa je mozno le, ¢e gre v enacbhi (6.38) A —
oo. Enacbo (6.37) za primer gibanja svetlobnih kvantov v gravitacijskem polju centralne mase
zapiSemo takole:

d? 3G M, 1
dT;;—i— 5 92 kjer je u=-.
sin

Resitev homogene enacbe je u = =5%, kjer je R parameter. Hkrati je to tudi resitev klasicne
Newtonove enacbe. V klasi¢cnem primeru se svetloba giblje mimo centralne mase premo. Pa-
rameter R predstavlja v tem primeru najmanjSo oddaljenost zarka svetlobe od centralne mase,
vendar to velja le v klasi¢em primeru. V relativisti¢cnem racunu je to le parameter. Relativisti¢no
reSitev iS¢emo z majhnimi perturbacijami w:

sin ¢
u R ul

Ko to vstavimo v ena¢bo in zanemarimo drugi red perturbacij, dobimo tole:

d?u 3G M, sin?
721 + U1 = > 0 280.
dy c R

Z nastavkom u; = A + B cos2¢ pridemo do orbite, ki uposteva relativisti¢cne popravke v prvem

redu:
sing 3 GMy

1
u(p) = 1+ -cos2¢p ).
W ="F tiap ( 3 “0)
Oznagimo s ., kot odklona fotona od prvotne smeri, ko je foton dale¢ od centralne mase (r — oo
oziroma u — 0). Ker pricakujemo majhne odklone, najprej izraz za orbito razvijmo za majhne

kote:
~ "2} 3GMO < 1) P 2GM0

o) = ptoap \1ts

R+ 2R?

Kot smo ze ugotovili, je u(ps) = 0, torej je

2cM

_ﬁ. (6.47)

Poo =
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Celoten odklon zarka je dvakrat toliksen (slikaXX):

4G M,

W. (6.48)

A‘ﬂoozf

Tako gosto in temno telo lahko deluje kot gravitacijska leca; ker se fotoni, ki gredo blizu
povrsine, odklonijo, se lahko (glede na izvor) na drugi strani temnega telesa zberejo. Ali, malo
bolj eksoti¢no: ob mrku lahko vidimo zvezdo, ki je geometrijsko skrita za Soncem.
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Poglavje 7

Splosna teorija relativnosti

Doslej poznamo v izrazu za Stirivektor sile le njegovo obliko za Lorentzovo silo, ki se glasi
FF = eFH*y,. (7.1)

Kaj pa druge vrste sile? Predvsem nas bi tu zanimala druga najpomembnejsa sila v makroskop-
skem svetu in to je gravitacijska sila. Da bi ugotovili, kako zastaviti teorijo gravitacvijskih
interakcij, si bomo najprej ogledali sistemske sile v pospesSenih koordinatnih sistemih.

7.1 Sistemske sile v vrtecem se koordinatnem sistemu

aj se koordinatni sistem S vrti glede na koordinatni sistem S, tako da kaze os vrtenja v smeri z
v obeh koordinatni sistemih. Koordinate v obeg koordinatnih sistemih so povezane s transfor-
macijsko enacbo

r = Zcoswt—ysinwt
= Zsinwt + ycoswt
Z. (7.2)

Ce dvakrat odvajamo transformacijsko zvezo med obema koordinatnima sistemoma dobimo

< 8
Il
[
N DO
& &

8- <.
[
€ &

Lo}

I

Il

N
Il
e

(7.3)

Ker telo v sistemu S miruje, mora veljati, da je njegov pospesek ni¢. Tos mo upostevali tudi pri
izpeljavi zgornje enacbe. Le-to lahko zapiSemo tudi vektorsko, pri ¢emer dobi obliko

P= —2wxr) + wir . (7.4)

Coriolisova sila ~Centrifugalna sila

Zaradi vrtenja se torej pojavita dve novi sili, ki delujeta na delec. Prvo imenujemo Coriolisovo
silo, ki deluje pravokotno na smer hitrosti delca in pravokotno na smer kotne hitrosti vrtenja
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koordinatnega sistema, in centrifugalno silo, ki deluje vedno v smeri obratni od smeri osi vrte-
nja. Obe sili imenujemo sistemski, saj imasta izvor v lastnostih koordinatnega sistema, t.j. v
njegovem vrtenju.

Postavimo zgornje enacbe v nekoliko drugasno obliko. Uvedimo za zav cetek raje polarne
koordinate

T =1rcos gy = rsin g,

kjer je ¢ = wt kot vrtenja. Na koordinato z lahko pozabimo saj se pri vrtenju okroh te osi ne
spreminja. V novih koordinatah lahko izpeljemo pospeska kot

I =7icosg— 2¢rsing — ¢rsing — d>rcosp = 0
i = Fsin ¢ + 207 cos ¢ + dr cos ¢ — ¢>rsin ¢ = 0. (7.5)

Odvisnost od odvodov ¢ smo ohranili namenoma. Od tod pa lahko zlahka preberemo, da mora
biti

7= ¢32r
c 2. 6
o = —;¢7"~ ( . )

Od tu dobimo kot resitev enacb gibaja funkciji r, ¢ = r(t), ¢(¢t). Uvedimo sedaj nek nov parameter
A, ki naj bo linearna funkcija ¢asa, in reparametrizirajmo krivulji r(¢), ¢(¢). Dobimo

Pro (do\?

w = (5)

2o 2dédr

A2 rdadx

2

% = 0. (7.7)

Sedaj dokazimo See tole zanimivo lastnost zgornjega sistema enbacb gibanja delca. Izpeljemo jih
namrec¢ lahko iz variacisjkega principa za akcijo

dr\?> L, (de\® [ dt\?
s _/ de) +r (a) ~e () = /L’(r,¢,t)d/\, (7.8)
kjer smo sedaj s piko oznacili odvajanje po parametru A. Prepricajmo se, da to drzi! Euler -
Lagrangeova enacba za spremenljivko r se glasi

d (0L oL
Od tod ocitno sledi )
d .. 9 d*r B de
Py (27) =2r(¢)” — e T <d)\> ; (7.10)
kar je ravno prva enacba v En. 7.7. Za spremenljivko ¢ velja podobno
d (0L oL
il Ehdad IR o A1
dA <a¢) 96~ (1)
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od tod zopet ocitno sledi

d . d*¢ 2.,
£ 22):0 A 7.12
o (20) =0 — G = =779, (7.12)
kar je druga enacba v En. 7.7. In konéno Se spremenljivka ¢
d (0L oL
e I 1
d\ <8t> ot 0 (7.13)
od tod zopet ocitno sledi
d (t)=0 &t 0 (7.14)
e = _— — = .
dA d\? ’
kar je tudi zadnja enacba v En. 7.7. Od tod zaklju¢imo, da se da sistemske sile izpeljati tudi iz

. o .. : 2 2 2
variaciskega principa, v katerem nastopa akcija z Lagrangianom (%) + 72 (%) —c? (j—f\) .

7.2 Princip ekvivalence

Uvedimo sedaj trivektor z,, = (7, ¢, ct), ki je zgolj projekcija stirivektorja dogodka =, = (7, ¢, z, ct)
na ravnino vrtenja x,y. V tem primeru lahko za kvadrat razmika med dvema dogodkoma na
ravnini vrtenja zapiSemo

ds® = dr? + r?d¢?® — 2dt* = g,,, dxtda”, (7.15)

kjer smo uvedli metriéni tenzor g, v obliki

1 0 0
Guv = 0 TZ 0 . (716)
0 0 -1

Hitro opazimo pomembno lastnmost tega tenzorja, ki ga loci od doslej znanih. Namrec g, je
funkcija koordinat, oziroma

uv = gm/(xn)- (717)

Specoifitno, v zgornjem primeru je funkcija r! Videti je, da je odvisnost metri¢nega tenzorja od
koordinat potemtakem ekvivalentna obstoju sistemskih sil. Poglejmo si to hipotezo poblizje.

Ker ze vemo, da je
ds® = g datds’ = dv,da” = dr® + r?d¢? — dt* = —c*dr?, (7.18)

od tod sledi, da je akcija En. 7.8 enaka

dr\>  ,(de\? [ dt\? ds > dat dz”
= — — | - — d\ = — ] d\= y————dA\. 7.1
S / [(dA) T (d)\) “\a / a\ /g“ N d\ (7.19)
Ce sedaj definiramo Se neko drugo akcijo in pri tem upoStevamo, da je po nasi definiciji ds?
negativen, takole

dxt dxv
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lahko hitro pokazemo, da imasta akciji S in &’ isto Euler-Lagrangeovo enacbo, in da mora biti
na krivulji, ki jo dolo¢a Euler-Lagrangeova enacba konstantna

dzt dz¥  dx, dx”

T Tgx dx T dx da

= const. (7.21)

Ce naj bo zgoren izraz res invarianta na krivulji, potem mora biti o¢itno A ravno lasten ¢as 7 (do
konstante seveda)! Ce sedaj povezemo celotno zgodbo, pomnizimo S’ z —me, ugotovimo, da gi-
baklbe ebnacbe v vrtetem se koordinatnem sistemu dobimo z minimizacijo akcije relativisticnega
delca, v prostoru, v katerem je metri¢ni tenzor funkcija koordinat, torej

dzt dxv
7m0/d7' :/ —guy;—T%dﬁ (7.22)

Ponovimo zakljucek: sistemske sile lahko potemtakem dobimo iz izraza za relativisticno akcijo
prostega delca, Ce je pri tem metri¢ni tenzor funkcija koordinat. Tej ugotovitvi pravimo tudi
nacelo ekvivalence.

7.3 Enacba geodetske krivulje

Pois¢imo sedaj enacbo gibanja za popolnoma splosno odvisnost metri¢nega tenzorja od koordinat.
Veliko lazje bo poiskati Euler-Lagrangeovo enacbo akcije S kot 8’. Poglejmo! Sedaj Ze vemo, da
mora biti parameter (lo¢i med indeksom A in parametrom gibanja A\) A enak lastnemu casu

d *d
S= / G (@ ;T d”“; dr = / G (2P dr = / L(a*, ") dr. (7.23)
S piko smo tu oznacili odvod po lastnem casu. Euler-Lagrangeova enacba za ta funkcional se
seveda glasi
d (0L oL
(=) 2= =0 7.24
(3x’>‘ > ox ’ (7.24)
oziroma ()
d . G (T7) ..y
. (2 (z™)3H) = #830)‘ ahzy. (7.25)
To lahko razpisemo tudi v tejle obliki
A A
279"552 Jgoqv 4 2, ()it = 79”5533; L (7.26)
Ker pa velja Se tale zveza, ki jo dobimo s permutacijo nemih indeksov
A A A
9N (@) can  9A@Y) o L Gar (@) o
2781,‘& U +73x“ Tt (7.27)
lahko zapiSemo Euler-Lagrangeovo enac¢bo v obliki
. 1 (g | ga@)  gu(@)\ ..
AN\oph © _ Jp JTER%
gur(x™)ih = 5 ( S T B g ) FE (7.28)

Pomnozimo sedaj zgornjo enaébo na obeh straneh z ¢°* in upostevajmo identiteto gﬁ)‘gu,\ = 55,
kjer je delta seveda Kroneckerjev delta, pa dobimo

) 1 g (@) g (@) g (@M L,
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Vpeljimo sedaj se Christoffelova polja

1 A9 >\($)\) gl/)\(xk) g IJ(J:)\)
F’ﬁ‘”:§gﬁ (Nax” + dxr Mam/\ ’ (7.30)

pa lahko Euler-Lagrangeovo enac¢bo zapiSemo v obliki

i = T80 it (7.31)

To enacbo imenujemo tudi enaéba geodetske krivulje oziroma geodezike. Opisuje gibanje
delca v prostoru, v katerem je g,\ = gM(xA). Takoj opazimo, da se enacba geodezike, v primeru,
da je metri¢ni tenzor konstanta, reducira na

i =o. (7.32)

Glede na princip ekvivalence Christoffelova polja torej opisujejo sistemske sile in so enaka nic, ce
teh sil ni. Prostor, v katerem ni sistemskih sile imenujemo tudi inercialen.

Zanimivo je enacbo geodezike primerjati z enacbo za Lorentzovo silo. Le-ta se glasi

W gy o € g (DA OAN )
T ™ Uy m v & mg v Dk . (7.33)
Primerjajmo to z

.. . 1 g )\(xk) gu)\(ff/\) g y(CC/\) o

B _ 1B sksv — _ZBA M _JH JTR2

i = -I', a"s" = 59 ( O + pe oISy ity . (7.34)

Ugotovimo lahko, da igra metri¢ni tenzor podobno vlogo pri gravotacijski interakciji kot jo igra
elektromagnetni potencial pri elektromagnetni interackiji, medtem ko igrajo Christoffelova polja
podobno vlogo kot tenzor elektromagnetnega polja.

7.4 Metricna teorija gravitacije

Sedaj smo pripravljeni, da formuliramo Einsteinovo metri¢no teorijo gravitacije. Nasa hipoteza
bo, da je gravitacija “zgolj” sistemska sila in da je potemtakem posledica odvisnosti metri¢nega
tenzorja od koordinat:

gravitacija <= sistemska sila <= g,,, (z*). (7.35)

Ce bi poznali odvisnost gy (z) bi lahko preko enatbe geodezike dobili trajektorijo gibanja delca.
Osnovno vpraSanje, na katerega Se ne znamo odgovoriti je potemtakem, kako in od kod izracunati
komponente metri¢nega tenzorja za poljubno porazdelitev mas v prostoru.

Tu metri¢na teorija gravitacije postaen preve¢ matamaticno zahtevna, da bi si jo ogledali v
vseh detajlih. Zato nanjo poglejmo le s pticje perspektive.

V prostoru, ki ga doloca g,,(z) se da skonstruirati nek tenzor, imenujemo ga Riccijev
tenzor, sestavljeni iz drugih odvodov metri¢nega tenzorja

82g#l,(x>‘)

Ry = R Dz Az

). (7.36)
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Ce sedaj sestavimo taksnole kombinacijo

1
Rouw — 5 9 RA, (7.37)

se da pokazati popolnoma splosno, da mora veljati

1
8; (RW — 2gWR§) =0. (7.38)

Spomnimo pa se, da ze od prej vemo za obstoj nekekga drugega tenzorja, katerega stiridivergenca
je tudi ni¢. To je stiritenzor napetosti delcev in EM polja, za katerega velja

0

— T =0. 7.39

oxv ( )
Nekako naravno je predpostaviti, da sta si ta dva tenzorja sorazemrna. To je seveda zgolj
predpostavka, ki jo je potrebno preveriti s primerjavo njenih posledic z eksperimenti. Torej
postavimo

1

RHY — 59””R§ = —8rGTH, (7.40)

kar imenujemo tudi Einsteinova enacba gravitacije. Konstanta sorazmernosti med obema
tenzorjema je bila izbrana tako, da v limiti Sibkega gravitacijskega polja dobimo nazaj Newtonovo
gravitacijsko silo, kjer je G konstanta gravitacije. To je oCitno parcialna diferencialna enacba
drugega reda, za odvode metri¢nega tenzorja in nam na koncu daje izraze za Christoffelova polja,
ki nastopajo v gibalni enacbi delcev. Metri¢na teorija gravitacije je s tem zaokrozena.

Zgornji sistem enacb je seveda v sploSnem tezko, ¢e sploh, resljiv. V primeru tockaste
mirujoc¢e mase v izhodis¢u je K. Schwartzschildu leta 1916 uspelo najti sferi¢no simetri¢no resitev,
ki je oblike

2MG
c2r

2MG
c2r

ds* = g, datdz” = (1 — ) rdr? 4 r2d¢? + r? sin ¢?df* — (1 — Y dt?. (7.41)

Pot h geodeziki je lahko sedaj dvojna. Lahko bi iz komponent metri¢nega tenzorja izra¢unali
Christoffelova polja in jih vstavili v enacbo geodezike. Ta pristop je zelo zamuden in dolgo-
vezen. Lahko pa bi zgolj sestavili akcijo S’ podobno kot prej in izpeljali enacbo geodezike za
Schawartzshildovo metriko direktno. Izbrali si bomo drugo, lazjo pot.

7.5 Enacba gibanja delca v gravitacijskem polju (Keplerjev
problem)

Najprej se omejimo n agibanje v ravnini, za katerega mora veljati § = const.. V tem primeru je
akcija
dx* dz”
S = —_— 7d =
/ Iy dr dr T

= [ |02 () e () - 2 () e
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Kot ze vemo, ima ta akcija popolnoma enako Euler-lagrangeovo enacbo kot akcija prostega
relativisti¢nega delca (do multiplikativne konstante m)

dxt dxv
S/ :/ 791“,??(%7— = 7C/d’7—. (743)

Lagrangeova funkcija, iz katere bomo dobili enac¢bo gibanja, je potemtakem
- dr\* o\ dt\?
Ll 6,6 = f0)7 (22) +07 (55) —f0e () (7.44)
dr dr dr

). (7.45)

kjer smo vpeljali

cAr
Glede na to, da je Lagrangeova funkcija £(7, é, t,r), dobimo tri Euler-Lagrangeove enacbe. Po
vrsti so to

% (%?) _ % 0 % (F(r)) =0 — f(r) = A. (7.46)

S tem smo dobili tudi prvi integral gibanja, za katerega bomo pokazali, da je v zvezi z ohranje-
vanjem celotne energije gibanja. Druga Euler-Lagrangeova enacba daje

d (0L 0L o d (o o oo
M<%>_%_o dT(rqb)—O r2p = h. (7.47)

To je hkrati tudi drugi integral gibanja. Ce ne bi imeli odvajanja po lastnem ¢asu, paé pa zgolj
po casu, bi bil to drugi Keplerjev zakon.

Tretja Euler-Lagrangeova enacba pa se glasi

d (0L oL
— (=) == = 74
dr (67*) or 0, (7.48)
oziroma d
(22N 0)) = LB+ [ )P - 2, (7.49)
-
kjer je f'(r) = df;(:). Ko zgornjo enacbo pomnozimo z f(r)/2 dobimo nazadnje
. J'(r) o o, ()
7 2f(r)r rf(r)g” + 5 t* = 0. (7.50)
Sedaj upostevamo oba integrala gibanja En. 7.46 in 7.47, pomnoZimo z f~1(r)7 in ostanemo
nazadnje z
-1 fir) 5 R ()
— - — A =0 7.51
f (7')7" 2f2(7') r T'3 r + 2f2(7') ? ( )
oziroma od tod p 2 2 42
1 .2 c
il = =0. .52
i 70 = ) o (752
Nasli smo terj Se zadnji integral gibanja, ki se glasi
h2 CQA2
)yt 4+ = - =-F. 7.53
f (T)T + r2 f(T) ( )
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Ugotovimo Se, kaj je konstanta E. Najprej se povrnimo nazaj k izrazu za akcijo
dr\? do\ dt\?
-1 2 2
_ dr =
/(M (df) o (df) fire <d> '

/ (f‘l(r)f2 + if—j —~ C;gf;) dr = —/EdT. (7.54)

Po drugi strani pa seveda vemo, da mora veljati

" v
S = /gw%%cﬁ = /i'#i'“dT = —c2/dT. (7.55)

2

S

Od tod seveda zalku¢imo, da mora veljati E = ¢. Torej mora biti vedno E > 0. To velja za
vse snovne delce, torej delce z mirovno maso. Za fotone, ki nimajo mirovne mase in se zato
lahko gibljejo s svetlobno hitrostjo pa mora biti &,&* = 0, oziroma F = 0. SploSen pogoj na
inatgraciijsko konstanto e je torej, £ > 0.

Nadaljujmo. Najprej vpeljimo novo spremenljivko u = %, za katero velja, ¢e upostevamo Se
drugi integral gibanja

du 1 drdr

2t du
- rEardg T % g (7:26)

Torej lahko En. 7.53, ¢e jo pomnozimo $e z f(r)h =2 zapisemo kot

du\’ flr)y c*A? 2f(r)
(d¢) + e (7.57)
Sedaj se spomnimo Se definicije f(r) lahko iz zgornje enac¢be dobimo
du\? 9 2MG 5 2MG 2A? - ¢?
(dqb) +u” — 2 U U= ER (7.58)
To enacbo sedaj kon¢éno odvajajmo Se po % pa dobimo gibalno enac¢bo v obliki
d*u MG 3MG ,

Zaenkrat Se ne vidimo pomen te enacbe. Da bi jo bolje spoznali, jo moramo primerjati z ustrezno
enacbo Newtonske mehanike.

Pri Newtosnki analizi Keplerjevega problema, torej gibanja masne tocke v gravitacijskem po-
lju mase M vemo, da se mora ohranjati celotna energija. V cilindri¢nih koordinatah to zapisemo
kot
mMG

r

%m (1*2 + r2¢52) —

Ampak pazljivo: v zgornji enacbi pika pomeni odvod po ¢asu in ne po lastnem ¢asu! Delimo z
maso delca m poa ostanemo z izrazom

= E. (7.60)

w4 gege 2MG o 2F

. —). (7.61)

212
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Sedaj zopet uvedemo spremenljivko u = % in upostevamo Se drugi Keplerjev zakon v Newtonski
fiziki 72¢ = h, pa dobimo da je 7 = —hzll—;‘)7 pri ¢emer ne smemo pozabiti, da sedaj pika pomeni
odvajanje po casu. To vstavimo v zgornjo enacbo in imamo

du\? oMG  E

Torej je kosnatnta gibanja A res v zvezi z energijskim integralom saj ustreza c?A% — ¢? = E'.
Odvajajmo zgornjo enacho Se po ¢ pa dobimo konc¢no

d?u MG
<d¢2) ru=27, (7.63)

od koder ze sledijo koni¢ne sekcije kot resitve Keplerjevega problema v obliki

MG
u(@) = acos ¢ + YR (7.64)
Ce torej primerjamo gibalno enacébo v Einsteinovi teoriji gravitacije in Newtonovi teoriji gravi-
tacije, torej enacbhi En. 7.59 in 7.63, uvidimo, da se razlikujeta le po zadnjem ¢lenu drugega reda
v u, sicer pa sta si zelo podobni (ne moremo re¢i identi¢ni, ker newtosnka gravitacija vsebuje
¢asovne odvode, einsteinovska pa odvode po lastnem ¢asu).

7.6 Precesija perihelija Merkurja

Poglejmo si najprej priblizne resitve enacb gibanja za Keplerjev problem pri snovnem delcu.
Enacbo En. 7.59

u?. (7.65)

Pu) MG 3MG
¢ T Th2 2

bi lahko resili numeri¢no in dobili rozeti podobne trajektorije, kjer bi se perihelij (tocka traj-
ektorije najblizje masi M) pocasi vrtela okrog mase M. Temu vrtenju pravimo tudi precesija
perihelija. Ogledali si jo bomo s pribliznim ra¢unom.

V najnizjem redu predpostavimo, da je resitev enacbe gibanja kar kroznica. Podobno rav-

namo tudi v newtosnki mehaniki pri analizi Keplerjevega problema. Torej nastavimo kot zacetni

priblizek u = A}{Z\G in i8¢emo bolj natanéno reSitev z nastavkom

u(@) = 2 4 g(6), (7.66)

kjer predpostavimo, da g(¢), opisuje majhno motnjo kroznega gibanja. Ce vstavimo to v gibalno
enacbo dobimo do najnizjega reda po g

2 6(MG)? 3(MG)3

To seveda ni ni¢ drugega kot enacéba harmonskega oscilatorja v ¢, z lasno frekvenco w? = 1 —

6(324}?2)2. Ce bi bila w? = 1 potem bi delec prisel nazaj v zacetno lego po kotu A¢y =

27
w
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~ 2
27. Clen —G(g}g) predstavlja torej relativisti¢ni popravek zaradi katerega delec pri povratku v

zacetno lego opravi nekoliko vecji kot kot 2. Namre¢ sedaj bo

27 27 3(MG)? 3(MG)?
Ap=—=————==21|1l+—5—+... | =A 2r ———— 7.68
¢ w 1 _ 6QMG)? i ( + c2h? + Po + 21 c2h? ( )
T T c2h2
Pri eni periodi gibanja se torej izhodisce gibanja pomakne v smeri gibanja za kot
Ap— A 3(MG)?

2 T2p2

Zgornja enacba opisuje slovito relativisticno precesijo preihelija. Ta relativisti¢ni efekt je za vse
planete nasega oson¢ja majhne, razen za Soncu najblizji planet Merkur, in pada v splosnem
s ¢etrto potenco srednje oddaljenosti od Sonca, saj je h ~ r~2. Za Merkur, katerega srednja
oddaljenost od Sonca je 5.8 x 107 km in ki obkrozi Sonce v 88 dneh se da izracunati, da je
% problizno 43 lo¢nih sekund na stoletje. To je Se enkrat toliko kot bi dobili iz perturbacij

v gibanje Merkurja zaradi ostalih vec¢jih planetov v newtonski mehaniki.

7.7 Odklon svetlobe v gravitacijskem polju

Druga resitev enacb gibanja, ki si jo bomo poblizje ogledali je odklon svetlobe v gravitacijskem
polju. Za foton smo ze ugotovili, da moramo za integracijsko konstanto E vzeti vrednost nic,
kar nas pripelje v tem primeru do sledece enacbe gibanja

d?u 3MG
<d¢2>+u: > u?. (7.70)

Clen na desno strani zgornje enacbe spet opisuje gravitacijske efekte. Ce ga namrec ne bi imeli,
bi dobili sledeco resitev zgornje enacbe
sin ¢

u0(¢) = R (771)

kar opisuje ravno premico z najmanjso oddaljenostjo R od izhodis¢a. Brez gravitacijskih efektov
se foton torej giblje po premici, kar bi znali uganiti tudi brez zgornje enacbe. Ce pa imamo v
izhodis¢u maso M pa reSitev nastavimo v obliki

sin ¢

u(¢) = S22 + du(o) (.72

kjer je du(¢) perturbativen popravek. Vstavimo zgornji nastavek nazaj v En. 7.70 pa dobimo

do najnizjega reda ,
(d 6u(¢)> + du(d) =

G .
i gz Smo (7.73)

Ostali ¢leni vsi prispevajo popravke v visjem redu po i%g Ustrezna resietv zgornje enacbe se

glasi

du(p) = A+ Bcos2¢. (7.74)
Vstavimo jo nazaj in dobimo enacbo za konstanti A in B:

M
—4Bcos2¢ + A+ Bcos2¢p = ﬁ sin ¢
2R?

3MG

= Saps (1~ cos20). (7.75)
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Od tod dobimo kot resitev

3MG MG
— = 7.76
202 R?’ 2c2R?’ (7.76)
s tem je do najnizjega reda resitev En. 7.70 podana z
sing 3MG 1
= —— |1+ - cos2 e .
u(o) 7 + 52 2 ( + 5 oS ¢) + (7.77)

Zanima nas le trajektorija zarka dael¢ stran od mase M. Takrat je 1 — 00 in ¢ — P K 1,
tako da se zgornja enacba v tej limiti glasi

b 2MG
0 i + gy (7.78)
Zarek se torej v gravitacijskem polju odkloni za skupen kot A¢ = 2d.., kar nam daje
AMG
A¢ = ek (7.79)

Za zarek, ki gre tik ob Soncu bi dobili po zgornji enacbi A¢ ~ 1,75 loéne sekunde. To je dvakrat
toliko kot bi dobili iz newtosnke fizike, ¢e bi upostevali, da se fotyon giblje kot klasi¢ni delec v
gravitacisjkem polju. Relativisti¢ni odklon svetlobnega zarka je eksperimentalno potrdil Sir A.
Eddington leta 1917.

7.7.1 Modeli vesolja (kozmologija)

Hubble je opazil, da imajo daljne galaksije tem vecji rdec¢i premik, tem dlje so. Glede na Do-
pplerjev! pojav (% = ) se torej hitreje oddaljujejo, dlje kot so:

v=Hr,
kjer je H Hubblova konstanta, ki znasa okoli 100%2.
smereh enako oddaljujejo, sklepamo da so neko¢ bile skupaj, torej je % = 10'%et ocena za
starost vesolja. Preden pa si ogledamo zakaj se galaksije oddaljujejo, pa omenimo Se kozmoloski
naceli.

Glede na to, da se galaksije v vseh

Predempiriéni (kozmoloski) naceli.

1. Kakrsnokoli Ze je vesolje, je homogeno in izotropno. To kozmolosko nacelo vpeljemo eno-
stavno zato, ker ni razloga za preferenéno smer.

2. Antropski princip: kakrsnokoli Ze je vesolje, ker vi obstajate in tole berete, mora dopuscati
va§ obstoj oziroma obstoj cloveka.

Navedenih principov ne znamo izpeljati od nikoder, sta nekaksna temeljna postulata kozmologije.

LChristian Doppler, 1803 — 1853
2M pc = mega parsek, to je 3,24 - 109 svetlobnega leta
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Standardni modeli. Obravnavajmo snov v vesolju kot enakomerno porazdeljen plin, kar si
na velikih merilih smemo privosc¢iti. Naj bo vesolje nekaksna krogla. Vprasamo se po gibalnih
enacbah za snov znotraj krogle z radijem r:

. GM
F=—Tm
kjer je masa M = p Glede na prvi kozmoloski princip lahko opustimo vektorski zapis:
.. GM
F=——7

To ena¢bo pomnozimo z 7 in dobimo:

L . d (?
=Sy dt<2> < )
oziroma d (7‘2 ) 0
dt \ 2 r

To pomeni, da je izraz znotraj oklepaja enak neki konstanti:

1, GM 1
2 _ —_C.
2" 2

C' je kozmoloska konstanta, ki dolo¢a ukrivljenost vesolja. Iz splosne teorije relativnosti sledi, da
ima lahko le tri dolocene vrednosti. Glede na te tudi poimenujemo standardne modele vesolja:

—¢*> ODPRTO VESOLJE,
C=4¢ 0 RAVNO VESOLJE (Einstein — de Sitterjevo),
¢®  ZAPRTO VESOLJE.

Poglejmo si preprosto resitev za C' = 0 (Einstein — de Sitterjevo vesolje). Resujemo preprosto

enacbo
2GM

r
r(t

T =

Spremenljivki brez tezav lo¢imo v2G M fg dt = v/rdr. Odvisnost med velikostjo vesolja in

njegovo starostjo je torej
3 2/3
r = (2V2GM> t2/3.
V prej zapisano preprosto diferencialno ena¢bo vstavimo $e Hubblov zakon

2GM
r

r=Hr=

in izracunamo Hubblovo konstanto

V2GM _ V2GM 1
r3/2 T 3\aGMt  t

Hubblova konstanta je torej odvisna od ¢asa, vendar je glede na opazovanja danes Se tezko o tem
kaj reci.

H =
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Ce si pogledamo odvisnost velikosti vesolja od starosti e za ostala dva modela, bomo opazili
troje razliénih vesolij, ki imajo vsak svoje znacilnosti, med drugim tudi vsak svojo odvisnost
Hubblove konstante od ¢asa. Odprto vesolje se §iri precej hitreje kot ravno Einstein — de Sitterjevo
in ima tako kot ravno samo zacetek razsirjanja, konca pa ne. Zaprto vesolje si tudi deli skupni
zacetek s prvima dvema, a se neha §iriti in se skréi nazaj v eno samo tocko.

Poleg merjenja Hubblove konstante lahko starost vesolja ocenjujemo tudi drugace, ena od
metod je merjenje temperature remanentnega sevanja, ki je danes okoli 3K, za¢etna temperatura
pa je temperatura rekombinacije (ko iz protonov in elektronov nastanejo vodikovi atomi). Re-
manentno sevanje ni popolnoma izotropno. O tem, ali je vesolje homogeno, se e vedno delajo
studije. Gostota vesolja je okoli en vodikov atom na kubi¢ni meter, vendar je homogenost odvi-
sna od tega v katerem merilu gledamo. Pojavljajo se tudi vprasanja o tem, ali na velikih merilih
delujejo kaksne nam neznane sile / interakcije. . . Kozmologija je veda, ki nastaja in ki je usodno
povezana z nastajajoco teorijo kvantne gravitacije.
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Poglavje 8

Kvantna mehanika

8.1 Interferencni poskusi z elektroni

Zamislimo si eksperiment!, pri katerem curek enako pripravljenih elektronov posljemo skozi
eno izmed dveh rez v steni na zaslon, kjer merimo Stevilo elektronov, ki na dani koordinati z
zaslon zadenejo. Ker gre v obeh primerih za verjetnostno porazdelitev stevila elektronov glede na
koordinato z, bi pricakovali, da bo vsota verjetnostnih gostot p;(z) prehoda skozi prvo rezo ter
02(z) prehoda skozi drugo odprtino enaka rezultatu poskusa, pri katerem sta odprti obe luknjici
hkrati. Z drugimi besedami to pomeni, da bi sesteli dva neodvisna dogodka®. Vendar pa se
rezultat p12(2), ki ga dobimo z izvedbo poskusa, z naso ugotovitvijo niti malo ne ujema.

Ce poznamo interferenéne poskuse z elektromagnetnim valovanjem (naprej EMV) lahko opa-
zimo podobnost rezultatov. Ker vemo, da pri EMV merimo gostoto toka j, ki je sorazmerna vsoti
kvadratov amplitud elektri¢ne poljske jakosti in gostote magnetnega polja3, hoéemo tudi verje-
tnostno gostoto zapisati kot kvadrat necesa. Zato definirajmo v splosnem kompleksno amplitudo
verjetnosti ¢(z) (v nadaljevanju pri ¢ ne bom pisal odvisnosti od koordinate), tako da bo veljalo:

0i(2) = |¢;]° = ¢;0F ; i — indeks luknjice (8.1)

Torej lahko za verjetnostno porazdelitev p12(z) sedaj malo drugace zapiSsemo trditev, ki
jo lahko imenujemo tudi postulat kvantne mehanike: Pri sestavljanju dogodkov se seStevajo
verjetnostne amplitude in ne gostote verjetnosti!

012(2) = |¢1 + d2|” # 01(2) + 02(2) (8.2)

! Eksperimenti se imenujejo po C. J. Davisson-u (1881-1958; NN 1937) in L. H. Germer-ju (1896-1971).
2Verjetnostni racun: (P verjetnost, A, B, C, U, V pa so elementarni dogodki)
a...... VA; P(A) 20 ; verjetnost vsakega dogodka je nenegativna,
b...... 3U; P(U) =1 ; obstaja gotov dogodek,
I A+ B =C;P(A)+ P(B) = P(C) ; velja, ¢e sta A in B disjunktna dogodka
Cuee. JA; P(A) = 1 — P(A) ; vsak dogodek ima sebi nasprotni dogodek
d...... 3V; P(V) = 0 ; obstaja nemogo¢ dogodek
3Merimo J x E? + B2 ;
Celotna zaslonska vrednost E in B je vsota zaslonskih vrednosti meritve pri eni ter pri drugi odprtini (E = E1 +Eo,
B = B; + By ), zato je kvadrat vrednosti enak : E2 = (E; + E3)2 = E% + E% + 2EE;. Clen E% + 2E1E2 pa

glede na pojav imenujemo ’interferencni ¢len’.
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Oglejmo si, kaj nam postulat dejansko pove. Z upostevanjem izrazov (8.1) in (8.2) smemo
zapisati:

012(2) = (1 + 2) (9] + ¢3) = D187 + d193 + o] + Doy
012(2) = 01(2) + @103 + G207 + 02(2) = 01(2) + 02(2) + 2Re[¢; $3]

Po analogiji z EMV ¢len 2Re[¢, 3] imenujemo kvantnomehanska interferenca.

8.2 Feynmanova postulata

V splosnem se ne ukvarjamo z interferenco, temvec z gibanjem. Sicer bo kmalu jasno, da je
nesmiselno govoriti o trajektorijah, Se vedno pa lahko vpeljemo verjetnost prehoda delca v tocko
(b) iz tocke (a):

o(b,a) = |K(b,a)|* (8.3)

V tem primeru pomeni K (b, a) verjetnostno amplitudo prehoda, ki jo imenujemo tudi propagator.

Zamislimo si, da je med tockama (a) in (b) postavljenih veliko med seboj vzporednih zaslonov
z rezami. Ker so le-te poljubno razporejene po prostoru, lahko sedaj sestevamo posamezne
amplitude prehodov (za vsako rezo posebej):

K(b, CL) = K11/1H..‘(b, CL) + K21/1//‘..(b, Cl) + -4 K12/1//..‘(b, CL) =+
Indeks amplitude pove skozi katero rezo (Stevilka) na katerem zaslonu (értica) smo potovali v
(b) iz (a). Torej lahko enacbo (8.3) zapisemo malo drugace in jo imenujemo po poti integral:
2

o(b,a) = Z Kpot(b, a) (8.4)

(po poteh)

Delec torej za prehod nima na voljo le ene trajektorije kot v klasi¢ni mehaniki. Za prehod so
mu odprte vse mozne poti, od katerih pa si eno izbere. Zato postane sam pojem trajektorije
v Kvantni mehaniki degradiran! Pomembno je, da vselej upostevamo vse poti, tudi ¢e se nam
zdijo popolnoma nesmiselne. Za pot se zato uveljavlja tudi izraz zgodovina prehoda.

Verjetnostna amplituda prehoda je torej vsota verjetnostnih amplitud za posamezne poti,
po vseh poteh:

K(ba)= Y ¢[z(1)] (8.5)
()

Enacbo (8.5) imenujemo 1. Feynmanov? postulat.

V klasi¢ni mehaniki smo kar naprej operirali z akcijo, zato ne bo ni¢ narobe, ¢e jo tudi sedaj
poskusimo vpeljati v enacbe. Zamislimo si torej, da je verjetnostna amplituda za katerokoli pot
sorazmerna eksponentni vrednosti akcije®, pomnozene z neko konstanto:

¢ [a(t)] o er S (8.6)

4Richard Feynman (1918 - 1988 , NN 1965)
5 Akcija: S[z(t)] = :12 L(z,,t)dt ; Lagrangeova funkcija: L(z,,t) = %mz'2 —V(z) ; glej TF1
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V sorazmernosti, ki nastopa v enacbi (8.6) se prefinjeno skriva normalizacijska konstanta, ki jo
seveda izracunamo za vsak primer posebej. V eksponentu se pojavi neka nova konstanta 7, za
katero velja:

h=h/2r =1,054-10734Js

in kjer je h seveda Planckova® konstanta. Na podlagi teh ugotovitev lahko sedaj brez dlake na
jeziku recemo, da so gibanja, pri katerih je akcija S [z(t)] istega reda velikosti kot 7, kvantnega
znacaja.

Na podlagi novih ugotovitev in enacbe (8.6) lahko ponovno zapisemo verjetnostno amplitudo
prehoda:

K (ba)oc Y enSk®) (8.7)
{z(0)}

Vidimo, da v izrazu (8.7), ki ga imenujemo 2. Feynmanov postulat nastopa kar klasi¢na
akcija! Oglejmo si, kaj ta ugotovitev dejansko pomeni.

8.2.1 Posledice Feynmanovih postulatov

Bolj ali manj je vse, kar bomo ugotovili od sedaj naprej posledica postulatov (8.5) in (8.7).
V prejénjem poglaviju smo postavili pogoj za gibanja kvantnega znacaja. Ce ta pogoj upostevamo
skupaj z limito”, v kateri / posljemo proti 0, smemo ugotoviti, da se v tej limiti kvantna mehanika
reducira v klasi¢no. V izbranem primeru so namrec vse akcije velike v primerjavi s i. Oglejmo
si to Se analiticno (seveda v limiti i — 0). Ker gledamo limitno aproksimacijo, najprej razvijmo
x(t) ter akcijo do najnizjega reda:

x(t) = w(t) + ox(¢)

Slz(t)] = Sk [k (8)] + 05 [xr(E), 6z ()] + - - -

Ne bo odveg, ¢e povemo, da je Si; klasi¢na akcija in zp; klasi¢na trajektorija, ki skupaj z @y

zadostuje Euler-Lagrangeovi enachi:
d oL _ oL 0
dt 83‘:kl 8(L’kl o

Zaradi majhnih sprememb akcije smemo trditi, da sta 6.5 in k primerljiva, oziroma:

. Sk .08 .
lim — — oo ; lim — — konc¢no
-0 h -0 h

Uporabimo razvoj do najnizjega reda za ponoven zapis verjetnostne amplitude iz enacbe (8.6):

e%s[x(t)] N e%Skl[Xkl(t)] . e%5s[xk1(t)v5x(t)]

(b[a:(t)] o eigskl[xkl(t)] .eiﬁ‘ss[xkl(t)»éx(t)]

SKonstanto (h = 6,624 - 10734Js) je leta 1900 vpeljal Max Planck (1858 - 1947, NN 1918)
"Namesto limite & — 0 bi lahko gledali tudi S — oo, h pa bi bila §e naprej konstanta. Vendar pa je bolje
ohraniti konstantno akcijo in pogledati pogoje, pri katerih bo gibanje, ki ji zadostuje, klasi¢nega znacaja.
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Prvi ¢len produkta je neko dobro definirano §tevilo, med tem, ko za drugi ¢len ( e%‘ss[xkl(t)"sx(t)])
lahko ugotovimo, da v dani limiti vedno hitreje oscilira! Ce dani nastavek uporabimo na postulatu
(8.7), smemo prvi del izpostaviti iz vsote, drugi del pa sestejemo le po odmikih vseh danih poti:

K(b, a) x e%skl[xkl(t)] . Z eﬁés[xkl(t)ﬁx(t)]
{ox(t)}

Povrsen pogled na zgornji zapis bi lahko v nas vzbudil napa¢no misel, in sicer bi zaradi vsote po
fluktuacijah celoten del ovrednotili z 0. Ce pa bi bilo to res, bi lahko izbrali poljubno trajektorijo,
saj bi se oscilacije iznicile, hkrati pa bi veljalo tudi K (b,a) = 0 in P(b,a) = 0. To pa bi pomenilo,
da v tocko (b) iz (a) sploh ne moremo priti! Kaj smo spregledali? Da bi to ugotovili, si poglejmo
spremembe akcije malo bolj natan¢no:

Td (OL\ OL

88 [ww(t), 62(t)] = /tt [jt ( oL > oL } Sz(t)dt = 0

8i‘kl 8l‘kl

Vidimo, da je le §S enaka 0. Ker pa nastopa v eksponentu, pa je celoten ¢len, ki smo ga prej
proglasili za enakega 0, enak 1:
o 3SBa (),6x(1)] _ |

V limiti (A — 0) nam torej ostane le ena sama trajektorija, ki je klasi¢nega znacaja:

K(b,a) x Z enSEW] o e Swbxa(®)] (8.8)
{=(t)}

Sedaj, ko smo vse skupaj lepo formulirali, pa se pojavi vprasanje prakti¢ne uporabe. Opa-
zimo namre¢, da moramo sesteti po neskonéno mnogih poteh. Oglejmo si torej postopek ra¢unanja
po poti integralov.

8.3 Funkcionalni integral

Ra¢unanja po poti integrala se lotimo podobno kot ra¢unanja Riemannovega® integralu. V
ta namen postavimo tocki (a) in (b) v koordinatni sistem, na katerega absciso nanasamo lego x,
na ordinato pa ¢as ¢t. S tem smo tockama pripisali koordinate: (a) = (zq,%q), (b) = (xp,tp).

Kot lahko opazimo, je za regularnost postopka pomembno, da so slike posameznih trajek-
torij na grafu x(t) taksne, da imajo pri dolo¢enem ¢asu (tymesni) natancéno dolo¢eno koordinato
(X(tymesni)). S tem pogojem zadostimo zahtevi, da se delec v dolo¢enem trenutku ne nahaja na
ve¢ mestih hkrati®! Seveda pa moramo po drugi strani dovoliti, da gre delec skozi isti zaslon
lahko tudi veckrat.

8Riemanov (Bernhard Riemann (1826 - 1866)) integral (plos¢ino A pod funkcijo) ra¢unamo tako, da dani
interval razdelimo na n enakih delov s Sirino € in nato sestejemo ploséine posameznih pravokotnikov (z;41—x; =€
5 La = 0, Tp = CUn)

xb
A= /gm f(z) dx:eliirbzi:sf(mi)

9Enoznaéna odvisnost od ¢asa.
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Abscisni del med tockama (a) in (b) razdelimo z zasloni na N enakih delov z dolzino 4, tako
da velja x, = xg in xp = TN
NO =xp — x4

(5:$i+1—x

Prav tako tudi ¢asovni del podobno razdelimo na N enakih delov e (¢, = to, tp = tn):
Ne=t, —t,

e=tit1— 1

S tem smo posamezne trajektorije diskretizirali glede na posamezne dele intervala. Ce hkrati
upostevamo Se enacbo (8.7), lahko reéemo, da je vsaka poljubna trajektorija eden izmed ¢lenov
v vrsti za K (b, a):

1+1 tl)

ESEO] = exp [h Z [( L,)j - V(xi)> (tiy1 — ti)”

Seveda je z fiksen v tockah (a) in (b), iz Cesar sklepamo, da nam po prvem in zadnjem delu
intervala ni potrebno sestevati.

Definirajmo sedaj malce drugacen zapis vsote po vseh poteh

+oo +oo
— lim / 1...dzNn_1

in ga uporabimo za zapis K (b, a):

+oo
x Y eSOl &t / ESO) dgy . don_y
{=(t)} ’ _

Ce uvedemo Se novo oznako D[z (t)]:
Dlz(t)] = lim dzidas...dry_q
N—o0

smemo zapisati verjetnostno amplitudo K (b, a) v obliki funkcionalnega integrala:

K (@t 0, 1) /+°° / e S10) Dlg(p)] (5.9)

Seveda pa ni diskretizirana samo integracija , temvec¢ tudi sama funkcija:

S[x(t)]/t: (z,,t) dt%Z[ vL,ti)-s

Vprasanje, ki je na tem mestu zelo vmesno, je konvergenca funkcijskega integrala. Ce bralca to
podroc¢je hudo zanima, naj pogleda v kaksno matemati¢no knjigo, saj se s tem tukaj ne bomo
ukvarjali.
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8.3.1 Lastnosti funkcionalnega integrala
Med tockama (a) in (b) vzemimo poljubno tocko (¢) = (z.,t.). Ker gre pri vpeljavi D[x(t)]
za limito produkta, smemo le-tega z upostevanjem vmesne tocke zapisati tudi takole:
Dlz(t)] = Daclz(t)] dzc Deplz(t)]

hkrati pa smemo razdeliti na dva dela tudi integral Lagrangeove funkcije:
ty te ty
Sla(t)] = / Liw,a,1) dt = / Liz, a,1) dt + / L(z, 1) dt = Sualr(®)] + Suplw(t)]
ta ta te

S tem nastavkom smo torej razdelili akcijo na dva dela, katerih vsota je enaka prvotni akeiji. Ce
sedaj dobljena rezltata uporabimo v enac¢bi (8.9), smemo zapisati:

+o0o +oo ) )
K (2, ty: 0, ta) = / o [ D) eF Seclr ] g, ok Seolz®) D ()]
o0 — 00

N—-1

Takoj lahko opazimo, da v zgornji enacbi lahko ponovno uporabimo enac¢bo (8.9) in tako zapisemo:
K(Cﬂb, tb; Tq, ta) = / K(iL’b, tb; L, tc) K(.Tc, tc; La, ta) dmc (810)

Tako smo ugotovili, da vaerjetnostna amplituda zadosca lastnosti Markova. Od tod pa lahko
izlus¢imo Se enkaj. Postavimo sedaj t, = ta, torej konec in zacetek naj sovpadata. Glede na
to, da v zgornji enacbi t. predstavlja nek vmesni ¢as, mora biti v tem, primeru tudi ta enak
ty = ta = t. = t. Dobimo torej

K(xp, t;xq,t) = /K(:Eb,t;xmt) K(ze, t;2q,) dae. (8.11)

Od tod pa seved ze sledi, da je
K(xp,t;xq,t) = 0(zp — 4a). (8.12)

Ce torej zacetek in konec gibanja sovpadata, mora biti ustrezna verjetnostna amplituda kar delta
funkcija. To je seveda edino smiselno.

Iz zgornjih lastnosti funkcionalnega integrala pa sledi Se ena pomembna lastnosti, namrec¢
verjetnotsna amplitudi mora biti o¢itno ni¢, ¢e je zacetni ¢as vecji od konénega, torej

K(l'batb;mmta) =0, zZa, ty < g (813)
Tudi te lastnosti najbrz ni potrebno Se posebej utemeljevati. Zgornji dve lastnosti verjetnostne
amplitude sta bistvei in nastopata kot neke vrste robna pogoja v ¢asu. Z njima se bomo srecali

Se veckrat.
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8.4 Klasicni prosti delec

Ponovimo najprej nekaj dejstev iz klasei¢ne mehanike prostega delca. Lagrangeova funkcija se v
tem primeru glasi

1
L= -mi®
5™
. Ko jo vstavimo v Euler Lagrangeovo enacbo, dobimo enostavno diferencialno ena¢bo drugega
reda d /oL
—(==)=0 = =0
dt ( i > ’

katere resitev je seveda kot ze vemo

o .Tg(t — tl) + iL’l(tQ — t)
zo(t) = BTN . (8.14)

kjer snmo upostevali robna pogoja
x1 = x(ty) oziroma x2 = z(t2). (8.15)

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upostevanje Euler - Lagrangeove enacbe zapisemo
v tejle obliki

@ @) m
s= [ L it = / (3mi?) dt = = (2(2)i(2) — 2(1)(1)). (8.16)
(1) (1)

Od tod dobimo
m

= —— (T — X 2 . .

Preostane nam le Se, da si pogledamo klasi¢no energijo oscilatorja. Za celotno energijo prostega
delca seveda dobimo (o(2)—a(1))?

1 z(2)—z(1
ki je seveda konstantna. S tem smo o prostem delcu v klasi¢ni mehaniki Se enkrat povedali vse
kar ze vemo.

8.5 Kvantni prosti delec

V kvantnomehanskem primeru je seveda osnovna koli¢ina, ki jo znamo izracunati propagator
oziroma verjetnostna amplituda, ki se v tem primeru glasi

K (s, ta; 21, 41) :/.../D[:c(t)]e%s[w)], (8.19)

pri cemer je
ta T
S=[ L(z,édt = / (3ma?) dt. (8.20)
t1 0
Vse mozne poti oziroma trajektorije v zgornji enac¢i morajo seveda zadoscati robnim pogojem

x1 = x(t) oziroma x2 = z(t2). (8.21)
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Te trajektorije sedaj parametriziramo oziroma opiSemo s klasi¢nimi trajektorijami v obliki
z(t) = zo(t) +y(t) (8.22)

Klasi¢no trajektorijo smo zapisali v prejsnjem poglavju in je ne bomo Se enkrat. Za devijacijo
y(t) seveda ocitno velja, da mora imeti robna pogoja

y(ta) = y(tp) = 0. (8.23)
Sedaj pa nam ne preostane ni¢ drugega, kot da pot delca zapiSemo z newtonovimi trajektorijami,

upostevajo¢ odstopanja y(t):

x(t) = zo(t) +y(t) — S[z(t)] ZSo[CCO(t)]—i—%/tb (my(t)) dt. (8.24)

a

V zgornji ena¢bi nimamo linearnega ¢lena v y(¢). To je posledica dejstva, da x(t) zados¢a Euler-
Lagrangeovi enacbi. Dobljeno akcijo sedaj skupaj s trditvijo, da odstopanj v konénih tockah ni,
uporabim v enacbi (8.9):

i

y(ts) g
K (2, ty; Gayta) = ek Solzo(0) / et il Bmit ) at ppy )] =
y(ta)

= Aty — tg)eSo@ntvivata), (8.25)

Tu smo upostevali, da preostali funkcionalni integral ni ve¢ odvisen od robnih pogojev (ker y(¢)
ni vecodvisen od robnih pogojev) in je zgolj funkcija casovne razlike t, — t,.

Za izrac¢un funkcije A(t, — t,) bomo zopet uporabili lastnost En. 8.10
K(xp, tp; xo,ta) = /K(zb,tb;xc,tc) K(xeyte; g, ty) doe. (8.26)
skupaj z lastnostjo propagatorja, da je
K(xp,t;2q,t) = 0(zp — 4). (8.27)
7 upostevanjem obeh identitet lahko ugotovimo, da mora veljati tale enacba
O(xp — xq) = /K(a:b,tb;x,()) K(z,0;24,t,) dx. (8.28)

Najprej bomo ugotovili tole: ¢e v propagatorju zamenjamo vrtsni red argumentov dobimo
identicen rezultat kot ¢e bi vzeli kompleksno konjugrano vrednost. Velja torej

K(z,0;24,t,) = K*(2q,tq;,0). (8.29)

Poleg tega vzemimo Se t, = t, =t in potemtakem dobimo

+oo
Slan = 20) = [ K (ont32.0) K*(2astas,0) do = [AQ) [ ehSolontind-sutonin) g,
- (8.30)
Sedaj upostevamo obliko klasi¢ne akcije in ostanemo s sledec¢o obliko integrala po x
+o0 i
Sz — 24) = |A(t)|2/ ew @ (@e=2a)) gy (8.31)
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Tu smo najprej upostevali, da je

So(wp, t;2,0) — So(2a, t;2,0) = % ((zo + xa) — 22) (zp — Ta), (8.32)
in smo vpeljali novo funkcijo
d
alz) = % ((mp + z4) — 22) oziroma ﬁ = —%. (8.33)

7 vpeljavo nove integracijske spremenljivke lahko zgornji integral zapiSemo kot

onh [T, do 2mh
2 i b —Tq o 2
5y — ) = |AH)] H/ ehetmr) D0 200

dx Y~

d(zp — x4q). (8.34)
(t)

Pri zadnjem enacaju na desni strani enacbe smo upostevali integralsko reprezentacijo Diracove
delta funkcije. Od tod lahko izlusé¢imo iskano funkcijo v obliki

Alty —ta) = | /m. (8.35)

Potemtakem se celoten propagator za prosti delec glasi

m i vn(xbfra)Q
K(xy, ty; T, ta) = /meh = (8.36)

Izpeljali smo torej zakljuceno, analiticno obliko propagatorja harmonskega oscilatorja. Vidimo,
da se ga da izraziti izkljucno s klasi¢nimi koli¢inami. In sicer ga lahko zapiSsemo v alternativni
obliki kot

1 0%2Sy(xy, ty; Tq,t L8 (e
K(xb,tb;xa,ta) = \/2m'h| O(a; abxba a)| o7 S0 (@b tyiTasta) (8.37)

Zgornja enacba je eden najpomembnejsih rezultatov v kvantni mehaniki in velja bolj splosno
kot le za prosti delec, kot bomo kmalu ugotovili.. Potrebno je povdariti, da znamo eksplicitno
izracunati le tiste funkcionalne integrale, ki se jih da tako ali drugace (predvsem pametnimi
koordinatnimi transformaicjami) zreducirati na harmonski oscilator. Gospodar funkcionalnih
integralov pa je berlinski fizik Hagen Kleinert.

Poglejmo si Se verjetnostno gostoto, ki jo dobimo iz pravkar izracunanega propagatorja
prostega delca

Q = |K(xb?tb;xa7ta)‘2 = K(xbutb;wanta) K*(xbatb;xaata) =
_ m
 27h(ty — tg)

Smiselno je pogledati verjetnost, da delec iz (a) pride v izbrano okolico tocke (b), ki jo ozna¢imo
z dxp:

m dxy,
27Th(tb - ta)

Sedaj pa je ¢as za izvirno idejo — ker je za verjetnost samo vseeno, s katero spremenljivko je
izrazena, jo poskusimo opisati Se z gibalno koli¢ino:

0 dry =

(xp — 2a)

p=mr=m
(tb*ta)
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m dxy
(tb - ta)

Ce prejsnjo izjavo prelijemo v enacbe, lahko opazimo naslednje:

dp =

o(y) dy = o(x)dx
dp
Oz, dry, = % = dep
1
o = 57 = konst. (8.38)

Torej vidimo, da so vse gibalne koli¢ine, in z njimi tudi vse poti, enako verjetne. Torej ima delec
na svoji poti iz (a) v (b) v vsaki tocki na izbiro katerokoli smer ter katerokoli vrednost gibalne
kolicine. Vendar pa to ne pomeni, da se delec potem ne more odlo¢iti, po kateri poti naj gre.
Enostavno to pomeni, da delec na svoji poti poskusi vse moznosti, ki so mu na razpolago.

8.5.1 De Broglie-jeva enacba

Zanimivih relacij pa ne dobimo samo z izracunom verjetnosti. Povsem dovolj je, ¢e si bolj
podrobno ogledamo propagator sam. V ta namen postavimo koordinatni sistem tako, da bo
veljalo (a) = (0,0) in (b) = (z,1t).

Ko vrednosti koordinat vstavimo v ena¢bo (??), dobimo:

ima?
K(x,t;0,0) = ,/27:?7% e 2nt

V skladu z nasim namenom recimo, da je ¢ konstanta, in si oglejmo realni del verjetnostne
amplitude:

m
Re(K) o cos {— 2}
(K) occos | oo
Kot je razvidno na sliki (8.1), ima graf funkcije cos[x?] razli¢ne razdalje med dvema zaporednima
niclama. Velja, da za velike z smemo reci, da se zaporedne vrednosti valovne dolzine A priblizujejo
0. Funkcija cos[az] ima periodo 2. Ce je A valovna dolzina, smemo zapisati:

Slika 8.1: Graf funkcije: y = cos [t?]

2 = 2a(x + \) — 2ax
Za naso funkcijo torej velja:

m(z+AN)?  ma®  mir  m?
o2m = — =
" 2ht ot Bt | 2Nt

Ker so vrednosti valovne dolzine zelo majhne, je ¢len, ki vsebuje odvisnost A% veliko manjsi od
linearnega. Zato ga seveda smemo zanemariti. Ostane nam:

27r:m)\x:£

ht h
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Zapisano v malo lepsi obliki pa to ni ni¢ drugega, kot de Broglie-jeva'® enaéba:
2wh
A= 2 (8.39)
p

Za velike vrednosti x se torej delec obnasa tako, da se verjetnostna amplituda obravnava kot
sinusno valovanje. Delec pri tem ostane delec in ga ne obravnavamo kot valovanje!

8.5.2 Planck — Einsteinova enac¢ba

V prej$njem razdelku smo si ogledali primer t = konst., sedaj pa si oglejmo Se primer, ko je
konstantna koné¢na lega x delca v prostoru. Verjetnostna amplituda se za ta primer reducira v:
b ia
K = —et
Vit

Zopet nas bo zanimal samo realni del oblike:

1 a

K «x —=cos [f}
Vit t

Analogno s prejsnjo izpeljavo nas bo tudi tukaj zanimala razdalja med dvema zaporednima

niclama. Kot je namre¢ razvidno s slike (8.2), se razdalje med zaporednimi ni¢lami vecajo

skupaj z narascanjem t. V upanju, da iskana razdalja za velike ¢ konvergira k dolo¢eni vrednosti,

si oglejmo periodo dane funkcije:

ma? ma? mz?  maz? T\ "
ont  2n(t+T)  2ht  2ht t
Izraz v oklepaju razvijemo do dugega reda:
. . 2o _ 1 . 1
Slika 8.2: Graf funkcije: y = i ©os [ﬂ
- mz?  ma? 1 T n T2 B mz2T  maz?T?
-~ 2nt 2t t 2  2ht? 2ht3

Pri velikih vrednostih ¢ postane drugi ¢len dobljenega izraza zelo majhen v primerjavi s prvim
¢lenom, zato ga zanemarimo. Ce upostevamo Se naslednji zapis:

2
1 5 mx

2 22
smemo zapisati:
ma? E
27 = T=-—-T
"ot T h

Z uporabo definicije krozne frekvence w = 27 /T vidimo, da smo prisli do naslednje pomembne
identitete, znane pod imenom Planck — Einsteinova!! enaé¢ba:

E = hw (8.40)

10L0uis Victor de Broglie (1892 - , NN 1929)
U Albert Einstein (1879 - 1955, NN 1921)
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8.6 Valovna funkcija

Do sedaj smo ves ¢as zanimali za prehod delca od ene do druge tocke, vendar pa se veckrat
izkaze, da nas bolj zanima kje delec je, in ne od kod je prisel. Zato se poskusimo znebiti zacetne
tocke pri verjetnostni amplitudi in uvedimo verjetnost nahajanja delca z valovno funkcijo
U(z,t):

K(x,t;x0,t0) — ¥(z,t)

Valovno funkcijo smemo razumeti kot verjetnostno amplitudo dogodka v prostoru, torej lahko
zapisemo:

o(w,t) = |W(a,t)|” (8.41)

Ker se delec v prostoru vedno nekje nahaja, smemo v skladu z normalizacijo zahtevati:

+oo
/ |U(z,t)]* do =1

— 00

Z uporabo enacbe (8.10) pa se izkaze, da ¥(x,t) zadosca naslednji enacbi:

K(z,t;mo,t0) = /K(amt;x’,t')K(x’,t’;xo,to) dx’

U(x,t) = /K(m,t;x’,t’) U(z' t") da’

Dobili smo torej integralsko enacbo, katere jedro je propagator. Ker nas seveda zanima, kaksna je
njegova vrednost, si najprej oglejmo vrednost verjetnostne amplitude prehoda. Zato si izberimo
dva bliznja trenutka v ¢asu:

U(x,t+dt) = /K(x,t +dt; 2’ ) U(a' t) da’ ; dt — 0 (8.42)

Ker smo vzeli za primer dogodka, ki se zgodita v kratkem ¢asovnem intervalu, velja, da je tudi
pot, ki jo delec v tem ¢asu prepotuje, zelo kratka! To upostevamo z naslednjim nastavkom:

t+dt " — (D)2
Sla(t)] = /t Bmﬁ—vm)] it = %m[ (”d’gt OF _ (2t

Ko dano akcijo uporabimo v enaé¢bi (8.7), prirejeni za nas primer, ter upoStevamo se x(t+dt) = x
in x(t) = 2’, dobimo Diracov priblizek'?, oziroma propagator

) w22
lim K(z,t+ dt; 2’ t) & Ae¥h - —#V(@dt (8.43)
dt—0

Diracov priblizek se bo izkazal za zelo priro¢neg pri izpeljavi Schrédingerjeve enacbe v naslednjem
razdelku.

12Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984, NN 1933)
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8.7 Schrodingerjeva enacba

V tem poglavju bomo dokazali fundamentalno ekvivalentnost med funkcionalnim integralom in
pa Schrédingerjevo enacbo. Poglejmo si kako poteka ta dokaz anjprej za valovno funkcijo in nato
se za verjetnostno amplituo samo.

Najprej vstavimo Diracov priblizek za verjetnostno amplitudo iz enacbe (8.43) v enacbo
(8.42), ter hkrati uvedemo $e novo spremenljivko n = 2’ — x, dobimo:

too a2
U(x,t + dt) gA/ eoh o —r VY (@)dt U(z +n,t) dn

—0o0

Hitro lahko opazimo, da ¢len exp[an?] pri velikih vrednostih 7 oscilira, kar nam racunsko niti
najmanj ni vSe¢. Zato se odlo¢imo, da bomo gledali vrednosti valovne funkcije pri majhnih 7
oziroma pri kratkih poteh, kar je smiselno glede na prejSnje predpostavke. V ta namen razvijmo
valovno funkcijo do drugega reda:

n2+

2
\Il(x,t+dt)N\Il(x,t)+‘a\Il 1107¥
n=0

ax‘n_()?”z 0z

Ko enac¢bo za U(z,t + dt) ponovno zapiSemo, dobimo:

ov 10%v
(\I/(m,t)-i-axn‘f' 5@77 +"')d77

a.‘i
N

i +oo
U(x,t + dt) = Ae—%V(z)dt/ o

Opazimo lahko, da je
i OV
/ ox "

liha funkcija. Ker integriramo po simetri¢énem intervalu, bo torej integral te funkcije enak 0.
Ostane nam le Se:

3
s

|
al

e

‘:
3

Q|
|

i TO a2 192p [T im 12
U(x,t+ dt) >~ pe~ VY (@)dt \If(:(;,t)/ ezr d dn + f—/ nleh @ dp
2022 J_o

— 00

Po izra¢unu vrednosti obeh integralov!?®, smemo zapisati:

; [2mih dt ih dt 0*W(x,t)
~ —+V(x)dt Y
\I/(it,t + dt) > Ae™n () T |:\I/($,t) + om T + - (844)

Ker nas zanima koeficient A, razvijmo funkcijo ¥(x,t + dt) po ¢asu

OV (x,t)

o dt+---

U(x,t+dt) =¥(z,t) +
in si oglejmo rezultat pri pogoju dt — 0:

2mih dt m
U(z,t)=A - U(x,t) = Ai”?m'h o

13Vrednost prvega integrala Ze poznamo iz poglavia Verjetnostna amplituda prostega delca, vrednost
drugega pa zopet preberemo iz tabel in jo uporabimo za C argument:

+oo 2 1 ™
/ 22e % dp = —, /=
oo 2a 'V a
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Ko dobljeno vrednost koeficienta A vnesemo v enacbo (8.44), ostane le Se:

U (x,t i
U(x,t) + %dt o= V@A (g 1) +

ih dt 9%V (z,t) N
Ox?

Preostane nam le Se razvoj eksponentnega dela mnozenje dobljenih ¢lenov z vrednostjo oglatega
oklepaja. Zapisimo torej clene do vkljuéno reda dt, vse viSje pa zanemarimo:
0¥ (z,t) ih | 0*U(x,t) i
Na obeh straneh enacbe odstejmo W(x,t) ter nato obe strani pomnozimo z ifi/dt. Dobili smo
rezultat, ki ga imenujemo Schrédingerjeva'* enaéba:
0V (z,t) h? 0%V (z,t)

h— = ————— 1~ 4 V(2)¥(x,t 8.45

it = - E S V() U, t) (3.45)
Dano enacbo, kateri morajo ustrezati regularne valovne funkcije, je avstrijski fizik izpeljal ze
leta 1925, vendar pa je pri tem ubral druga¢no pot kot mi. Izpeljavo, ki je zapisana tukaj,
in da enacbo kot posledico zapisa propagatorja s popotnim integralom, pa je leta 1946 objavil
Feynman.

Za Schrodingerjevo enacbo 8.45, velja zanimiv ohranitveni zakon, ki si ga poglejmo. Najprej
Schrodingerjevo enacbo lahko na obeh straneh konjugiramo in dobimo

_malll*(x,t) B _h7282‘1!*(337t)
ot  2m Ox?

Potencial smo seveda privzeli kot realen. Torej Schrodingerjevi ena¢bi ustreza kot resitev U(z, t),
konjugirani enacbi pa U*(x,t). Sedaj, ko smo oborozeni s to ugotovitvijo, pa si oglejmo vrednost
izraza:

F V(@)U (2,t) ; Vi(2)=V(z) (8.46)

do(z,t) 0 -
o = gl 2 (8.47)
Z uporabo definicije (8.41) smemo zapisati (namesto¥(z,t) bomo pisali le ¥):
Oo(x,t) O¥* ov
T TR
V desno stran dobljene relacije sedaj vstavimo nastavka (8.45) in (8.46):
do(x,t) 1 fi&Q\II*\P_ ﬁW*GZW B
ot ik \2m 02?2 2m - Ox2 )
h 0 LO0U U
= " %mos (W R ‘1’) (8.48)

Da si bomo dobljeno enakost lahko bolje predstavljali, uvedimo novo koli¢ino in jo imenujmo
gostota verjetnostnega toka:

. h LOU  oU

Ko nastavek (8.49) uporabimo v enacbi (8.48) dobimo kontinuitetno enacbo za eno dimenzijo:

Oo(at)  0i(e.)
ot ox
M Erwin Schrédinger (1887 - 1961, NN 1933)

=0 (8.50)
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Enacbo sicer lahko primerjamo s katerokoli klasi¢no kontinuitetno enacbo, a vseeno ne bo odvec,
¢e si nekaj njenih posledic ogledamo direktno. Najprej poglejmo rezultat pri pogoju, da ni
nobenih verjetnostnih tokov (j(z,t) = 0):

do(x,t) _ 0j(=,1)

ot ox
b

a Q(I,t) dr = ](avt)ij(bﬂt):o

Ce torej v oziroma iz intervala ne te¢e noben verjetnostni tok, se gostota verjetnosti ohranja!
V primeru, ko nek tok tece, pa se gostota na danem intervalu spreminja. ReSitev, ki zadosca
Schrédingerjevi enacbi, mora biti omejena in seveda tudi zvezna. To pomeni da v veliki oddalje-
nosti od izhodis¢a verjetnostnih tokov ni, oziroma:

+oo
G et do=j(-c0.t) ~ j(+o0.) =0 (8.51)

—0o0

Kontinuitetna enacba ni ni¢drugega kot nekoliko drugacen zapis Schrédingerjeve enacbe.
Pomudimo se Se nekoliko pri izpeljanki iz Schrodingerjeve enacbe in sicer pri enacbi, ki

ji mora zadoSCati verjetnostna amplituda sama. Schroedingerjevo enacbo zapisemo nekoliko

drugace in sicer takole

- 0¥(x,t) . h? 0?7 h

HY(x,t) = ih—+ i H=———4+V(z) ; p=- 8.52

(z,t) 9 s a2 TV @ 5 =2 (8.52)

kjer smo s klobukom oznacili operator celotne enrgije, a o tem malo ve¢ kasneje. Glede na to,

da valovna funkcija zadosca lastnosti Markova

U(z,t) = /K(x, tix  )U(z t)da (8.53)

hitro uvidimo, da mora tudi verjetnotsna amplituda zadoScati Schrodingerjevi
HK(x,t;x/,t/):ihaK(z’att;x/’lfl) ; t>t. (8.54)
Zgornja encba seveda veljaleza 0t ; ¢ > t/, ker je sicer verjetnotsna amplituda K (x,t; x/, tl) =

0zat<t. Vse lastnosti verjetnostne amplitude lahko sedaj strnemo v tole ugotovitev

ih%K(m,t;x/,t/) = HK(x,t;2't) ; t>t
Kz, t;2't) = d(x—2a) cot=t (8.55)
Kz, t;2't) = 0 cot<t

Ocitno ima torej propagator nezvezen skok v tocki t = t'. Le ta ima kar vrednost AK = § (gc—x/).
Da bi dobili definicijo, ki bo veljala na celotnem ¢asovnem intervalu z implicitnim skokom na
zacetku Casovnega intervala, moramo enacbi za t > ¢ pristeti ¢len

inS K (et f) = HE (et f) + iR AK 8(t— ) (8.56)

Preverimo, ali dobljena enacba zares popiSe propagator K na celotnem ¢asovnem intervalu z
vsemi limitnimi lastnostmi. V ta namen integrirajmo okolico tocke ¢ ter poglejmo limito:

t,+6 8K R ,
lim m/ Wolt:/HKdt+mAK/a(zf—t )dt
e t'—e
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tim (ih (K.~ Ky_.) = ihAK = ihd(e - ')

Dobili smo rezultat, ki smo ga hoteli, torej zdaj smemo zapisati sploSno definirano obliko
enacbe propagatorja:

ih %K(x, tiax t) — HK(z,t;2 ) = ihd(z —a )6t —t). (8.57)

Porpagator torej ustreza nehomogeni Schrodingerjevi enacbi, v kateri nastopajo nehomogeni
¢leni na desni strani kot posledica robnih pogojev. ki jih mora propagator zados¢ati na zacetku
casovnega intervala.

8.8 Valovni paket

Primeri, pri katerih postavimo vrednost potenciala V(z) na ni¢ so nam zaradi svoje prepro-
stosti neznansko vse¢. Zato si oglejmo Se samo valovno funkcijo za prost delec.

Izhajajmo iz ugotovitve, da mora valovna funkcija kot resitev nasega problema zadoscati
Schrodingerjevi enacbi, ki jo za ta primer (V(x) = 0) zapiSsemo takole:

,hallf(x,t) B _FiaQ\II(m,t)
‘ ot 2m Qa2

Opazimo lahko, da v dobljeni parcialni diferencialni ena¢bi nastopata odvod po ¢asu in odvod po
koordinati lo¢eno, kar pomeni konstantno vrednost obeh strani enacbe. Zato smemo sklepati, da
sta dani spremenljivki v resitvi ¥(x, t) separirani. Dano resitev torej lahko zapisemo kot produkt
dela, odvisnega od koordinate, ter dela, odvisnega od Casa:

U(x,t) = X (x)T(t)
Potrebovana parcialna odvoda sta torej enaka:

O (x, t)
ot

AT(t)  0*W(x,t)  d2X(x)

= X(2) dt ’ 0x2 da?

T(t)

Ce odvod po spremenljivki oznacimo s értico ("), lahko Schrédingerjevo enacbo zapisemo tudi
takole:

2
AX@) T = X"(2)T(t) ; A= L;; ,
i
oziroma: T I
Enacba tako razpade na dve homogeni diferencialni enacbi:
T/ X//
A— =B ; — =28
T ’ X
T — (B/A)T =0 ; X"-BX =0
T =Ceat ; X =DeVB"

Dobljeni funkciji zmnozimo in upostevamo, da so C, D in E konstante, ter da velja C'- D = E:
U(z,t)=F VBt it
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Do popolnega zapisa nam manjka le Se vrednost konstante B. To dobimo na podlagi upostevanja
dejstva, da mora biti argument eksponentne funkcije brez dimenzije. Ce tako iz vsote v argu-
mentu izpostavimo i/%, mora imeti na podlagi dimenzijske analize v/B enoto [kg-m/s]. Zaenkrat
to koli¢ino zaznamujmo s ¢rko p. Njen pravi pomen bomo spoznali kasneje. Namesto konstante
E pred funkcijo napiS§imo kar znak za sorazmernost in dobimo:

. 2
(z,t) o eh Pr=3m1)

Bralec se lahko sam hitro preprica, da je dana valovna funkcija res resitev zacetne enacbe.

Zelo hitro lahko tudi ugotovimo, da je resitev enacbe vsaka linearna kombinacija resitev, ki
se od nase razlikujejo le za neko konstanto ¢(p):

. 2
¥ot) = Y [iolp) e 50
p

Seveda znamo zapisati zgornjo resitev tudi v zvezni obliki, ki ji v sploSnem re¢emo tudi valovni
paket:

+oo ) »2
W t) = / o(p) eh = Et) g (8.58)

— 00

8.8.1 Heisenbergova neenacba za Gauflov valovni paket
Ob zapisu valovnega paketa se takoj pojavi vprasanje o izbiri parametra ¢(p). Zanj lahko
uporabimo veliko vrednosti, na tem mestu pa si bomo ogledali Gaulov nastavek:

(p—pg)2a?

p(p) = Ae” —n2 (8.59)
Pri tem sta seveda p in A neka parametra, o katerih pomenu ne vemo kaj dosti.

Ko nastavek (8.59) vstavimo v enacbo (8.58), dobimo Gauflov valovni paket:

o0 L \2A2 ) 2
U(x,t) = A/ P PS {(Zt =) dp

— 00

)

ki ga po integraciji'® in mnoZenju s konjugirano vrednostjo zapisemo takole:

_2pA° (HA{?M)] e | (x — 2op)2
h? Atona 2(A%+ (££)" &)

A2 2
|\Il(x,t)|2 = —h exp

2 Bt \2
A2+ (37)
Seveda je za vse uporabnike nadvse lepo, ¢e poznajo vrednost normalizacijske konstante A. Zato
jo seveda izra¢unamo ter vstavimo v enacbo, ki se potem glasi takole:

A2+(%)2 9 -1 2p2A2 A At 1
A= X2 or (A4 ()" &)] T e | (14 o i’?g
2m
_1 _ Po4)2
U (2, 1) = [271' (A2+ (2%)25)} S P ot i (8.60)

15Upostevamo identiteto:

+oo
/ efa,562+bz dr = E eb2/4a
oo Va
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Ocitno se torej verjetnostna gostota v ¢asu in prostoru spreminja. Vrh funkcije |¥(z, t)|2 se
namre¢ premika:

o L
m
Vidimo, da ima ¢élen po/m dimenzijo hitrosti, na podlagi ¢esar sklepamo, da pg ni ni¢ drugega
kot gibalna koli¢ina.

Oglejmo si Se pomen posameznih delov funkcije v enaci (8.60). Ce rezultat primerjamo z
GauBovo'S porazdelitvijo:

1 _ (z—zq)?
0, = e 2.2 (8.61)
2ro

Kot je razvidno s slike (8.3) in iz enacb (8.60) in (8.61), lahko zapisemo naslednje enakosti:

r=vt ; vzp—o

m
nt\? 1 ht\ 1
2 :AQ —_— —_— M — = —_— —_—
a?(t) +(2m) A ot 0= o0o(t) (2m>A

Iz vseh teh podatkov je zelo lahko razbrati, nam paket opisuje delec, ki se po prostoru giblje s
konstantno povprecno gibalno koli¢ino, hkrati pa je njegova lega v prostoru ob dolo¢enem casu
do neke mere nedolo¢ena. Tudi, ¢e bi na zacetku imeli toéno definirano lego (o(t = 0) = A — 0),
nam to ne bi kaj dosti pomagali, saj bi ¢len A~2 za vsak konéen ¢ divergiral. To pa bi pomenilo,
da po ¢asu t = 0 ne bi ve¢ poznali pozicije delca'”!

Slika 8.3: Odvisnost ¢ in « od ¢asa (levo: t=0, desno: t=t)

Do ugotovitev o nac¢inu premikanja delca ter o nenatancnosti dolo¢anja njegove trenutne
lege v prostoru smo do sedaj prisli le na podlagi primerjave resitve GauBovega valovnega paketa
ter splosne oblike Gaufiove porazdelitve. Spodobi pa se, da to pokazemo tudi formalno. Zato si
oglejmo integral produkta verjetnostne gostote in tekoce koordinate. Ker je verjetnostna gostota
na intervalu (—oo,+00) normirana, nam rezultat integriranja < z > predstavlja povpreéno
oziroma pricakovano vrednost koordinate x na intervalu z dano gostoto verjetnosti:

+oo
<x>:/ 2|0 (x,t)| da

Ko za dano gostoto verjetnosti vstavimo kar rezultat enacbe (8.60) ter vse skupaj pointegriramo,
dobimo naslednji rezultat:

<x>:p—0t
m

Le-ta nam potrdi prejsnje ugorovitve, saj pove, da se povprecen polozaj delca zares giblje popol-
noma klasi¢no!

16Carl Friedrich Gau8 (1777 - 1855)

17Klasi¢na slika istega primera to¢ne dolocenosti lege v prostoru v ¢asu t = 0 bi bila ker delta funkcija, torej
[o(z,t = 0) = §(z)]. Enako velja tudi za vsak naslednji ¢as [p(x,t) = §(x — vt)], kar pomeni, da je lega klasi¢nega
delca vedno natan¢no dolocenal!
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Podobno lahko izra¢unamo tudi povpreéno vrednost kvadrata odmikov od povprecne vre-

dnosti polozaja:
+oo

<(r—<z>)*> :/ (z— <z >)? |U(z,t)]* dz

— 00

Po integraciji lahko opazimo, da je odmik polozaja od povpretne vrednosti enak:

ht 1

2 2 2
<(z—<z>) " >=A"4+_——-—S5=0°(t

( ) o = ()

Delec v kvantni mehaniki torej zares nikoli ne more imeti ostro dolocene lege.

Nekaj odstavkov nazaj smo ugotovili, da spremenljivko p, ki smo jo uvedli pri obravnavi
valovnega paketa, smemo interpretirati kot gibalno koli¢ino. Ce bi sedaj hoteli izrac¢unati pov-
precno vrednost gibalne koli¢ine < p >, bi morali zopet najprej zapisati gostoto verjetnosti
U(p,t). Iz relacije (8.60) je razvidno:

wwoszmo@

Torej lahko zapisemo gostoto verjetnosti glede na gibalno koli¢ino in jo seveda normaliziramo:

(p—pg)?A2 2A2
W) = A% A=
wh?
Sedaj pa po istem postopku kot prej dolo¢imo naslednji vrednosti:
+oo 9
<p>:/ p [¥(p, )" dp = po
— 00
2 oo 2 2 h?
<-<p>Pe= [ - <peP WeOP b -
— 00

Dobljena rezultata le se podkrepita prejsnje. Opazimo lahko namre¢, da je povprecna vrednost
gibalne koli¢ine ves Cas enaka, ter da se odstopanje od povpretne vrednosti gibalne koli¢ine s
Casom ne spreminja/l

Seveda si vsak fizik takoj postavi vprasanje, ali mu ti rezultati povejo Se kaj novega? Da
bi se lahko prepricali o smiselnosti vpraSanja za boljso predstavo definirajmo nedolo¢enosti
kooordinate in gibalne koli¢ine:

A, =< (@—<z>)2> ; A,=/<(p—<p>)?>,

ter si oglejmo njun produkt:

N> 1 h h at\? 1
= 2 —_— —_—— = - _ _
Bally \/A +(2m) A2 2A 2 1+<2m> At

Od tod pa lahko hitro ugotovimo naslednji dve zvezi:

h

[AeBplicg = 5 3 [BeBplizg 2 [Aaddy]

t#£0 t=0

Tako smo torej prisli do ugotovitve, da je produkt nedolocenosti lege in gabalne koli¢ine za
GauBov valovni paket najmanj enak h/2. Zelo hitro pa lahko vidimo, da je dobljeni rezultat
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splosno veljaven, in torej neodvisen od samega nastavka'®. Od le-tega je odvisna le oblika odvi-
snosti pri zapisu posamezne nedoloc¢enosti. Dobljeno relacijo zaradi njene splosnosti imenujemo
Heisenbergovo!® naéelo nedoloéenosti:

Ay-A, > (8.62)

o

Produkt nedolocenosti ima torej neko spodnjo mejo. Kot smo povedali Zze prej, bi torej ostra
dolocitev lege (A; = 0) povzrotila neumnost in nesmisel v neenacbi.

8.9 Operatorji

Prisli smo do mesta, na katerem bomo upravicili definicijo povpre¢nih vrednosti, ki smo jih z
veliko vnemo ra¢unali v poglavju (8.8.1). Izhajajmo iz trditve, da je produkt verjetnostne gostote
nahanjanja na eni izmed koordinat o(z,t) ter kratkega odseka koordinate dx kar verjetnost
nahajanja delca na tem kratkem odseku:

P(dz) = o(z,t) dx (8.63)

Ce si torej omislimo neko funkcijo f = f(z), bo integral produkta verjetnosti iz enacbe (8.63)
ter dane funkcije kar povpreéna vrednost funkcije f(x) po porazdelitvi valovne funkeije na inte-
gracijskem intervalu:

< fl@)> = / F@)o(z,t) dz = / U (2, 1) () U (x, 1) do (8.64)

Ker je o = o(z,t), integriramo pa le po koordinati, bo sama povpreéna vrednost funkcije tudi
¢asovno odvisna:
<flx) > =< f(z) >

Pomembno je razumeti, da zato funkcija sama Se nima ¢asovne odvisnosti, torej:
< flat) > # < f(z) >

Sedaj, ko razumemo osnove, si za zgled oglejmo nekaj pricakovanih vrednosti. Za¢nimo z
gibalno koli¢ino p:

d
<p>t:m<'U>t = ma<$>t:

= m%/@*(z,t)x@(m,t) dx =

ov* . OV
m/[ 5 zV¥ + ¥ xat] dzx

Parcialne ¢asovne odvode lahko nadomestimo z uporabo ena¢b (8.45) in (8.46):

0%+ 0%V J
0x2 Ox? *

h
<p>t_2i/{x\11+\11*9:

18Tudi e bi Ze zaceli z recimo §katlastim nastavkom, bi zelo hitro dobili nazaj GauBovega!
9Werner Heisenberg (1901 - 1976, NN 1932)
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Ko uporabimo Se nastavek

%x\ll = % (66\1;* x\Il) - % (T*0) — % <\I!*acg\il> + 2\11*% + \IJ*:E(?;T\I;
in uvedemo - 50
u(U*, W, ) = o ¥ — U — \I'*x% ,
dobimo: hofou ho[ .0V
<p>t:% adx—&—;/\ll*%dx

Podobno, kot smo zapisali v enacbi (8.41), tudi tukaj sklepamo, da valovne funkcije padajo dovolj
hitro, tako da, ker je u odvisna od ¥ in U*, velja:

0 Ou
/ o dx = u(+00) — u(—o00) =0

— 0o

Celotno enacbo zato lahko zapiSemo na drugacen nacin:

h 0
<pi= /\I/*(x,t) (z&r) U(a, 1) do = /\Il*(x,t) 5 U(a.t) da (8.65)
V enacbi (8.65) smo uporabili definicijo operatorja gibalne koli¢ine:

p=—— (8.66)

Pricakovane vrednosti funkcij torej izracunamo z integralom njihovih operatorjev, ki delujejo na
valovne funkcije. Zato lahko podobno izpeljemo operator za vsako funkcijo gibalne koli¢ine:

X . h 0
<A o= [ 10 Ve i < g0 >0= 1 (55 (5.67)
Kako pa je s pricakovano vrednostjo polozaja? Podobno kot prej smemo zapisati:
<x> = / U (2,1) 7 U(a, 1) do (8.68)

< fl@) > = /\I/*(ac,t) F(@) (1) da

Kot lahko opazimo, x ni? operator, saj je reprezentacija valovne funkcije ¥(x,t). 2 bi postal
pravi operator, ¢e bi valovno funkcijo izrazili z neko drugo neodvisno spremenljivko. Pricakovana
vrednost funkcije namre¢ ni odvisna od odvisnosti valovne funkcije, zato smemo pricakovati
enak rezultat?!, ¢e spremenljivko z zamenjamo z gibalno koli¢ino p. Z malo matemati¢nega
znanja nam ni pretezko ugotoviti, da sta valovni funkciji, reprezentirani z danima neodvisnima
spremenljivkama, povezani s Fourierovo?? transformacijo:

1 b 1 bz
U(x,t) = \/ﬁ/\ll(p,t) e'm dp 5 U(p,t) = \/ﬁ/\ll(x,t) e ''rn dx (8.69)

20Velja: & = z; f(&) = f(x)
21 Parsevalova identiteta: [ |¥(z,t)|? dz = [|W(p,t)|*> dp
22 Joseph Fourier (1768 - 1830)
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Oglejmo si torej, kako se z novo reprezentacijo izraza < p >;. V enacbo (8.65) vstavimo namesto
U(z,t) nastavek (8.69) in zapisemo:

<p>t—/[\11*( zam\/ﬁ/ (p,t ehdp} dx

Parcialni odvod po koordinati smemo nesti v integral, hkrati pa Se obrnemo vrstni red integracije:

<p> = /\IJ*( \/7/ (p,t) eﬁdp] dr =

:/ W(p, 1) ﬁ/ ehdx]dp

Ni¢ ne bo narobe, ¢e adjungirni operator razsirimo na ves notranji integral in korensko konstanto:

<p> :/ . [\/;Th/\l/(x,t) % dxH dp

Upostevamo Se obratno Fourierovo transformacijo (8.69) in rezultat je kot na dlani:

<p>i = /\If(p, t)p¥*(p,t) dp

Ker v dobljenem rezultatu p ne nastopa ve¢ kot operator, smemo zamenjati vrstni red v integralu.
V p reprezentaciji torej lahko zapisemo:

<p>p = /‘I’*(p, t)p¥(p,t) dp

Podobno kot v x reprezentaciji tudi tukaj velja:

<) > = / U (p, ) f (0) U(p.t) dp

Hkrati pa smemo ugotoviti tudi naslednji pricakovani vrednosti:

<z> = /\I/*(p, 0 (%i) W(p,t) dp

/ U (p, 1) () W (p, 1) dp

< f(x) >

Opazimo torej, da se pri spremembi reprezentacije operatorji posameznih spremenljivk spreme-
nijo. Hkrati pa lahko vidimo tudi sorodnost oblik operatorjev.

8.9.1 Operator polne energije

Celotno oziroma polno energijo kateregakoli delca oziroma sistema le-teh, lahko opiSemo z
vsoto kineti¢ne energije in potenciala!



POGLAVJE 8. KVANTNA MEHANIKA 8.9. OPERATORJI

V upanju, da bomo dobili obliko operatorja, si oglejmo povpreéno vrednost zgoraj napisane
koli¢ine v kvantni mehaniki:

(H(z,p))

o () + V(@) =

- L <’Zf;;> + V() =

2m

_ < 70y )> (1) (8.70)

2m Ox?

Sedaj, ko smo z enacbo (8.70) definirali obliko operatorja polne energije delca v x reprezentaciji,
pa si ponovno oglejmo Schrodingerjevo enacbo (8.45). Opazimo namreé lahko, da smemo desni
del enacbe zapisati s pomocjo operatorja polne energije:

T i ?
N LY

Torej smemo zapisati:

L0V (x,t) o
th = HU(x,t) (8.71)

8.9.2 Heisenbergova enacba in Ehrenfestov teorem

Do sedaj smo spoznali , kako izra¢unamo povprecno vrednost poljubnega operatorja o:
(o), = /\IJ*(x,t) o U(x,t) dx

Opazimo lahko, da je povpreéna vrednost operatorja ¢asovno odvisna, saj smo pointegrirali
le po koordinati. Torej se je smiselno vprasati, kako se dani operator s ¢asom spreminja. Zanimal
nas bo torej totalni odvod povpreéne vrednosti po ¢asu:

d ov* L 0¥ L 00
dt<0> /{ Y 0¥ 4+ ¥*o a——l—\ll at‘lf}dx

V prvi in drugi ¢len enacbe vstavimo identiteto (8.71):

d

. VSR . *80
=0, = /[h(H\IJ) oV — U6 hH\IJ+\IJ ]daz

ot
Dobljen izraz pa seveda smemo razstaviti na dva integrala. Ce upostevamo se pravilo:

(5102)* 0201
smemo zapisati:
* TT A * AT * 80
{\If HoU — @ oH\If} dr + [ v S| de =

.
- Z/\Il*[f[é—éf[}\l/da: + /[\D*ao }dw =
(

ot
PSS 00
0—0H>—|—<at>t ,
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saj velja:
- h? 02 -
H=—-——— =H~"
2m Ox? +V(z)

Zaradi formalizma vpeljimo se komutator, ki je operator oblike:
[01,02] = 0102 — 6201 (8.72)

ter ga uporabimo v koné¢ni formulaciji Heisenbergove enacbe:

I ) 79

Dobljena ena¢ba nam torej pove, kako se povpreéna vrednost danega operatorja spreminja s
casom. Seveda je omembe vreden tudi primer, ko operator 6 ni odvisen od ¢asa. V tem primeru
je parcialni odvod operatorja po ¢asu enak ni¢, kar pomeni, da nam ostane le prvi ¢len na desni
strani enacbe (8.73):

d i A
0= 1 () 570
Torej je v tem primeru ¢asovna spremenljivost odvisna od komutatorja operatorja polne energije

in danega operatorja.

Nesmiselno bi bilo, ¢e bi poglavje zakljucili na tem mestu, saj Se nismo dobili obcutka, kaj
vse nam dobljeni rezultat Se lahko pove. V ta namen si najprej oglejmo enacbo (8.73), v katero
bomo namesto operatorja 6 enkrat vstavili £ = x, kasneje pa Se operator gibalne koli¢ine. Ker
v x reprezentaciji noben izmed danih dveh operatorjev ni ¢asovno odvisen, smemo uporabiti kar

enacbo (8.74): . '
@ @e=7{l#2))

Seveda nam sedaj ne preostane drugega, kot da izratunamo povprecno vrednost komutatorja, za
katero dobimo rezultat:

Sedaj smemo zapisati:

d . i h? L OV
a® = Vet
= E \I/*a—\ll dx
m ox

(8.75)

V integralu na desni strani enacbe lahko prepoznamo povprecno vrednost operatorja gibalne
kolicine. Torej lahko v kvantni mehaniki zapisemo identiteto:

d . 1,

a (2) = m (D)
Seveda pa ne bi bili korektni, ¢e dobljene relacije ne bi primerjali z njeno obliko v klasi¢ni
mehaniki:
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Da ne bi predolgo obcudovali lepote podobnosti, si raje poglejmo, ali podobne relacije med
kvantno in klasiéno mehaniko veljajo tudi za druge operatorje. V ta namen si oglejmo rezultat
izracuna, ko enacbo (8.74) uporabimo na operatorju p. Zopet moramo seveda izra¢unati vrednost
komutatorja:

] =425

)
Ko se pozabavamo Se z vstavljanjem v enac¢bo, dobimo:

o= ([ - (152)

V parcialnem odvodu potenciala po koordinati seveda spoznamo silo, tako, da velja:

d
dt

(p) = (F)
S tem smo dobili nekaj podobnega Newtonovemu?? zakonu, ki se klasi¢no glasi:
p=F

Podobne izracune bi lahko nadaljevali, vendar so to namesto nas storili ze drugi, tako da
bomo preverjeno ugotovitev samo Se zapisali, in jo imenovali Ehrenfestov teorem:

Pricakovane vrednosti operatorjev v kvantni mehaniki ustrezajo istim enac¢bam, kot
same spremenljivke operatorjev v klasi¢ni mehaniki.

Pricakovana vrednost torej sledi klasi¢ni mehaniki. Ce si to predstavljamo na primeru gibanja,
se bo torej kvantnomehansko delec gibal nakljué¢no po vseh moznih poteh, katerih povprecje bo
ravno klasi¢na trajektorija.

8.10 Heisenbergova neenacba

Heisenbergovo neena¢bo smo sicer ze zapisali v poglavju 8.8.1, vendar nikoli nismo dokazali
njene splosne veljave. Seveda pa bi bilo zelo nerodno, ¢e bi se dokaza lotili brezglavo. Veliko
bolje si je najprej ogledati matemati¢na orodja, ter se Sele kasneje posvetiti izpeljavi.

8.10.1 Matemati¢ni formalizem

Naj bosta 1 (z,t) in @o(x,t) valovni funkeiji. Oglejmo si izraz:
. 2
fﬁpl(ﬂf,t)@g(ﬂf,t) dx d
x

/ J o, ) dx

Ker v ulomku pod integralom nastopata integraciji po koordinati z, smemo le-tega obravnavati
kot konstanto v smislu odvisnosti od z. Torej velja:

Qpl(xvt) - 902(x7t)

A= f@l(xvt)sog(mat) dz
[ lea(a, ) da

23Tsaac Newton (1643 - 1727), 1687 - Principia Matematica Philosophiae Naturalis

/le(wvt)fAsoz(a:,t)lzdx >0 ; (8.76)
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Hitro lahko vidimo, da ob izbiri valovnih funkcij, ki sta v sorazmerju?*, dobimo spodnjo mejo za
neenakost:

/|7<P2—A902|2d33 = |’Y—A\2/|<P2|2d$20

Spodnjo mejo (ko je vrednost izraza enaka 0) lahko dobimo pri pogoju v = A. Ta ugotovitev
nam bo kasneje prisla zelo prav, vendar pa jo sedaj pustimo pri miru. Oglejmo si raje naslednje:

/ o1 — Aol de = / (61 — Ap)) (91 — Aga))’ da

/ (0165 — Aot — 01 (Ap2)” + (Aga)(Aps)*) da

/ (le1]* + [Apa|® — Apips — A*15) da > 0
Bralec bo opazil, da smo v dveh ¢lenih zadje vrstice zgornjega izraza spremenili vrstni red

konstante in valovnih funkcij. To smo smeli narediti, saj nobena od teh koli¢in ne deluje na
druge, kakor recimo deluje operator.

Sedaj prenesimo desna ¢lena zgornjega izraza preko neenacaja:
[ el +14eaPlae = [ (Aeipn+ Aprpi)da
> A/apigpz dac—&—A*/golgo; dx

in v neenacbo vstavimo vrednost konstante (8.76):

xd 2 2d q 2 « d 2
(f leal? az) [leaPde " [leal dr

2
Jy ’/@T@zdx

Tako smo dobili rezultat (8.77), ki velja V o1, ¢2.
Poglejmo si poseben primer te matematicne identitete. Naj bo U(z,t) resitev Schrodinger-
jeve enacbe (8.45), medtem, ko sorazmernostna koeficienta A; in Ay definiram za hermitska?>.

%

(8.77)

o1(z,t) = A1 0(z,t)  @a(z,t) = AU (z,t) (8.78)

Sedaj si oglejmo integrale, ki nastopajo v enacbi (8.77):

/Isollzdw:/cpfcmdx = /\P*Af/iillldx:
~ |2 "
- /\1/ A wde = <‘Ai

/cpfcpgdx:/\ll*/ﬁflgllld:c = <A*{f12>

)

24501($7t) = V@Z(Q:vt) R R
257a hermitski operator velja identiteta: (A;¥)* = U* A*. Lastne vrednosti taksnih operatorjev so realne.
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in jih takoj uporabimo pri novem zapisu neenakosti povpreénih pricakovanih vrednosti

operatorjev:
L2
)

Sedaj se vrnimo k enacbi (8.76). Tako, ko privzamemo sorazmernost @1 = Yo, sledi:

Ay 2> > ]<A;AQ>‘2 (8.79)

A v [ papada
[ 2] da

Torej iz same sorazmernosti funkeij ¢ in @9 zares dobimo spodnjo mejo (do sedaj smo to samo
privzeli). Sedaj smemo zapisati sam pogoj, ob katerem neenakost (8.76) dobi najmanjso vrednost:

=7 /vaa—szFdw:O

AU =y A0 (8.80)

Povedali smo Ze, da so hermitski operatorji ralni. Torej velja A* = A. Za dva hermitska
operatorja torej velja:

AL A 2 PN 2
|(A14:)] = [(41ds)| (8.81)
Desno stran enacbe razvijmo naprej:

()

2

/ U A Ay da

2

_ /qu [; (Ards - Agdy) + % (Ards + Agal)} Vs

2

= |5 (Aids— dod) + 3 (AAs + o)) (8.52)
Da bi bolje razumeli rezultat, si ga oglejmo po kosih:
@0 5 a=g (Ad - dedr) b= (ks + Apdy)
- % (d3A; - Ajas) 2 % (Aodi—Aids) =0 (883)
b = % (A3 + AjAz) & % (Asdy+ AiAy) =t (8.84)
Operator a* = AAy — Ay Ay = —a je torej antihermitski; operator I lA)je hermitski. Seveda
smemo rezultat (8.82) z ugotovitvama (8.83, 8.84) zapisati tudi malo drugade:
l(a+b)]* = (a+b)(a*+b*)=(b+a)b—a)=bb—aa+ ab—ba =
bb* + aa* = |b|* + |al? (8.85)

Iz rezultatov enacb (8.79, 8.81, 8.85) smemo sklepati na splosno neenakost za dva hermitska
operatorja oblike:
N

Ay

L A 2> (8.86)

(o) = G| = Ao+ (i o) <
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Ker je desni del neenacbe (8.86) vecji ali kve¢jemu enak vsoti na levem delu, ter ker sta oba
kvadrata leve strani vedno pozitivni vrednosti, zagotovo velja tudi:

)

Najmanjsa vrednost neenakosti (8.87) zahteva dva pogoja:

Aa

2 1 o A 2
> > ‘<A1A2 - A2A1>‘ (8.87)

1. 141\1/ :’}/AQ\I/
2. <A1A2 + A2A1> =0

Ko uvedemo Se komutator

AAy — AA; = [Al,zzb] )

smemo neenacbo (8.87) zapisati tudi v naslednji obliki:

(A) (Jaaf") = 3¢ [ aa] 89

Produkt pricakovanih vrednosti kvadratov absolutnih vrednosti dveh hermitskih operatorjev je
torej vedno vecji od 1/4 kvadrata absolutne pricakovane vreddnosti komutatorja teh dveh ope-
ratorjev.

8.10.2 Heisenbergovo nacelo

Neenacbo (8.88) sedaj uporabimo za dolo¢ena operatorja®%:
Ay=i— (@) (A2)* = (|2 — @)
Ay =p— () (ap)* = (I — (B)°)

Uvedli smo tudi disperziji, katerih korena Az in Ap imenujemo nedolocenosti. Oglejmo si
komutator:

(2= (2), =B = (@& — (@) B —(P) - (p— ¥) (& — (%)) = 2p - p&

26Morda se bo bralcu zazdelo, da sami sebi hodimo v zelje, saj je celotni matematicceni formalizen ccepel na
predpostavki, da sta operatorja A in A hermitska, kar pa za izbrani operator A2 = p — (p) ne velja! Operator
gibalne koliccine je namrecc antisimetriccen, torej velja

Ay = p*—(p) = —p— () # Az

A vendar se izkazze, da smo rojeni pod sreccno zvezdo, saj je v izpeljavi relevanten produkt operatorjev A;A;.
Ta je v nassem primeru izbran pravilno!
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Pomembno se je zavedati, da sta (&) in (p) Stevilki in ne operatorja! Rezultat vstavimo v enacbo
(8.88), in se pozabavajmo z matematiko:

|
(Az)?* (Ap)* > 5\<xpfpx>l2
1 2
> 4’/@*(@3—;3@)@@
1 hOU kO 2
> = g — — =
= 1 /\II (xiam z‘ax(w)>d$
A2 ov ov 2 h2 2
> — * - e _
Z 1z /\IJ < P )\ xax>dx v /\I/ Udz
2
(A (apP > T

Na obeh straneh neenacbe korenjen rezultat (8.89) imenujemo Heisenbergovo naéelo nedo-
loéenosti z doloéeno spodnjo mejo:

h
Az - Ap > 5 (8.89)

Dobljeno nacelo sedaj velja za poljuben delec. Neenacba, ki smo jo izpeljali v poglavju 8.8.1
je namre¢ veljala le za prost delec (valovni paket). Spodnja mejo neenacbe dosezemo ob dveh
predpostavkah, na podlagi katerih bomo kasneje izpeljali tudi minimalni valovni paket:

)T = (p— () ¥
D (5~ (5) + (6 — () (& — (2))) ¥da = 0 (8.90)

\&

8.10.3 Minimalni valovni paket

Zanima nas, katere valovne funkcije ustrezajo minimalni vrednosti Heisenbergove neenakosti.
Sposodimo si prvega izmed pogojev (8.90):

G- @nven = (25 - o)

BT = @)U )
R L LAY

Naj bralca ne moti, da smo v drugi vrstici opustili pisanje stresic. Operatorje smo namrec
zamenjali z njihovimi vrednostmi v x reprezentaciji. Ker je v konstanta, smemo reci, da je
dobljen rezultat linearna diferencialna enac¢ba 1. reda, ki jo resimo z nastavkom:

V= N-ep |5 o= @)+ 0)a
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7 nastavkom smo pridelali Se eno konstanto. Da bi lahko dolocili obe, si moramo ogledati Se
drugi pogoj (8.90):

(Aude+ dudi)w = =) (555 =00 0) + (570 - 01) [~ (o) 0] =
= @) I ) e ()W Ut
Fa— N 2 ) (o (o) W =
= 20 (o) | - @)U Y] 200 - @) w T
- %@F4@f@+§@ (8.91)

Rezultat (8.91) vstavimo v 2. pogoj (8.90). Torej:
2 h
5 /dx\ll* (z— (2))* ¥ + h /dx\Il*\I/ =0

Iz pogoja [ ¥*Wdz = 1 definiram vrednost konstante N. Kaj pa ~?

2
f/WWW%@fWM+E:O I
v i c

realno

Ker je zgornji integral realno stevilo, mora biti 7 ¢isto imaginarna vrednost! Torej smemo resitev
za valovno funkcijo zapisati takole:

B = (55) " e | g 0= @)+ 1 0] (5.92)

Rezultat (8.92) je torej valovna funkcija, ki ima minimalno nedoloéenost.

Rezultat si oglejmo Se v p reprezentaciji:

U(z,t) = /w(p) exp [; (pw - ;jlt)} dp

1pT

Recimo, da je ¢(p) = [ Wy (z,t)exp [-22]dz. ¢(p) je torej p reprezentacija minimalnega
valovnega paketa.

¢(p) (%)U2 /exp [_205 (z— (2))* - 7 (- <p>)4 dz =

= exp l(p—W] - exp [_;z (p— <p>)<w>} =

. [h ») <x>] exp [—‘p;ffp” - <:c>p] (8.93)

Opazimo, da se rezultat (8.93) ob vrednostih () = 0 in ¢ = (2A2)~! transformira v (8.59). Kaj
Se lahko ugotovimo?

¥(o.t) = oxp | 1 ) ()] femw [—(p;h@” #5 (=t ”t)] a

2m
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2 -1/2 v () D)t 2
|w<x,y>|2=[2w<a2+(m) i)] | m)

2m 2 (A2 + (2m) F)

Uvedimo (z) = zo in (p) = po. Seveda to ne pomeni, da smemo enaciti zp = [ ¥*zW¥dz, saj
koli¢ini nista isti! Vsekakor pa si smemo ogledati integrale:

/\IJ*;E\IJd:E = xo+@t:z0+vot
m
t\? 1

‘ 2 _ 2
[wsvay = po
h2
* _ 2 - v
[ o-wrve -

Do podobnih ugotovitev smo ze prisli v poglavju 8.8.1, torej sklepamo, da veljajo podobne ugo-
tovitve o Sirjenju porazdelitev in premiku tezis¢ kot prej. TeziSce lege se premika s konstantno
hitrostjo, medtem, ko se Sirina porazdelitve ve¢a s ¢asom. Nasprotno tezisée in §irina porazde-
litve gibalne koli¢ine v p reprezentaciji nista ¢asovno odvisni, ter zato ostaneta nespremenjeni.
Minimalni paket je torej delec s konstantno vrednostjo gibalne koli¢ine.

8.11 Casovno neodvisen Hamiltonov operator

Operator H nima ¢asovne odvisnosti:

H+AH®G) ; ih%\l'(x,t) = HU(x,t)

Ker operator zadosca valovni enacbi, lahko pois¢emo njegove lastne vrednosti in funkcije. V
ta namem Uporabimo separacijski nastavek W (z,t) = f(t)e(x) in pois¢emo resitve diferencialn
enacbe:

of

h—¢ = fH
ihar @ fHe
' H
zhi = ik S E = const
f ©
~— ~—
funkcija t funkcija x

Separirani diferencialni enacbi resimo ter dobimo nastavek
U(xz,t) = exp [—;Et] ()

Ko nastavek vstavimo v prvotno enac¢bo, hkrati pa razpisemo H , dobimo enaébo lastnih vre-

dnosti operatorja H:
2

0 @) + V(@) pla) = o) (5.99)
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F so lastne vrednosti operatorja H , medtem, ko so ¢(x) njegove lastne funkcije. Vrednosti vseh
so odvisne od robnih pogojev!

Funkcijo ¥(x,t) si oglejmo $e malo bolj podrobno:
|U(z,t)]? = exp [—;Et} -*(x) - exp [—F;Et} ~p(x) =
= ¢'(@) o) = o(z,t) = o(x)

Verjetnostna gostota o(x) je od ¢asa neodvisna.

Vzemimo dve resitvi diferencialne enacbe, ter ju seStejmo:

Uy (1) = exp {—;Elt} cor(z)  Ua(mt) = exp [—;Egt] ()

U(z,t) = c1P(x,t) + caWa(x,t)

Izkaze se, da je tudi dobljena vsota resitev Schroedingerjeve enacbe, saj je le-ta linearna! Torej
je linearna kombinacija n resitev zopet resitev:

n
Uy, Wy,..., ¥, soresitve = U= Zci\lli je resitev

3

Funkcijo ¥ torej lahko zapisemo kot linearno kombinacijo stacionarnih resitev
- i
v )= Yo e [15] o)) (395)
J
kar pomeni, da verjetnostna gostota dobi naslednjo obliko:

ol 1) = i:cj exp [;Ejt} (@) éj pe. {;Emt] om()

8.11.1 Posledice lastnosti stacionarnih resitev

Zanimajo nas lastnosti funkcij stacionarnih resitev. Da bi jih raziskali, si oglejmo integral verje-
tnostne gostote po prostoru, ki mora biti za vsak ¢as enak ena. Pri izracunu bomo privzeli, da
je splosna resitev linearna kombinacija dveh funkcij (n=2).
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1:/Q(Jc,t)dx = /c?[e_%Eltap’f(x)cle%Eltgol(x)dx +
+

w5(x) e o Bt v1(zx)de  +

71E2t Est

@5 (x) o e P2t oo () dar

+ /c’{e*%EltgaT(x)CQe%EthoQ(x)dx +

Cikcl/sffsﬁl dz + 0302/@3902012 +
+ c’{cze%(EZ_El)t/gp“fcpgdx +

+ cgcle%(El_E"‘)t/gp’z‘apldx +

= Jal+lef =1

Da bo rezultat izpeljave regularen, moramo privzeti Stiri nastavke. Prva dva se nanaSata na
normiranost gostot funkcij ¢1 in 9

/ap’{cpldx =1 /gozgogdx =1 ,

druga dva pa sta nujna, ¢e hocem doseci ¢asovno neodvisnost linearne kombinacije:

/W’f@zdx =0 /ga%apldx =0

Torej so ¢,, ortogonalne normirane funkcije®”:

/ ¢; (@) pr(x)dz = dig - (8.96)

To je zelo pomembna ugotovitev, saj ortonormirane funkcije tvorijo Hilbertov prostor.

Sedaj, ko smo se dokopali do pomembne lastnosti stacionarnih resitev, si oglejmo operator
< H > v stacionarnem sistemu:

<ﬁ>:/\I/*I§T\I/d:c = /go*f[cpdx = E/ga*godx = F

E je torej ravno pricakovana vrednost energije, ko sistem opiSe ena sama funkcija. Pokazimo Se,
da je E nujno realna:

<H>= /(H'\Il)*\lldx = /(E\I/)*\Ildx = E*/\I/*\I/da: = E*.

Ker je operator H hermitski (H* = H), velja:

<H>= /(f{\lz)*q/dx = /\lf*f{*\pdx = /\If*ﬁmdx = E.

27Ortonormiranost lahko bralec hitro dokaze z indukcijo.
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Torej velja E* = FE, kar dokazuje realno vrednost energije. Preden se odpravimo naprej, hitro
zapiSimo Se rezultat za primer, ko sistem opise linearna kombinacija funkcij (izraz 8.95):
<H> = chc:‘ne%(E"_Em)t/gofn(x) on(x)dx
n,m
= Z len*En ; Z len? = 1
n n

Dobljen rezultat pove, da se lastna vrednost energije obtezi odvisno glede na stanje, ki ga obrav-
navamo!

8.11.2 Povezanost s propagatorjem

Dobro oborozeni z ugotovitvami prejsnjih dveh razdelkov si oglejmo obliko valovne funkcije (8.95)
ob ¢asu t = ¢7:

U(z,t) = che%E"“gpn(x) = Zangan(m) (8.97)

n

Pri tem smo vpeljali novo konstanto a,, ki je produkt utezne konstante ¢, in eksponentnega
dela. Izraz seveda lahko obrnemo ter ¢lene ¢,, izrazimo s konstantami a,,:

A (8.98)

Sedaj zapisimo valovno funkcijo Se ob poljubnem casu ts, ter vanjo vstavimo vrednosti koefici-
entov ¢, (izraz 8.98):

U(x,t2) = Z Ccnet Ptz (1)

a5 0

Ker v dobljenem izrazu ¢as ne nastopa kot spremenljivka, temveé kot doloGena konstanta (1, t2),
smemo trditi, da je sistem stacionaren. Torej se v stacionarnem primeru valovna funkcija ob ¢asu
to izraza s funkcijo ob ¢asu ¢!

Z nekaj matematicnega formalizma?® nadaljujemo z izpeljavo. Koeficiente a,, sedaj zapisimo
malce drugace:

Vot) = Panpn(e)  an= [eil@) Vo) da

281zpeljimo nekaj matematicnih identitet, ki jih potrebujemo za nadaljevanje. Izraz g(x) = 3 angn(z) na obeh
straneh z leve pomnozimo z g, (x) in integriramo po z (sistem g, (z) je ortonormiran):

[an@o@dz = S an [ g @on@)de = 3 andun = an

an = [ gh@(@)da

Nastavek za izracun koeficientov a, sedaj vstavimo nazaj v enac¢bo g(z) = Y angn(x):

o@) = 3 || [ sntiat an] au@| = [ [Zg;(wgn(z)] o)y = [ gty = o)

n

Funkcijo f(z,y) seveda hitro spoznamo. To je namre¢ kar funkcija delta f(x,y) = d(z —y). Torej lahko zapisemo:

D gn@) gn(z) = Sz —y)
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Izraz za izracun koeficientov a,, vstavimo v vsoto, ki jo nato malce obtesemo:

> H/ en(y) Wy t1) dy} er’%En(t’-’—h)(pn(x)]

N / [Z @Z(y) Spn(fﬁ) G%En(tz—tl)

Dobljeni izraz smo v malce drugac¢ni obliki Ze spoznali v razdelku 8.6:

\I’(LL', tg)

U(y,t1)dy

U(x,tay) = /K(m,tz;x’,tl) U(z' ty)da’
Ocitno torej smem vrednost propagatorja zapisati v naslednji obliki:

K(z,ta' t) = Y @h(a’) gn(w) eh Prlt2mt) (8.99)

Ce torej poznamo reditve stacionarne Schrodingerjeve enacbe (He, (z) = Epnpn(z)), poznamo
tudi propagator!

8.12 Klasi¢ni harmonski oscilator

Ponovimo najprej nekaj dejstev iz klaseicne mehanike hamronskega oscilatorja. Lagrangeova
funkcija se v tem primeru glasi

L= lmiz —V(x)

2
. Ko jo vstavimo v Euler Lagrangeovo enacbo, dobimo enostavno diferencialno ena¢bo drugega
reda d (0L\ oL K
Rl Bt _ 2% _ 0 . 2 -0 - 2 _ ~
dt <3x> Ox = T b m

katere resitev je seveda kombinacija kroznih funkcij:
x0(t) = Asinwt + Bcoswt ; w=2r/ty , to=2m/m/k (8.100)
Konstante izracunamo iz robnih pogojev, da je namrec
x1 = x(ty) oziroma x2 = z(t2). (8.101)
Kot ze vemo, se klasi¢na resitev zo(t) glasi

xo(t) = x(tb(ul)) sin (w(t —t(1))) + (1) cos (t — t(1)), (8.102)

kjer je seveda kot obicajno w? = k/m. Ta zapis resitve enach gibanja bomo spremenili v obliko,
ki ej odvisna zgolj od robnih pogojev pri ¢(1) in ¢(2), namreé¢

w(t(1)) = 2(1), in 2(t(2)) = 2(2).
Za ©(t(1)) dobimo kot ze vemo

#(1(1) = — (w(t(;’) — iy (7(2) ~ 71 cose(t(2) = (1)), (8.103)
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Od tod pa ze sledi, da lahko klasi¢no resitev zapiSsemo v obliki

Zosinw(t — t1) + xq sinw(tat)

zo(t) =

.104
sinw(tg—tl) (8 0 )

Poglejmo si sedaj izraz za nujo, ki ga lahko z upostevanje Euler - Lagrangeove enacbe zapisemo
v tejle obliki

(2) 2

S= L(z,@,t)dt = / (3mi?* — tka?) dt = % (x(2)#(2) — z(1)2(1)) . (8.105)
1) 1)

Ob upostevanje enacb En. 1.126, 1.127 od tod dobimo

$= 2sn (W(t(2) — (1))

((z(2)* + 2(1)?) cosw(t(2) — (1)) — 2z(2)z(1)) . (8.106)

Preostane nam le Se, da si pogledamo klasi¢no energijo oscilatorja. Kot vemo, imata povprec¢ni

vrednosti . .
2 2 .92 )
kx _ l/ ka2 (t) Jt ’ ma _ l/ ma*(t) dt
2 T/), 2 2 T) 2

enako vrednost, in sicer
ka? ma?> H
N Iy 2 .1
() - (%) -3 5107

Konstanto H, ki jo bomo interpretirali v kratkem, lahko izpeljemo v sledeci obliki

Ho= fme? ((2(2)? + a(1)?) + =E O cos @ )22 cog (w(1(2) — (1)) . (8.108)

oziroma Se drugace

= o (0 + Do) 6109

Ze v klasiéni mehaniki smo pokazali, da H ni ni¢ drugega kot celotna energija harmonskega
osci;latorja, ki je seveda konstantna

ka? md?
H = <2>+<2> konst.

Celotna energija harmonskega oscilatorja se torej ohranja in sicer tako, da je kineti¢ni del vedno
enak potencialnemu delu. S tem smo o harmonskem oscilatorju Se enkrat povedali vse kar ze
vemo.

8.13 Kvantni harmonski oscilator

V kvantnomehanskem primeru je seveda osnovna koli¢ina, ki jo znamo izraCunati propagator
oziroma verjetnostna amplituda, ki se v tem primeru glasi

K(x9,ta;21,t1) = /.../D[m(t)]e%s[”(t)]7 (8.110)
25
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pri cemer je

to T
S = L(z,zdt = / (3mi? — Lkz?) dt. (8.111)
0

2
ty

Vse poti v zgornji enaci morajo seveda zadoSc¢ati robnim pogojem
x1 = x(t1) oziroma x2 = z(t2). (8.112)

Vse mozne trajektorije sedaj parametriziramo oziroma opiSemo s klasi¢nimi trajektorijami v
obliki

x(t) = zo(t) + y(t) (8.113)

popolnoma analogni nasi obravnavi prostega delca. Klasi¢no trajektorijo smo zapisali v prejsnjem
poglavku in je ne bomo §e enkrat. Za deviacijo y(t) seveda ocitno velja, da mora imeti robna
pogoja

y(ta) = y(ty) = 0. (8.114)

Sedaj pa nam ne preostane ni¢ drugega, kot da pot delca zapiSemo z newtonovimi trajektorijami,
upostevajo¢ odstopanja y(t):

o) = aot) +3(t) — Sla(O] = Sleo(®)+3 [ (miP) = kAO) dt. (3115)

a

V zgornji enacbi nimamo linearnega ¢lena v y(t). To je posledica dejstva, da xo(t) zadoséa Euler-
Lagrangeovi enacbi. Dobljeno akcijo sedaj skupaj s trditvijo, da odstopanj v konénih tockah ni,
uporabim v enaé¢bi (8.9):
. y(ts)
Kl tyizata) = oS [ 7ok S 30t 0-t0)e piyp) =
y(ta)

= Aty — tg)etSo@ntvitata), (8.116)

Tu smo upostevali, da preostali funkcionalni integral ni ve¢ odvisen od robnih pogojev (ker y(t)
ni vecodvisen od robnih pogojev) in je zgolj funkcija ¢asovne razlike t, — t,.

Za izracun funkcije A(tp — t,) bomo zopet uporabili lastnost En. 8.10
K(xp, tp; xo,ta) = /K(xb,tb;xmtc) K(ze,te; o, ta) doe. (8.117)
skupaj z lastnostjo propagatorja, da je
K(xp,t;xq,t) = 0(zp — 4). (8.118)
Z upostevanjem obeh identitet lahko ugotovimo, da mora veljati tale enacba
O(xp — xq) = /K(zb,tb;z,O) K(z,0;24,t,) dz. (8.119)

Najprej bomo ugotovili tole: ¢e v propagatorju zamenjamo vrtsni red argumentov dobimo
identicen rezultat kot ¢e bi vzeli kompleksno konjugrano vrednost. Velja torej

K(x,0;2q4,tq) = K*(2q,tq; z,0). (8.120)
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Poleg tega vzemimo Se t, = t, =t in potemtakem dobimo

+oo |
6(zp — wa) = /K($b7tb;$,0) K*(2a,ta;@,0) do = \A(t)\z/ o (S0 (. 0)=So(a 520D g

Sedaj upostevamo obliko klasi¢ne akcije in ostanemo s sledec¢o obliko integrala po x (5121
5(ap — 4) = |A(t))? / T eha@) @) gy (8.122)
Tu smo najprej upostevali, da je
So(xp, t;2,0) — So(xe,t;2,0) = #&(t) ((xp + x4) cOsw(t) — 22) (xp — x4), (8.123)
in smo vpeljali novo funkcijo
alz) = e ((xp + z4) coswt — 2x) oziroma da-_ _ mw (8.124)

© 2sinwt dr ~  sinwt’

7 vpeljavo nove integracijske spremenljivke lahko zgornji integral zapisemo kot
2 oo, d 21h
§(xp — 24) = |A(t)[? i/ eralm=z)) T8 a2 0 5, —gy). (8.125)

da __mw
dx Y —o© 2mh sin w(t)

Pri zadnjem enacaju na desni strani enacbe smo upostevali integralsko reprezentacijo Diracove
delta funkcije. Od tod lahko izlus¢imo iskano funkcijo v obliki

Aty — t) = \/ e (8.126)

2mihsinw(ty, — to)

Rezultat je smiselen, saj se za w — 0 prevede na Ze znani rezultat za prosti delec. Potemtakem
se celoten propagator za harmonski oscilator glasi

K(xbatlﬂ xavta) = \/

Izpeljali smo torej zakljuceno, analiticno obliko propagatorja harmonskega oscilatorja. Vidimo,
da se ga da izraziti izklju¢no s klasi¢nimi koli¢cinami. In sicer ga lahko zapiSemo v alternativni
obliki kot

mw

# et (#h+eg) cosw(ty—ta) —2ay24) 8.127
2mihsinw(ty — tq) ¢ ’ ( )

2mih 0x,0xp

Zgornja enacba je eden najpomembnejsih rezultatov v kvantni mehaniki. Izpeljati se ga da
na mnogo razliuénih na¢inov in je uporaben v razliénih kontekstih. Potrebno je povdariti, da
znamo eksplicitno izra¢unati le tiste funkcionalne integrale, ki se jih da tako ali drugace (pred-
vsem pametnimi koordinatnimi transformaicjami) zreducirati na harmonski oscilator. Gospodar
funkcionalnih integralov pa je berlinski fizik Hagen Kleinert.

1 928 ty; t i .
K(l‘b,tb; l‘a,ta) _ \/ ‘ O(zb? by L, (l)‘ eESO(CEb»tbvzavta)' (8.128)

8.14 Lastne energije harmonskega oscilatorja

Ugotovili smo Ze, da mora med propagatorjem in lastnimi funkcijami Schrodingerjeve enacbe
veljati zveza En. 8.99

K (wptyi 2asta) = 3 05 (25) olag) of Pt (8.129)
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oziroma bolj na Siroko

i mw 2 2 _ _ i
\/QWihsinn::()tb—t )ehQSmwwa)((mbm)COSW(tb ) 7200) = N G () o (a) € Pt te),
a
n

(8.130)
Da bi torej ugotovili, kaj so lastne funkcije harmonskega oscilatorja nas caka precej naporen
iw(ty—ta

)
razvoj propagatorja po e~ & . Tega se bomo lotili tako, da bomo eksplicitno izra¢unali nekaj
¢lenov v razvoju, ostale pa bomo zapisali po indukciji.

Najprej ugotovimo, da je

2isinwt = ™1 — e %)
2coswt = W14 e %), (8.131)
in nadalje, da velja
1 1 )
= V2ie 2%t (14 Le2iwt ). (8.132)

Vsin wt

Uporabimo vse te ugotovitv skupaj z razvoojem exponentne funkcije pa na koncu lahko izpeljemo
tale razvoj

1 , mw
K(zp, tp; Ta,ta) = %(fﬁw(tb — ta) (1 + %e‘zw(tb—t“) + ... ) e~ (@ +al)
X (1 — %(m% + x2)e2wltota) 4 Z%xbmae_“(tb_t“) +2 (%)2 aix2emwtte) 4 ) .

(8.133)

Sedaj preprosto vzamemo skupaj ¢lene, ki imajo razliétne mnogokratnike w(t, —t,) v eksponentu.
Zacnimo s ¢lenom najnizjega reda. Le-ta ima v eksponentu o¢itno %w(tb —t4). Zapisemo ga lahko
kot
KO (2, ty; 2q, ta) = @o(2a)po(ay)e 7 Fotota) (8.134)
kjer smo vpeljali
mw

po(x) = (Wh>411 e 2

Naslednji red ima v eksponentu %w(tb —tq). Zapisemo ga lahko kot

ww2

3

>

in pa Ey = ihw. (8.135)
K(l)(xb,tb;xa,ta) = <p1(xa)cpl(xb)e_%El(tb_t“), (8.136)

kjer smo vpeljali

2

re— BET in pa Ey = 3hw. (8.137)

o1 (z) = (mw)}; 2mw

Th h

In tako naprej. Z indukcijo lahko sedaj izpeljemo slede¢o splotno obliko za lastne funkcije in
lastne energije v razvoju En. 8.129

1
- 1 mw\ 1 mw _mw 2 . B 1
on(x) = oo (E) H,(4/ 7I)6 2h in E, = (n+ 35)hw, (8.138)

pri ¢emer so H, (x) Hermiteovi polinomi, definirani kot

dre—¢*

() = 1 H1(6) = 26 () =462 =2, H,(9) = (-1

(8.139)
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splosno definicijo za pljuben n pa smo poizkali v matemati¢nem priro¢niku. Pomemben rezultat
je, da so lastne energije diskretne in navzdol omejene. Najnizja lastna energija je o¢itno %ﬁw
Imenujemo jo tudi ni¢elno energijo harmonskega oscilatorja.

V klasi¢ni mehaniki je najnizja energija harmonskega oscilatorja enaka ni¢. Temu oéitno v
kvantni mehniki ni tako. Koné¢na nicelna energija je dejansko posledica Heisenbergovega nacela
nedelolocenosti, po katerem ne moremo imeti absolutnega mirovanja.

Lastne energije in lastne funkcije za kvantni harmonski oscilator pa lahko izpeljemo tudi kot
reSitve Schrodingerjeve enacbe, kar ja bolj obi¢ajna pot. Ponovimo nekaj detajlov na tej poti.
Operator polne energije za harmonski oscilator je

H = o+ V() (8.140)

in ocitno ni eksplicitno odvisen od ¢asa. Kot smo 7ze pokazali (razdelek 8.11), smemo v tem
primeru resitev zapisati razdeljeno na ¢asovni in prostorski del

U(x,t) = p(x)ertt | (8.141)
Schédingerjevo ena¢bo v tem primeru zapisemo v poenostavljeni obliki (enacba 8.94):

B2 d2o(x
- d‘ig) + Lka2p(x) = Ep(x) (8.142)

Ta enacba ima v primeru robnih pogojev
on(z — £00) =0
kot resitve diskreten spekter lastnih funkcij in lastnih energij. In sicer velja

_ 7 dpn(@)

et 3kr?en(@) = Eapa(e)  Kerje  En=(n+ 3. (8.143)

lastne funkcije stacionarne Schrodingerjeve enacbe p(x), pa ocitno sovpadajo s funkcijami En.
8.138, ki smo jih dobili iz razvoja propagatorja. Izpeljava lastnih reSitev za harmonski oscilator
preko propagatorja je lazja v tem smislu, da propagator vsebuje zgolj klasi¢no nujo. Seveda pa
zahtev zato razvoj nekoliko vec dela.

S stacionarnimi resitvami ¢, (z) sedaj lahko izracunamo pricakovane oz. povprecne vre-
dnosti < %k‘xQ > in < p?/2m > pri ¢emer se naslonima za nekatere znane lastnosti integralov
Hermiteovih polinomov. Dobimo tele rezultate.

<ika?> = 7/ ok (2) sk oy (z)dz = L(n+ 3w = L1E,
p? - v 1 1 1
(L) = - [ e Lo = o+ P = 4B, (8140)

Rezultat je, ob seveda drugac¢ni definiciji in pomenu povprecij, o¢itno enak kot v klasi¢ni meha-
niki:

2
<p> = <%lm2>: %En in pa <H>:<%>+<%kx2 >=FE,.
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Poglejmo si se, kako izgleda Heisenbergovo nacelo za harmonski oscilator. Najprej ugotovimo,
da za povpre¢ni vrednosti koordinate ter gibalne koli¢ine zaradi simetrije lastnih funkecij sledi

<z >= / or(x)xpp(x)de = 0

— 00

< ., ho
<p>=/ @n(fﬁ)g%@n(@dw =0

— 00

Torej pri izracunu upostevamo le povprecji kvadratov koordinate ter gibalne koli¢ine:

n

AzAp=+/(<a2>—-<a>2)(<p?>—<p>2) = %EQ = (3 +n)h. (8.145)

V splosnem lahko torej oc¢itno zapisemo , da je za vsak n v zgornji enacbi

h
Az Ap > 3 (8.146)
Najnizje energijsko stanje harmoni¢nega oscilatorja ustreza stanju s Stevilom n = 0. V tem
primeru je produkt nedolocenosti komponente in gibalne koli¢ine enak spodnji meji Heissenber-
govega nacela. Ce si dobro ogledamo obliko stacionarne resitve

mw % mwx2
e = (2 o252

je ugotovitev smiselna, saj je sama resitev podobna minimalnemu Gauflovemu valovnemu paketu
za katerega pa ze vemo, da ima najmanjSo mozno vrednost produkta nedolocenosti koordinate
in gibalne koli¢ine.

8.15 Oscilirajoc¢i valovni paket

Pri prostem delcu smo si pogledali tudi, kako se s ¢asom spreminja valovna funkcija, ki jo
v zacetku gibanja popisemo z Gaussovim paketom. Tudi pri harmonskem oscilatorju lahko
naredimo podobno analizo. Za¢namo s tole predpostavko: v zacetku naj bo 9 (x,t = 0) podana

z
1.2 2
V(o t=0) = | Le 20 (@—a0)" (8.147)
VT
Od to lahko zlahka izracunamo tudi verjetnostno gostoto delca ob ¢asu t = 0, za katero ocitno
dobimo o , ,
plz,t =0) = |U(z,t =0)2 = —=e~ (=720, (8.148)
NG
VpraSanje se sedaj glasi, kako se ta verjetnostna gostota spreminnja s ¢asom za kvantni harm-
ponski oscilator. Osnovno lastnost valovne funkcije lahko prepisemo v tejle obliki

U(z,t) = /K(x,t;:v/,O) U(2',0) da’, (8.149)
kjer je propagator podan z
mw i mw 2 2 ’
Kz t:a',0) = | — Y ohastitor((@+a") coswt—20a") 8.150
(z,85',0) Imihsinwt ( )
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oziroma z

K(z,t;2',0) Z% on(a)e” FEnt, (8.151)

Videti je torej, da bo tudi valovna funkcija ¥(z,t) podobno kot propagator periodi¢na funkcija

casa s klagiéno periodo w = Eh”. In res se izkaze, Ce izracunamo integral En. 8.149, da dobimo
takle rezultat

U(z,t) = &e—%oﬁ(x — xocoswt)2e—i(%wt + o?zxosinwt — iazx% sin 2wt). (8.152)
T
Potemtakem je ustrezna verjetnostna gostota ob casu t
plz,t) = (2, D) = %<> (8.153)
m

To pomeni, da zgornja valovna funkcija opredstavlja valovni paket, ki oscilira s klasi¢no frekvenco
okrog ravnovesne lege x = 0, z amplitudi xg ne da bi se mu s ¢asom spreminjala oblika! To je
precej drugace kot pri valovnem paketu, ki opisuje prosti delec.

Ce gre amplituda oscilacij proti ni¢, potem vidimo, da postaja valovna funkcija En. 8.152
vse bolj podobna valovni funkciji osnovnega stanja, namrec

1. .2,..2 1
lim W(r,t) = \O‘fe 2T migwt (8.154)
zo—0 ™

Vecja kot je ampituda, ve ¢ lastmih stanj harmonskega oscilatorja prispeva k valovnemu paketu.

8.16 EM polje kot sistem harmonskih oscilatorjev

Sedaj se bomo posvetili EM polju v prostoru, ki ne vsebuje izvorov polja. Potemtakem imamo
?7

p(r,t) =0 in  j(r,t)=0. (8.155)

To seveda ne pomeni, da so tudi EM polja eneka ni¢, saj lahko na primer obstojajo resitve, ki
opisujejo EM valovanje. Za Lagrangeovo funkcijo EM polja brez izvorov vemo, da se napise v
obliki

Llofr, 1), A 0] = [ £(0(r, 1), Ale,1) dPr (3.156)
v
kjer je
1 1 1 0A o 1
L(o(r,t), A(r,t)) = 50 E?(r,t) — o B%(r,t) = 360 (Vo + 5 —)% - o (V x A)?2. (8.157)
Tu smo upostevali zvezo med polji in potenciali, ki se glasi
A
E:—V<p,—aa—t . B = VxA . (8.158)

Ker vektorski in skalarni potencial EM polja zadoS¢ata umeritveni transformaciji, torej

a¢

A— A+V( in ¢ — T

(8.159)
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Pri tej transformaciji se vrednostiu polj ni¢ ne spremenijo in so torej nedolo¢ena do umeritvene
transformacije. Umeritveno funkcijo ((r,t) si sedaj izberemo tako, da bodo novi potenciali
zadoscali tako imenovani Lorentzovi umeritvi 5.139)

1 (24
A = 0. 1
VAL 5o =0 (8.160)

V praznem prostoru, kjer nimamo nobenih izvorov polja gremo lahko Se dalj in privzamemo,
da je skalarni potencial v celoti enak ni¢. Ob upostevnju Lorentzovega pogoja tako pridemo do
radiacijske umeritve, ki jo definirajo enacbe

=0 , V-A=0 (8.161)

Upostevajo¢ radiacijskop umeritev lahko ponovno zapisimo Lagrangeovo funkcijo elektromagne-
tnega polja zgolj z vektorskim potencialom

2
£l Al D) =y (G ) - 5 (VAP (5.162)

Sedaj razvijmo vektorski potencial po ravnih valovih v prostoru, kjer je difiniran. Ce je ta prostor
omejen naredimo torej razvoj v Fourierovo vrsto, ¢e pa je neomejen, naredimo Fourierov integral.
V obeh primerih velja

= ) Ak t)e’™, (8.163)

le da je v prvem vsota po diskretnih vrednostiuh valovnega vektorja, v drugem pa imamo zvezen
integral. Radiacisko umeritev sedaj lahko zapisemo kot

divA(r,t) = i) (kA(k,t))e™ — k-A(k,t) =0. (8.164)
k

Vektorski potencial je torej pravokoten na valovni vektor. Sedaj se spomnimo Se tele vektorske
identitet, oz. Pitagorovega zakona,

E2A%(r,t) = (V x A(r,1))* + (k- A(r, 1)), (8.165)
oziroma, ¢e upostevamo ortogonalnost vektorje k in pa A, dobimo
E2A%(r,t) = (k x A(r, 1)) (8.166)

Sedaj se spomnimo Se Parcevalovega teorema za Fourierov razvoj, ki pravi, da je

/ )2 de =3 £ 02, (8.167)
14 k

pa ze lahko Lagrangeovo funkcijo zapisemo kot

£l A1) = o0 37 P50 ox Gt = oo 3 (1755 — 00/ A K ).

(8.168)
kjer smo upostevali, da je ¢*> = 1/eouo in pa (ck)? = w?(k). Dobili smo torej Lagrangeovo
funkcijo, ki opisuje za vsak k harmonske oscilatorje EM polja. Od tu pa seveda ze tudi sledijo
Lagrangeove enacbe gibanja za vektorksi potencial. Le-ta je

d ( oL ) oL P*A(k, 1)

aw T OAKD) =0 od koder BT

—w?(k)A(k,t) =0.  (8.169)
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Poglejmo si vse skupaj Se v Hamiltonski sliki. Definirjamo najprej generaliziran impulz polja kot

OL(¢(r,t), A(r, t)) OA
A =

A =€—. (8.170)
0% ot
V radiacijski umeritvi je torej generalizirani impulz polja ravno pa = —¢gE. Sedaj seveda lahko
najdemo tudi ustrezno Hamiltonovo funkcijo. Po definici je le-ta
0A 1 1
H=pa - — L), Alr,1) = —Pa + 57— (Vx A (8.171)
ot 269 210

Zgornji izaraz ni seveda ni¢ drugega kot ze znana definicija ce;lotne energije EM polja

1 1
= Z¢oE? + — B2 8.172
H 260 + 210 ( )

Enacbo En. 8.171 seveda lahko zapisemo tudi s pomocjo razvoja vektroskega potencial po Fou-
rierovih komponentah, V tem primeru dobimo ob upostevanju ze prej izpeljanih lastnosti

— L 2 i 2 42 —
H = %:<2€OpA(k,t)+2M0kA(k,t)>_

_ 2%0 (P4 (k. £) + (ck)?A2(k, 1)) (8.173)
k

Tu bi lahko Se upostevali, da je w(k) = ck. Hamiltonove enacbe hibanja se v tem poreimru
glasijo

Akt) = 8pff(}—lit) oziroma  A(k,t) = %ﬁ){’ﬂ
2
pa(k,t) = _m&a(?l—:,t) oziroma pa(k,t) = kA’u(;(’t). (8.174)

Seveda se obe zgornji enacbi reducirata natan¢no na Lagrangeovo enacbo. Le-to dobimo, ce
upostevamo, da je pa = —¢E, torej

. pA(k7 t)

Ak,t) = =27 = _E(k,t),
€0
pak,t) = k2AM(k’t) = eo(ck)?A(k,t) = —eoc?® (k x (k x A(k, 1)), (8.175)
0

kjer smo upostevali enacbo za dvojni vektorski produkt in pa umeritev k - A(k,¢) = 0. Ce sedaj
na prvo enacbo delujemo z kx, potem zgornji dve enacbi zapisemo v realnem prostoru dobimo

V x E(r,t) = 7% =— oziroma V x B(r,t) = eolio aEé;‘,t)’

kar so seveda ravno Maxwellove enacbe!

(8.176)

8.17 Kvantizacija EM polja

Sedaj podobno kot v primeru harmonskega oscilatorja kvantizirajmo Hamiltonijan En. 8.173.
Torej postaneta pa (k, t) in A(k, t) operatorja. Kvantizacijo EM polja bi lahko naredili s pomocjo
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funkcionalnega integrala, tako kot pri harmonskem oscilatorju, vendar bomo tu rajse ubrali
operatorsko pot, ker bo bolj zanimiva.

Najprej seveda ugotovimo, da mora biti lastna energija EM polja ravno

E=> (mc+ 3)hwk), (8.177)
k

kjer je my kvantno Stevilo stanja podobno kot pri harmonskem oscilatorju. Glede na to, da
imamo za vsak k poseben harmonski oscilator EM polja imamo seveda v zgornji enacbi Se vsoto
po k. Vsak harmonski oscilator, ki pripada kvantiziranemu EM polju imenujemo tudi foton.
Zanimivo je, da je lastna energija EM polja v osnovnem stanju enaka

E=1inYy, wk), (8.178)

in je torej od ni¢ razlicna. Formalno vzeto je ta energija v neskoniisem prostoru neskonéna,
vendar pa vsebuje v konénem prostoru del, ki je konc¢en in ki ustreza t.i. Casimirjevi energiji,
ki je merljiva.

Glede na to, da so v Hamiltonijanu En. 8.173 posamezne prostorske komponent med seboj
razklopljene, torej nimamo celnov, ki bi imeli razlicne komponente posploSenega impulza in
vektorskega potenciala, lahko takoj zapiSsemo komutatorje

[Ai(kﬂt)7Aj(kﬂt)] = [piA(k7t>7ij(kvt)]:O
[Ai(k,t),pja(k,t)] = ihdy;. (8.179)

Ce to pretransformiramo nazaj iz Fourierovega v realen prostor, dobimo

[Ai(ra t)vAj(r/at)] = [piA(rvt)vij(rlvt)] =0
[Ai(r,t),pja(r’,t)] = ihé;;0°(r —1'). (8.180)

Prostorska delta funkcija se nam je prikradla zato, ker enota v Fourierovem prostoru pomeni
delta funkcijo v realnem prostoru. Dejansko pa je to polsedica dejtva, da je za EM polje akcija
definirana z volumskim integralom gostote Lagrangeove funkcije. Iz zgornje enacbe ze uvidimo,
da morata vektorski potencial in pa posploSeni impulz zadosSc¢ati neke vrste principu nedolo¢enosti
za EM polje.

Ker imamo obic¢ajno opravka s polji ne pa s potenciali in posploSenimi impuzli, si pogljemo
komutatorje Se za polja sama. Ker velja

N pA(ra t)

E(r,t) = o

in B(r,t) = V x A(r,t), (8.181)
se morajo komutatorji za polja o€itno izrazati z odvodi komutatorjev za vektorski potencial in
pa posploseni impulz. Ne pozabimo tudi, da so sedaj tudi polja operatorji, ki morajo ustrezati
nekim komutatorjem. Izpeljemo lahko tole relacijo

[Ei(rvt)ij(rlvt)] = [Bi(rvt)’Bj(r/vt)] =0

[Ey(r,t), By(r',t)] = —ieoh%ci?’(r —r)

[E.(r,t), B.(r',t)] = —ieohagyé?’(r —r)

[E,(r,t), B.(x',t)] = —iegh%é?’(r —1'). (8.182)
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Zadnje tri vrstice zgornje enacbe nam govorijo o tem, da obe polji zadoscata neke vrste principu
nedoloc¢enosti. Medtem ko razlicne komponente E ali B lo¢eno lahko hkrati merimo poljubno
natanc¢no, pa komponent E ali B ne moremo hkrati meriti s poljubno natanénostjo.

Tudi v osnovnem stanju, ki v klasi¢ni teoriji EM polja ustreza popolnoma praznemu prostoru
brez polj, imamo potemtakem fluktuirajoca kvantna polja.

Poglejmo si na koncu Se, kaknim enacbam morata ustrezati operatorja obeh polj. Heisen-
bergove enacbe gibanja za dve komponenti polj, so v tem primeru

cr T 1 2 2 3
ihB, = [By, H] = %0 (B, E2 + E?] d'r. (8.183)

V zgornji vrstici ostaneta v komutatorju le kvadrata y in x komponente kvadrata magnetnega
polja, in v spodnji le ¥ in x komponente kvadrata elektricnega polja. 7Z malo obracanja in
upostevanjem En. 8.182 ostanemo z

ihE, = - v < B),
€olo
ihB, = —ih(V x E),. (8.184)

To sta seveda ravno x komponenti ustreznih Maxwellovih enacb. Operatorji EM polj torej
zadosc¢ajo istim enac¢bam kot njihovi klasiéni ekvivalenti. Ampak ne pozabimo, v klasi¢nem
vakuumu ni nobenih polja, v kvantnem pa so!

8.18 Casimirjev efekt

Na prvi pogled bi se zdelo, da obstoj ni¢elne energije oscilacij EM polja v vakuumu nima kaksnih
omembe vrednih posledic. Temu seveda ni tako, o ¢emer prica Casimirjev efekt. Poglejmo si
lastna nihanja EM polja med dvema idelanima, prevodniskima povrsinama na razdalji D.

V prostoru brez obeh mejnih povrsin so resitve Maxwellovih ena¢h ravni valovi, ki jiha lahko
zapisemo kot
E(r,t) ~ eilkr—wt), (8.185)

Z magnetnim, poljem se ne bomo ukvarjali, ker imamo z ali brez mejnih povrsin iste resitve. Ce
imamo povrsini, se narava EM valovanja pravokotno na povrsini ni¢ ne spremeni. Spremenjeni
so le nacini nihanja pravokotno na povrsini, torej v smeri z osi. V tem primeru lahko zapisemo

E(r,t) ~ sink,z /(@ P~ (8.186)

kjer je transverzalni radij vektor p = (x,y) in transverzalni valovni vektor Q = (k,, k), saj mora
biti elektricno in magnetno polje na idealni prevodni povrsini ni¢. Iz tega pogoja in valovne
enacbe dobimo - -

k.= —=n in pa Ww(Q,D) =c? ( 24 (=

To lahko primerjamo z resitvijo valovne enac¢be v neskonénem praznem prostoru, ki nam daje

)2n2) . (8.187)

w?(Q, k) =’k = (Q° + k2). (8.188)
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saj velja k? = Q% + k2. V prvem primeru imamo torej diskreten v drugem pa zvezen spekter
lastnih frekvenc. Poglejmo si sedaj za koliko se premakne nicelna energija EM polja zaradi
prisotnosti prevodniskih sten

Pri porvem ¢lenu v zgornji enacbi seStevamo po diskretnih vrednostih n, pri drugem pa po
zvezni spremenljivki k,! Kaj pravzaprav natanéno pomenijo vsote po valovnih vektorjih? Pred-
stavljajmo si, da je imamo EM valovanje v kocki s stranico L, na robu katere mora biti vrednost
jakosti elektricnega polja 0. Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj diskretne vrednosti

podane z
2w

k=— 8.190
o, (8.190)

kjer je n = (n1,n9,ng,...) in so n; cela stevila. Ker je potemtakem dk = 2% dn, lahko za element

volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapisemo

2 2 27 (27)3

3 3

d°k = fAnzfAnyfAnZ o= Td n, (8.191)

kjer smo z V oznacili volumen kocke. Za diferencial celotnega Stevila valovnih stanj v telesu tako

lahko zapiSemo
v

(2m)?

Od tod lahko zaklju¢imo tole: ¢e imamo neko funkcijo valovnega vektorja, ki jo moramo sesteti
po vseh valovnih vektorjih, potem lahko zapisemo tole identiteto

Do fk) =) fk(n). (8.193)
k n

d®n =

d*k. (8.192)

Po drugi strani lahko to, v primeru dovolj velikega volumna, kjer si vrednosti k sledijo dovolj na
gosto, vrtimo naprej, namrec

= n)) = 3n n :L 3
> 70 = 3 ftm) [ dnsem) = 5 [ dxi. (3.194)

Kar je tudi zveza, ki jo potrebujemo za izraz¢un razlike energij En. 8.189. Zapisemo torej lahko

he S he V
AE = ;W;/m \ Q2+ (%)W - 56(277)3/ ¢*Q dk. V/Q* +k2,  (8.195)

kjer je S velikost povrSine obeh robov, in V je volumen med njima. Poglejmo si Se nekoliko
bolj natan¢no kaj pomenijo vsote v zgornjih enac¢bah. Glede na to, da je v vakuumu divergenca
elektriéneg apolja enako ni¢, sledi v Fourierovem prostoru

(QuEo(Q) + QB (Q.1) + (55)nE-(Q,t) = 0. (8.196)

Iz te enacbe sledi, da imamo za vsak n # 0 dve mozni resitevi za elektri¢no polje, ki ustrezata
dvema razlicnima polarizacijama. Dolo¢ena je namrec le projekcija transverzalnega elektricnega
polja na transverzalni valovni vektor. Ce pa je n = 0 potem zgornji enacbi lahko zadostimo le,
e je tudi transverzalna komponenta elektri¢nega polja eneka nic!
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V vsoti po valovnih vektorjih moramo torej vsak ¢len mnoziti z 2, razen tistega, ki ustreza

n = 0. To bomo zapisali tudi na slede¢ nac¢in
+oo
21 QdQk.\/Q* + k.7 | =

AE = hc<£22/m2deQW—
fw<z/ Qa2 + (Dt - f“/QOM¢@H%> (8.197)

Integrala v zgornji enachi, tako kot stojita, sta oba divergentna. To nas ne sme presenetiti, saj
zgornja izpeljava predpostavlja, da se obe mejni povrsini obnasata kot idealna prevodnika tudi
za najmanjSe valovne dolzine, manjSe od atoma. To pa je seveda nesmisel. Za dovolj majhne
valovne dolzine se vsaka snov obnaSa kot vakuum. Zgornja integrala moramo zato odrezati pri
Emaz ~ 1/a, kjer je a dimenzija atoma. To bomo naredili z rezno funkcijo f(z) =1 za ¢ < kmax
in nic sicer.

—+oo

Za razliko nic¢elnih energij potemtakem dobimo

hCS (Z/ Udu\/u2 n2f(\/ (17;)2"2) - % OHX) /o%o UdUde\/QQ + kzzf(\/uz " kf))

(8.198)
Ce sedaj uvedemo novo integracijsko spremenljivko ¢ = ug(%)g7 potem hitro dobimo

= feST (Z/ dt\/t+n2f Vit +n2) /+OO/+OO dtdv\/t + v2f( \/t+112>

471'D3
. (8.199)
Ce sedaj vpeljemo tole funkcijo

F(v)—/0+oo dt/t + 02 f( \/t+v2 (8.200)

potem lahko enac¢bo En. 8.199 zapisemo konéno v obliki

heS7? | o -
AE = == (3F(0) + X2 F(n) = fy~ dvF(v)) . (8.201)

Sedaj smo ze skoraj pri koncu. Spomnimo se le $e Euler - Maclaurinove sumacijske formule, ki
pravi, da je

> F(n) —/ dvF(v) = —1F(0) — L F'(0) + = F"(0) + ... (8.202)
0
Ugotovimo Se lahko, da je
F'(v) = —27}2f(%v) oziroma  F'(0) =0, F"(0) = —4. (8.203)

Vsi vi§ji odvodi funkcije F'(v) so enaki ni¢, ¢e predpostavimo da so ni¢ vsi odvodi rezne funkcije
f(u) pri w = 0. Ni razloga, da tega ne bi smeli predpostaviti. Tako na koncu dobimo znamenito
Casimirjevo enacbo
heSm? — heSt?
AE(D) = cSm < cST >

— .204
4D% 720 720D3 (8:204)

266



POGLAVJE 8. KVANTNA MEHANIKA 8.18. CASIMIRJEV EFEKT

Ocitno je razlika energij En. 8.204 kon¢na in neodvisna od rezne funkcije f(u). Potemtakem
med idealno prevodnima stenama deluje tlak, oziroma sila na enoto ploskve
O(AE(D)/S) herm?

p(D) = —==—>5 = oD (8.205)

To je Casimirjeva sila. Obstoj Casimirjeve sile nam sporoca, da so spremembe v nicelni energiji
vakuumskega elektromagnetnega polja konéne in seveda tudi merljive. Ocenimo Se velikost Casi-
mirjeve sile. Povrsini 1 em? v oddaljenosti 1 pm se privlacita z 1077 N, kar je ravno teza vodne
kaplice 0.5 mm v premeru. V oddaljenosti 10 nm je Casimirjeva sila enakovredna tlaku 1 atm.
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Poglavje 9

Statisticna mehanika in
termodinamika

9.1 Sistemi delcev z diskretnimi stanji

V poglavju 8 smo ugotovili, da je energija v kvantni mehaniki kvantizirana. Primer, na katerem
smo to pokazali, je bil harmonski oscilator. Lege med energijskimi nivoji so bile v tem primeru
ekvidistancne:

E = (n+ 3w

Vendar pa moramo resnici na ljubo priznati, da je v naravi zelo malo sistemov, v katerih bi se
nahajal en sam delec. Zato nas bo v nadaljevanju zanimalo, kaj se dogaja s sistemom, v katerem
se nahaja mnogo delcev, ki niso nujno enaki. Seveda moramo privzeti, da poznamo naravo
posameznih delcev, saj v nasprotnem primeru nase delo ne bi imelo kaksnega vec¢jega smisla.

9.1.1 Temperatura in toplota

Vzemimo dva sistema A in B (slika 9.1). V vsakem izmed sistemov je mnogo delcev, katerih
energija je diskretizirana, niso pa nujno enaki v obeh sistemih. Sistema staknemo. Novemu

AU, B,Us

Slika 9.1: Sistema A in B z energijama U, in Up ter sistem termicnega stika AB z energijo Uap.
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sistemu recimo termicni stik podsistemov A in B. Njegova glavna lastnost je, da sistema lahko
izmenjujeta energijo le med sabo, ne pa tudi z okolico. Oglejmo si spremembe energij sistemov.

Naj bosta U, in Up energiji podsistemov A in B, Uap pa energija celotnega sistema. Za
vsak €as po termi¢nem stiku mora veljati, da mora toliko energije, kot jo prvi podsistem prejme,
drugi oddati:

dUyp = —-dUg = d(UA+UB)=O
= Uyg + Ug =Usp = konst.

Torej je energija celotnega sistema Ugp konstantna. Vendar pa sta energiji podsistemov lahko
med soboj razli¢ni. Iz narave odnosa med spremembama energij podsistemov bomo zato vsakemu
podsistemu pripisali novo fizikalno koli¢ino, ki bo povedala, ali med sistemoma v toplotnem stiku
teCe energijski oziroma toplotni tok. Novo koli¢ino imenujmo temperatura, definirajmo pa jo
na naslednjih primerih:

1. dUs=-dUp =0 ; A in B imata isto temperaturo
2. dUs4=-dUp >0 ; B ima vi§jo temperaturo kot A

3. dUs=-dUp <0 ; A ima vi§jo temperaturo kot B

Ce po toplotnem stiku velja prva ali druga moznost stece med sistemoma energijski oziroma to-
plotni tok! Pomembna je ugotovitev, da prestavljanje energije v tem primeru ne opravi nobenega
dela. Zato izmenjavi damo posebno ime - toplota in jo ozan¢imo s @

dQ = AU, = —dUp. (9.1)

Se enkrat: toplota je sprememba energije, ki ne opravi in tudi ni posledica dela sistema ali pa dela
opravljenega na sistemu. Je spontana posledica premikanja sistema k ravnovesju (glej spodaj).

9.1.2 Energijski spektri sistemov in Stevilo stanj

Oglejmo si sistema A in B. V vsakem izmed sistemov so po stirje delci, ki so med seboj razloc¢ljivi
in so lahko v danem trenutku v poljubnem energijskem stanju, ki je na voljo. Sistem A naj ima
ekvidistantne energijske nivoje, sistem B pa ne (slika 9.2). Sistemu A pripisimo neko vrednost
celotne energije Uy. Nato si oglejmo vse moznosti zapolnitve energijskih stanj s Stirimi delci,
tako da bo vsota posameznih energij delcev enaka Uy. Skupno sstevilo stanj v sistemu A z
energijo U oznacimo z Q4 (Ua) in rezultate zapisimo v tabelo:
Tabela Stevila stanj z dolo¢eno skupno Zapis vseh stanj za primer Uy = 3. Stanje 0120
energijo Uy v sistemu A: pomeni, da se prvi delec nahaja na osnovnem, drugi
delec na prvem, tretji na drugem, ter cetrti zopet

Us=0 Q4(Ua) =1 na osnovnem energijskem nivoju. Skupna energija je
Usa=1 Qu(Ua) =4 tako 0+ 1+2+0=3=Uj.
Up=2 Qa(Ux) =10
Us=3 Q4a(Ux) =20 3000 0003 0300 0030
Up=4 QaUa) =35 2100 2010 2001 1200
Us=5 Qu(U4) = 56 0210 0201 0021 1020
(Us) = 84 0120 1002 0102 0012

UA =6 QA UA =
. . 1110 1101 1011 0111
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Slika 9.2: Stevilo stanja za oba sistema A in B preden ju staknemo. Vsoto obeh sistemov
postaviomo konstantno Uy + Ug = 6.

Podobno seveda lahko poiséemo tudi tabelo stevila stanj pri danih energijah Up za sistem B.
Ker v tem sistemu manjkajo energijski nivoji z vrednostima energije 3 in 5, bo §tevilo stanj za
primere Ug > 2 manjse, kot v sistemu A:

Us, U O] 1| 2|3 4]5]6
Qu(Ua) 1411020355684
Qp(Up) || 141016 [23]28 38

Sedaj, ko poznamo Stevila stanj za nekatere vrednosti celotne energije sistemov A in B, se
vprasajmo, kaj se s stevilom stanj zgodi ob toplotnem stiku. Oglejmo si primer, ko sta energiji
podsistemov U4 = Up = 3. Po toplotnem stiku bo zato energija celotnega sistema Uap = 6.
Ko predpostavimo, da med samimi delci ni interakcije!, si lahko ogledamo odvisnost §tevila
energijskih stanj Qap(Uap) od stevil Q4 (Ua) in Qp(Up):

Qap(Uas) = Qa(Ua) - Qp(Ug) = 20-16 = 320
Recimo, da so vsa stanja enakovredna in s tem enako verjetna, ter se vprasajmo po verjetnosti
realizacije P(U;):
P(Uy) = 55 =0,05 P(Up) = 1= = 0,063
Torej je verjetnost, da se en delec znajde v stanju z energijo U = 3, enaka:

A: PUy =3,Uys4=0) = 4-0,05 = 0,2

B: P(U; =3,Uy34=0) = 0-0,063 = 0

b

IDela ni, je le toplotni tok, sicer bi se energijski nivoji ” pokvarili”.
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Kot Ze receno, je energija celotnega sistema v primeru, ki ga obravnavamo, Usp = 6. Ta
energija se lahko med oba sistema sedaj porazdeli na ve¢ nacinov. Tako imamo poleg moznosti
U4 = Up = 3 sedaj na razpolago tudi na primer porazdelitev z vrednostima Ug = 1 in Ug = 5,

. Upostevajo¢ to ugotovitev, si oglejmo tabelo stanj za sistem AB (tabela 9.2). Hitro lahko

Ua 0 1 2 3 4 5) 6
Us 6 5 4 3 2 1 0

Qap(Ua,Up) || 38 [ 112 ] 230 | 320 | 350 | 224 | 84

Tabela 9.1: Stevila stanj Qap(Ua,Up) glede na razporeditev skupne energije na podsistema.

ugotovimo, da je celotno stevilo stanj Qap(Uap) pri energiji Uap = 6 veliko ve¢je od vrednosti
produkta Q4(Ua) - Qp(Ug):

Up=3 Up =3 Uap =6
Qu(Us) =20  QpUp) =16  Qup(Uap) = 1358

Povecanje stevila stanj je posledica diskretnega energijskega spektra! Ker pa s tem Se nismo do
konca iz¢rpali zaloge spoznanj, ki se nam ponujajo, si oglejmo, kaj nam lahko povedo povprecne
vrednosti energij podsistemov A in B pred in po termi¢nem stiku. Povpreéno energijo definiramo

Slika 9.3: Odvisnost Stevila stanj podsistemov A in B in njunega kompozita od energije po-
sameznegam podsistema pri fiksni energiji kompozita Usp = 6. Imamo produkt obeh stevil
stanj.

QaU Qp(U
<Ua >pred = ZUA$ =3 <Up >pred = ZUB% =3 ,
Ua Ugp
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pri ¢emer je Q;(U;) Stevilo stanj pri dolo¢eni energiji U;, €2; pa je skupno Stevilo stanj po vseh
danih energijah. Ko sistema staknemo, se stevilo stanj povec¢a! Pri izracunih upostevamo Stevilo
stanj sistema AB pri neki energiji sistema A oziroma sistema B, ter ne pri doloceni energiji Uap
(za pomo¢ uporabimo vrednosti s tabele 9.2):

Q U
< Uy >po = ZUAiAB( A)

Ua

Qap(Us)

= 2,65
Qap

0 = % <Up >po = %;UB

Ugotovimo, da se po termi¢nem stiku povpre¢na energija podsistema A zvisa, v podsistemu B
pa zniza tako, da vseskozi velja < U4 > + < Up >= 6. Glede na to posnanje lahko sklepamo,
da je imel podsistem B pred termi¢nim stikom veéjo temperaturo kot podsistem A. Torej je
smer pretoka energije oc¢itno odvisna od energijskih nivojev posameznih podsistemov (oziroma
od razporeditve stanj po energijah).

Povezavo z energijo lahko iS¢emo na grafu, ki prikazuje odvisnost Stevila stanj od zasedenosti
energijskih nivojev (slika 9.3, zgoraj). Opazimo namre¢, da je graf Q4(Ua) bolj strm kot graf
funkcije Qp(Upg). Sklepamo, da je razlicen naklon posledica razliéne strukture stanj. Prav
tako opazimo, da se maksimuma grafov funkcij Q4p(U,4) in Q45(Up) nahajata na vrednostih
povprecnih energij podsistemov po toplotnem stiku. Ker smo v nassem primeru obravnavali le
sistem osmih delcev, povprecji nista dobro definirani! Ce bi torej gledali sistem, sestavljen iz
108 delcev, bi bila slika podobna, vendar pa bi bilo povpregje precej bolj definirano (slika 9.3,
spodaj).

9.2 Osnove termodinamike

9.2.1 Temperatura in entropija

Zopet vzemimo sistem AB, sestavljen iz podsistemov A in B, ki sta v toplotnem stiku. Njegova
energija je vsota energij podsistemov (Uap = Us+Ug). Oglejmo si porazdelitev delcev v sistemu
A po toplotnem stiku:
Qap(Ua) = Qa(Ua) - Qp(Uap — Ua)
U
B

Ker vemo, da ima porazdelitev maksimum (slika 9.3b) smemo zapisati

0Nap(Ua)

v,

Zapisani pogoj uporabimo na enaébi porazdelitve delcev v sistemu A2

3QAB(UA) . 3QA(UA) . aQB(UAB_UA)
U = U QB(UAB UA) + QA(UA) A
_004(Ua) 0Q5(Us)
= v, Op(Up) — Qa(Ua) - “oUs

Ker je vrednost dobljenega rezultat zaradi ekstremalnega pogoja enaka ni¢, smemo dobljeno
enacbo zapisati v drugacni obliki:

1 00aUa) 1 9Qp(Ug) 9.2)
Qa(Us) U4 Os(Up)  0Ug '
2V drugem koraku izrac¢una uporabimo odvisnost Ug = Uap — Uy, in hkrati upostevamo 0Ug = —OU 4.
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oziroma

0 0
— nQyUyx) = — QU 9.3
S M a(Ua) = 5= Qs(Us) (93)
ko upostevamo nastavek za odvod naravnega logaritma. Tako smo dobili pogoj za sistem v
ravnovesnem stanju (ko se nahajamo v maksimumu grafa funkcije Q45(U4)). Hitro ugotovimo,
da se bo pri pomikanju po grafu v levo ali desno stran (pro¢ od maksimuma) enacba spremenila
v neenachbo:

6QAB(UA) BanB(UB) (91IIQA(UA)
1. _—
ovs |00 7 oUs U,
9 8QAB(UA) <0 aanB(UB) > 3IHQA(UA)
’ oUy 0 oUp oUy

Iz Ze znenih ugotovitev lahko sklepamo, da se mora stanje sistema, ki je bil na zacetku na levi
strani grafa (glede na maksimum), pomakniti pri stiku v desno proti maksimumu. Torej velja,
da je zacetno temperaturno stanje v navedenih primerih taksno:

1 . ” TA” < ” TB77
2- » TA77 > » TB”

Ocitno temperaturo sistema i lahko povezemo z izrazom aiU,i InQ;(U;). Torej smo sposobni
zapisati kvantitativno definicijo temperature:

1 9k mQU)
T (9.4)

Sedaj lahko zgornje ugotovitve piSemo za temperaturo brez narekovajev. Torej najbolj verjetno
stanje sistema AB imamo takrat, ko je

6/4 IHQA(UA) o 8k IHQB(UB)
oUa N oUp

Ta=Tp oziroma . (9.5)

Ce pa nismo v najbolj verjetnem stanju je bodisi T4 < T ali pa obratno T4 > T.

V zapisu temperature smo kot sorazmernostni ¢len uporabili eksperimentalno dobljeno Bol-
tzmannovo® konstanto k, katere numeri¢na vrednbost je k = 1,3807 - 10723 J/K. Le-ta v isti
vlogi nastopa tudi v Boltzmannovi formuli, s katero je definirana entropija:

S(U) = knQU) . (9.6)

Za konec dobljeno formulo vstavimo v enac¢bo (9.4) in zapisimo povezavo med temperaturo in
entropijo:
1 oSs(U
— = 7() (9.7)
T ou
Entropijo smo sicer vpeljali, vendar pa nam zaenkrat Se ni jasno, kaj nam lahko predstavlja in
kakssne so lahko njene spremembe. Da ne bi predolgo tavali v mraku, si hitro oglejmo nekatere
njene lastnosti.

3Ludwig Boltzmann (1844 - 1906)
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9.2.2 Zakoni termodinamike
Nicti zakon termodinamike

Obstoj maksimuma v krivulj Qap(U4), torej stila stanj kopozita AB v odvisnosti od energije
U4 (lahko tudi seveda Ug) ima zanimive posledice. C im vedji je sistem, torej ¢im vedje je Stevilo
delcev v njem, tem izrazitejsi je ta maksimum. Tocno pri maksimumu seveda velja

0 0
— InQ4(Us) = — InQp(U 9.8
kar se seveda prevede ve
Ty =Tp. (9.9)

Od tu lahko povzamemo niéti zakon termodinamike in sicer: Sistema sta v toplotnem rav-
novesju, ko imata enako temperaturo. Z drugimi besedami bi lahko tudi rekli, da sta sistema v
ravnovesju, takrat, ko je stevilo stanj maksimalno.

Prvi zakon termodinamike

Pri termi¢nem stiku med izoliranima sistemoma A in B smo tudi ugotovili, da si izmenjata
energijo, in sicer smo izpeljali, da je

dUs = —dUp = dQ. (9.10)
Izmenjana energija med obema sistemoma, ki ne opravi nobenega dela, se imenuje toplota.

Prvi zakon termodinamike lahko zato v tem posebnem primeru formuliramo kot: sprememba
energije sistema (A ali B) je enaka dovedeni ali odvedeni toploti.

Sedaj upostevajmo pravkar izpeljano zvezo med Boltzmannovo entropijo in temperaturo

1 9S(U) ) .
T = 87 oziroma dU =T dS. (9.11)

potem lahko prvi zakon termodinamike zapisemo v nekoliko drugaéni obliki
dUs =dQ =TdS(Ua), (9.12)
in analognao Se za sistem B. Prvi zakon termodinamike v tej obliki nam pove, da se energija

sistema spremeni zaradi preporazdelitve delcev med obstoje¢imi energijskimi nivoji. Pri tem
sistem ne opravi nobenega dela, pa¢ pa v njem zgolj stecejo toplotni tokovi.

Prvi zakon termodinamike bomo nekoliko kasneje reformulirali, ko bomo uvedli koncept
kvazistaticnega dela, ki bo prispeval dodaten ¢len k prvemu zakonu.
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Drugi zakon termodinamike

Poglejmo si Se obnaSanje entropije sistemov ob toplotnem stiku. Vzemimo sistem AB, ki ga
sestavljata podsistema A in B, ki sta v toplotnem stiku. Zapisimo stevilo stanj pred in po stiku,
ter si oglejmo rezultata, ki ju za ta dva primera narekuje Boltzmannova formula (9.6).

Pred termi¢nim stikom velja za Stevilo stanj Qap = Qa(Ua) - Qp(Up), kar seveda pomei,
da je
So = kIn [QA(UA)QB(UB)] =k IDQA(UA) + k IHQB(UB) = S()(A) + S()(B) (913)

oziroma, da je entropija aditivna funkcija obeh podsistemov. Ker je seveda Ugq + Ug = Uap,
lahko zgornjo enacbo zapiSemo tudi kot

So = klnQa(Ua) + kInQp(Uap —Ua). (9.14)

Po termic¢nem stiku se Stevilo stanj poveca (zaradi povecanja Stevila moznih razporeditev ener-
gije), in sicer dobimo kot Ze vemo

Uap

QapUap) = > Qa(Ua)Q(Uap — Ua). (9.15)
Ua=0

Ustrezna entropija ima potemtakem obliko

Uas

S=kmQap(Uap) = kln ¥ Qa(Ua)Q(Uas — Ua). (9.16)
Ua=0

V zgornji vsoti je en njen ¢len gotovo identicen Sy, vendar ima poleg tega Se druge ¢lene, zaradi
katerih je S vedno vecja od Sy. Tako smo se dokopali do nove ugotovitve, ki jo imenujmo drugi
zakon termodinamike in ki se glasi

S < S. (9.17)

Pri vseh procesih se entropija povecuje. Ta zakon sledi skorajda trivialno iz definicije entropije.
nekoliko drugace ga lahko zapiSemo tudi takole, pri vseh spontanih procesih imamo

S — Sy =dS >0. (9.18)

Sprememba entropije je torej vedno nenegativna. Vse te tri zakone termodinamike si bomo
zapomnili, saj imajo v fiziki izjmeno pomembno mesto.

9.2.3 Termodinamska limita

V izrazu za entropijo sistema AB imamo vsoto

Uas
S(AB) = kln Y Qa(Ua)Qp(Uap —Ua) = k InQap(Uap). (9.19)
Ua=0

Ta vsota ima v sploénem lahko mnogo ¢lenov in je tezko reci, kaksna funkcija Usp bo. Vendar
pa se spomnimo, da ima $tevilo stanj Qap(Uap) zelo izrazit maksimum, ki je tem bolj oster,
¢im vecje je celotno stevilo delcev v sistemu. V tako imenovani termodinamski limiti, ko gre

N — oo, (9.20)
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1 _ 9S(AB) 1 _ 0S(AB) (9.21)
Ta ~ 0U, Ts U '

To lahko zelo dobro vidimo ba shmeatski sliki Stevila stanj sistema z velikim Stevilom delcev.
Nemesto, da bi pri Stevilu stanj in entropiji pisali vsoti po vseh Uy ali Up, bi se lahko zelo

postane porazdelitev neskonéno ostra in ima vrh pri energiji U4 ali U podanima z

[
‘l'll Q x Qg
o}
|
other
scale
Q
A QB
Y, A g
<U>

Slika 9.4: Odvisnost stevila stanj podsistemov A in B in njunega kompozita od energije posa-
meznegam podsistema pri zelo velikem Stevilu delcev.

natancno omejili le na ¢len z enerhijo, ki je resitev zgornje enacbe, torej

UaB
QAB(UAB) = Z QA(UA) QB(UAB — UA) ~ QA(UA) QB(UAB — UA) (9.22)
Ua=0
(9.23)

oziroma
Uap
S(AB) = kIn »  Qa(Ua)Qp(Uap —Ua) = kInQa(Ua) Qp(Uap — Ua).
Ua=0
V obeh zgornjih enacbah je Ua reSitev En. 9.21. Odslej bomo vedno predpostavili, da imamo
opravka s sistemu, sestavljenimi iz velikega Stevila delcev, pri katerih lahko povpreéno enbergijo

nadomestimo z energijo maksimuma in sicer kot
(9.24)

Qap(Ua) ~ Uy

<Uyg>= ZUA
0 Qap

V nadaljevanju lahko torej povsod upostevamo, da je porazdelitev po enerhiji za dovolj velik
sistem tako zelo usti¢ena, da lahko vsoto po energiji povsod nadomestimo z dominantnim ¢lenom
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9.2.4 Kvazistati¢no delo

Dolsej smo stevilo stanj opazovali le kot funkcijo energije sistema. Vendar pa to ni edina spremen-
ljivka od katere je odvisno. Dejansko je entropija funkcija treh spremenljivk oziroma parametrov
sistema: energije U, Stevila delcev N ter volumna V:

S = S(U,N,V)

Namesto da bi opazovali entropijo kot funkcijo teh spremenljivk, raje opazujmo energijo kot
funkcijo entropje U, stevila delcev N ter volumna V: torej

U = U(S,N,V).

Seveda predpostavljamo, da ta funkcijski obrat obstaja in da je enozancen. Glede na njeno
funkcijosko odvisnost lahko za diferencial energije pridelamo

ou ou oUu
dU = (as)vwdS + <W)S,Ndv+ (W)S,Vd]\f. (9.25)

Odvisnost energije od V si sje zlahka predstavljati, saj vemo, da je na primer za idealno poten-
cialno jamo, energijski spekter funkcija dimenzije jame. Odvisnost od N pomeni, da moramo za
vsako vlozitev novega delca v sistem zapraviti neko energijo. Ko upoStevamo enac¢bo En. 9.7
lahko diferencial energije zapisemo v drugaéni obliki

ou ou

dU = TdS + | — dV + | == dN. (9.26)
oV )sn ON )¢

Sedaj se pomudimo pri vsakem ¢lenu zgornje enache posebe;.

Recimo, da se sistemu v danem trenutku spreminja le ena dimenzija. Torej lahko spremembo
volumna zapiSemo kot produkt konstantne povrsine A in spremembe ene dimenzije dzx:

1
ou dv = — ou Adx ; dV = Adz
oV )sn A\0xr /g
V negativni vrednosti odvoda energije po koordinati spoznamo silo F. Zapisemo:
F
Z—Z dz = —Fdx = _ZA de = —pdV. (9.27)
Tako imamo ob upostevanju pravkar izpeljanega
oUu
dU = TdS —pdV + | — dN. (9.28)
ON )¢

Sedaj se posvetimo Se zadnjemu ¢lenu. V odvodu prepoznamo ravno zvezno obliko diskretnega
¢lena, kajti ne smemo pozabiti, da se $tevilo delcev dejansko lahko spreminja le v skokih po ena,
torej

ON
Ta odvod dejsnasko predstavlja spremembo energije sistema, ko mu dodamo en delec, torej

njihovo celotno stevilo povecamo z N na N + 1. To energijo imenujemo tudi kemijski potencial
delca, ki je v splosnem funkcija spremenljivk N, S, V. Ce ga ozna¢imo z u, dobimo kon¢no

<6U> —U(N+1,5,V) = U(N,S,V). (9.29)
S,V

dU = TdS —pdV + pdN. (9.30)
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To je konéna oblika diferenciala energije. KakSna pa je njena interpretacija? Prvi Clen pove,
da se energija sistem spremeni zaradi dovajanja ali odvajanja toplote d@QQ = T dS. Toplotni
tok kot vemo je tisti del energijskih sprememb, ki ne opravljajo nobenega dela. Ustreza zgolj
preporazdelitvi delcev med energijskimi nivoji, ki so na voljo. Drugi ¢len pove, da se energija
sistema spremeni zaradi tega, ker se spremeni ne zasedenost energijskih nivojev, pa¢ pa njihov
polozaj! Clen pdV pove, za koliko se spremeni polozaj energijskih nivojev, ¢e malo spremenimo
tlak. Zadnji ¢len udN pa pove, za koliko se spremeni polozaj energijskih nivojev kot posledica
tega, da smo sistemu dodali Se en delec.

Prvi ¢len torej ustreza preporazdelitvi delcev med danimi in konstantnimi energijskimi nivoji,
ostala dva pa povesta, koliko se spremenijo ti nivoji kot funkcija parametrov V in N. Zadnje
dva clena vsled tega imenujemo tudi diferencial kvazistatiénega dela. Kvazistati¢no zato, ker
ne spreminja zasedenosti nivojev.

Prvi zakon termodinamike En. 9.12 moramo zaradi vsega zgoraj povedanega spremeniti v
tole obliko
dU = TdS — pdV + pdN. (9.31)

Kar preberemo kot: sprememba energije sistema je enaka vsoti toplotnih sprememb

in spremembe kvazistaticnega dela. Sesatvljena je, ¢e Se enkrat ponovimo to pomembno ugo-
tovitev iz prispevka prerazporeditve delcev, tako da zasedejo druge nivoje, in pa spremembe
kvazistaticnega dela, tako da se prestavijo energijski nivojev

9.3 Mikrokanoni¢éni ansambel

Sedaj se osredoto¢imo na poseben problem. Imamo sistem A, ki ga drzimo pri konstantni tem-
peraturi. Vpasamo se, kaksne bodo spremenljivke, ki dolo¢ajo makroskopsko stanje tega sistem,
torej entropija, temperatura, talk in kemijski potencial. Zanima nas torek, kako se p,T in p
izrazajo z S = S(Ua,Va,N4). Za zacetek bomo indeks A izpustili, saj imamo opravka zgolj z
enim samim sistemom.

9.3.1 Mikrokanoniéni ansambel

Vzemimo kar sistem z energijo U = U(S, V, N), kjer smo obrnmili osnovno ena¢bo S = S(U, V,
N), ter si oglejmo vpliv majhnih sprememb entropije, volumna in Stevila delcev na energijo:

oU oUu oU
= — —_— —_— N. .32
v (85>V,Nd5 ’ (8V>S,Ndv ¥ <8N>s,vd (9:52)

Prva dva odvoda na desni strani enache ze znamo zapisati s temperaturo oziroma s tlakom. Kot
ze vemo, se prvi zakon termodinamike izraza s spremembo toplote in kvazistaticnim delom kot

dU = TdS — pdV + pdN (9.33)

Do povezav med spremenljivkami bomo poskusili priti po primerjalni poti. V ta namen si bomo
ogledali diferencial entropije S = S(U,V, N):

ds = a—s dU + a—s dv + a—s dN
W)y N W J)un N ) yv
dU oS 0S5
=77 (av)mNdV * (aw)w w
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Celotno enacbo nato pomnozimo s 7" in na obeh straneh odstejemo izraz dU+T dS. Tako dobimo
izraz:

dU = TdS - T (85) dv - T <8S> dN
oV Jun ON )y

Ko dobljeno ena¢bo primerjamo z izrazom (9.33), opazimo enakost diferencialov na desni strani
enacaja. Torej lahko, z izenacitvijo koeficientov pred diferenciali, tlak in kemijski potencial
zapiSemo z odvodoma entropije:

p_ (98 po_ (95
T \WV)yxn T ON )y

Ko dobljenima enacbama dodamo Se definiciji temperature in entropije
1 oS
— = (== i S = kInQ(U,N,V
T <8U)N,V o nQUNV)

dobimo tri enacbe, ki povezejo mikroskopske koli¢ine (desni del) z makroskopskimi (levi del
enacb). Imenujemo jih enaébe stanja mikrokanoniénega ansambla

B ol QU,N,V)
po= kT v
B ol QU,N,V)
u = —kT o (9.34)
1 _ , 0mQUN,V)
T oUu

Seveda to ni edini nacin za izracun posameznih mikroskopskih koli¢in. Tlak bi na primer lahko
izracunali s Casovnim povpre¢jem sil F(t), s katerimi delci sistema delujejo na njegove meje s

povrsino A:
T
L,

To ugotovitev lahko strnemo v ergodiéno hipotezo®:

T = lim
p T—o0

b = pr

Za mehanske koli¢ine velja, da je statisticno povprecje enako mehanskemu. Tu bi se dalo povedati
Se marsikaj, a se bomo vzdrzali.

9.3.2 Ravnovesje in funkcija stanja

Kot ze vemo, velja drugi zakon termodinamike, ki ga za mikrokanoni¢ni ansambel lahko zapisemo
v obliki
dS(U,V,N) > 0. (9.35)

Entropija se orej pri vseh spremembah v sistemu zgolj povecuje. Povecuje pa se seveda lahko to-
liko ¢asa, dokler ne doseze maksimuma v ravnovesju. Ravnovesju je otrej podano z maksimumom
entropije. Prikazuje ga slika. Glede na to, da je ravnovesje v mikrokanoni¢nem ansamblu po-
dano z entropijo, ki je funkcija energije, volumna in Stevila delcev, imenujemo te spremenljivke
naravne spremenljivke mikrokanoni¢nega ansambla, entropijo pa funkcijo stanja v mikroka-
noni¢nem ansamblu.

4Hipoteza splosno ne velja. Velja za kaoti¢ne (tudi mesane) sisteme.
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ravnovesje

MKa

>N,V

Slika 9.5: Definiciji ravnovesja v mikrokanoni¢nem ansamblu.

9.3.3 Idealni plin - mikrokanoni¢no

S stacionarnostnim nastavko, saj potencial, ki je ni¢, ni odvisen od casa
U(r,t) = e i p(r), (9.36)
lahko Schr odeingerjevo enacbo zapisemo kot

R _,

za katero velja robni pogoj (OV predstavlja rob volumna):
p(OV) =0

Valovne funkcije so o€itno separabilne po koordinatah ¢(r) = ¢1(z)p2(y)ps(z), in zato lahko
zapisemo

*% (02008 + 105003 + Pr0205] = Epras (9.38)
oziroma
L O N

E = -
2m |1 P2 »3

Ker je levi del enacbe konstanten, mora biti konstanten tudi desni del. To pomeni, da mora biti
konstanten vsak izmed seStevancev v oglatem oklepaju. Zapisemo lahko tri diferencialne enacbe,
katerih resitve poznamo:

/! /1 /1

& = Kl 5 ﬁ = KZ ) ﬁ = K?) ’
#1 P2 Y3

. 2mx . 21y . 21z
w1 = Ajpsin [nm L] , 2 = Agsin [ny L} , 3 = Aszsin [nz L}
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Tu smo upostevali ze tudi robni pogoj, da so namre¢ vse lastne funkcije na meji volumna enake
ni¢, torej za ¢ =0,L, y =0, L in 2 = 0, L. To se prevede v zahtevo, da so n,, n, in n, lahko le
cela stevila. Stacionarni del valovne funkcije torej opiSe enacba

2mz

. 2rx | . 2y | .
p(r) = Asin {nz L] sin {ny L] sin [nz L}

Nastavek uporabimo v enacbi (9.38)

e (2 e (20 e (2
om |"*\ L "L "L

iz katere izlus¢imo izraz, ki opisuje energijo delca v dolocenem stanju n = (ng, ny, n.):

K2 9 5 o [ 27 2
En,nym. = %(nz + ny + n3) SR (9.39)

V mikrokanoni¢nem ansamblu imamo fiksirano celotno energijo N delcev, ki po predpostavki
med seboj ne interagirajo. Celotno stanje sistema je potemtakem produkt stanj posameznih
delcev. Interakcije ni. Za celotno energijo U mora torej veljati

n2 /2?2
-N"E=— (22
v Z 2m(L> :

i=1

N

2 h2 Z 2

kjer smo sedaj za vsak delec vpeljali valovni vektor

o= () = (2 "

Sedaj nas zanima celotno stevilo stanj §2, kot funkcija celotne energije U, volumna V in Stevila
delcev N. Enako je celotnemu stevilu stanj, ki jih lahko spavimo v N dimenzionalen volumen,
dolocen s kvantnimi stevili n. Torej po definiciji

fd3N1’l

QU.N.V) =

(9.42)

Integral v §teveu je celotno &tevilo stanj v prostoru stanj z radijem n? = Zfil n?. Tu smo

upostevali se dejstvo, da delcev med seboj ne moremo razlociti in moramo torej celtono Stevilo
stanj deliti s Stevilom permutacij med delci. Ker velja za vsako stanje

L

T o

n (9.43)

potem lahko zapisemo

= (Gp) N [ = <<2Z>3>N J e (0449

pri ¢emer je velikost k definirana kot

K= k.
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D A% Radij

1 2R R? = 27

2 TR? R? =27 + a3

3 %WR3 R? = 2% + x5 + 3

4 %W2R4 R? = 27 + 23 + 23 + 27

5 | mR° | R =af + a3 +a3+a] +a?

Tabela 9.2: Volumen prostora .

Potemtakem je [ d3Nk prepsoto verdnost volumno v 3N dimenzionalnem hiperprostoru, z radi-
jem k. Za volumen vemo, da je takole odvisen od dimenzije prostora Kar lahko zapiSemo tudi
kot splogno formulo

3N B
2 k&N
PNg=_"" " 9.45
/ ri¥ +1) (943)

Torej lahko zapisemo

VA [&Nk v Y 77 k3N
2wx) = () 5~ (or) ey 9

Sedaj se, kot smo ze napovedali, osredoto¢imo na termodinamsko limito, v kateri imamo opravka
z zelo velikim Stevilom delcev N — oo. Zato lahko uporabimo Stirlingov priblizek

[(N+1)=v2 N(E)N.

e
Sedaj upostevamo Se, da je po definiciji
h2 2m U
U= %kz, oziroma k= TZQ . (9.47)
Tako dobimo za logaritem celotnega stevila stanj z dano energijo U Sackur- Tetrodejevo enacbo
vV (UNY? (arm\*?
— AR 5/2
InQ(U,N,V)=NlIn (N <N) < 72 > e . (9.48)

To smo izpustili vse ¢lene, ki so subdominantni v N v termodinamski limiti. To je seveda koncen
izraz, ki v mikrokanoni¢énem ansamblu povezuje makroskopsko Stevilo vseh stanj s spremenljiv-
kami U,V, N. Ta izraz bo osnova za izpeljavo enacbe stanja idealnega plina.

9.3.4 Enacba stanja idealnega plina - mikrokanoni¢no

Sedaj ko imamo Q(U, N, V') lahko seveda iz osnovnih ena¢b mikrokanoniénega ansambla izpeljemo
tudi vse ustrezne makroskopske spremenljivke. Pojdimo po vrsti. In sicer dobimo

dlnQ(U,N, V) N
po=k ov My
OInQ(U,N,V) vV (UNY? (4em P2
- /) e I = (= it /2) _5
a k ON K n(N (N> 312 c 2
1 Ol QU,N,V N
7 = k%:%kﬁ. (9.49)
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Zanimiv rezultat, ni kaj. V zadnji enachi lahko razberemo tisto, kar bomo kasneje poimenovali
ekviparticijski teorem, in sicer pravi

U=3kT N. (9.50)

Na ta nacin lahko povsod celotno energijo U nadomestimo s temperaturo 7. V prvi enacbi
prepoznamo kar Boylov zakon za idealni plin. IN v srednji enacbi lahko kemijski potencial
izrazimo z na novo definirano temperaturo sistema

WV (2rkTm N\

n|—=|(——— e —
N h?

Kemijski potencial je tako ocitno logaritemska funkcija gostote delcev v neskonéni potencialni

jami.

w=—kT

[Nl[S

] . (9.51)

9.4 Kanoni¢éni ansambel

Sedaj si poredstavljamo nekoliko drugacen primer. Nimamo ve¢ izoliranmega sistema A, ampak
je ta del nekega vecjega sistema, ki ga imenujemo tudi rezervoar, in ga oznac¢imo z R. glej
sliko. Izbiro imena upravi¢imo s trditvijo, da se po toplotnem stiku temperatura rezervoarja v

A R R

Slika 9.6: Sistem A in temperaturni rezervoar R pred termi¢nim stikom in po njem.

najnizjem priblizku ne spremeni (Tr = konst.) Konéno energijo po termi¢nem stiku zapisimo kot
vsoto zacetnih energij sistemov A in R (Uag = Ua + Ug). Privzamemo, da je vrednost energije
U agr konstantna, je torej celoten sistem AR je opisljiv z mikrokanoni¢nim ansamblom.

9.4.1 Boltzmanova porazdelitev

Kot vemo, je stevilo stanj v sistemu AR pri energiji U, podano z izrazom
Qar(Ua) = Qa(Ua)Qr(Uar —Ua)

Sedaj, ko poznamo stevilo stanj, lahko zapisemo verjetnost P4 (U,4) nahajanja sistema A v stanju
z energijo Ugy:

~ Q4UA)Qr(Uar — Ua) ) _
Palla) = v, QaUa)Qr(Uar — Ua) 7 ;PA(UA) = (9:52)
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Stevec in imenovalec dobljenega izraza delimo z Qr(Uagr) (ker Stevilo stanj ni odvisno od Uy,
lahko delimo tudi znotraj vsote). Izraz za izracun verjetnosti tako dobi novo podobo, s katero
vpeljemo tudi novo koli¢ino @, ki jo imenujemo statisticna vsota

Qa(Ua) QrUar —Ua)

Pa(Ua) = 0 Qn(Uan) ; (9.53)

_ Qr(Uar —Ua)
© = %QA(UA) Qr(Uar)

Sedaj se spomnimo, da je sistem R temperaturni rezervoar, zaradi cesar velja Uy < Ug. Ce
temu ne bi bilo tako, bi se morala spremeniti tudi temperatura R.

Zato smemo reci, da je R izoliran sistem. Upg se pri stiku v najnizjem priblizku ne spremeni,
kar pomeni, da je R mikrokanoni¢en. To nam pomaga, ko verjetnost zapisemo z entropijo, za
katero vemo, da je oblike

SR = kanR (954)
od koder pa ze sledi, da je
Q
Pa(Uy) = Ang) o (SR(UAR—UA)=SR(UaR)) (9.55)

Ker je po predpostavki U4 veliko manjsi od Ug R, lahko del izraza razvijemo v Taylorjevo vrsto:

35R(UAR)UA L1 8*Sr(Uar)

2 ...
o 0T U% + (9.56)

Sr(Uar —Ua) = Sr(Uar) —

Torej velja potemtakem tudi

 9Sr(Uar)
OUar

1 82SR(U'AR)

Ua + 3 Uz U3. (9.57)

Sr(Uar —Ua) — Sr(Uar) =

Clena na desni strani izraza lahko poenostavimo z definicijo temperature

1 _ 8SR(UAR) 1 6TR 1 82SR(UAR)

Tr ~ 0Uagr ’ _TT% OUar %2 0OU3R 7

ter zapiSemo nove ugotovitve z izrazom

ASp =

Ua () Us O
Tr Tr OUagr

Ker velja Uy < Uy smemo privzeti

Uy O0Tgr

A 1
Tr 0Uan &

kar pomeni, da lahko verjetnost nahajanja sistema A pri energiji Ur po toplotnem stiku zapisemo
v novi obliki. V novem zapisu eksplicitna povezava z energijo izgine - zamenja jo eksponent!
Obliko zapisa verjetnosti, ki torej velja za primer, ko je sistem A veliko manjsi od sistema R,
imenujemo Boltzmanova porazdelitev:

Pa(Ua) = QAg]A) exp [-228] = % exp [—U—‘;] (9.58)
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in ustrezno za statisti¢no vsoto
= 3 Qu(Us) exp [ kTR] . (9.59)
Ua

Vidimo, da se v kanoni¢nem ansamblu verjetnost nekega stanja izraza z eksponentom energhije,
v katerem nastopa tudi temperatura rezervoarja. V tem se kanoni¢ni ansambel bistveno razlikuje
od mikrokanoni¢nega. Druga pomembna razlika je nabor spremenljivk.

9.4.2 Nabor spremenljivk

Statisticna vsota v Boltzmanovi porazdelitvi (enacba 9.58) smo v prejsnjem razdelku zapisali
z vsoto po energijah. Sedaj pa nas zanima, ali lahko zapiSemo podobne izraze, ko govorimo o
stanjih. Pri tem je pomembno razumeti, da ima lahko vsako stanje eno samo energijo, energija
pa ima lahko ve¢ stanj! Za opis na osnovi energije sledi

Us — Q4a(Ua)stanj = ZQA Ua) exp{ kTR} (9.60)
Ua

in an sonovi stanj

stanje? — ustrezna energija U; = Z exp [ (9.61)

kTR :|

Oba zgornja izraza sta si seveda popolnoma ekvivalentna. Opazimo lahko, da je v primeru zapisa
vsote s stanji faktor ) odvisen od novega nabora spremenljivk

Q = Q(N,V.Tr). (9.62)

Naraven nabor spremenljivk za kanoni¢ni ansambel je torej (N,V,Tg). Taksen nabor®, ki ga
zastopajo stevilo delcev, volumen sistema ter temperatura rezervoarja, imenujemo kanoniéni®
ansambel.

Pomembno je razlociti, kaj pomenita oba termina. V mikrokanonivnrem nasamblu posta-
vimo energijo in gledamo makroskopkse spremenljivke pri dani energiji. Poleg energije sta stalna
tudi volumen in §tevilo delcev. Pri kanoni¢nem ansamblu pa imamo stalno temperaturo. To
pomeni, da energija sistema lahko fluktuira, skalo fluktuacij, pa, kot bomo videli, doloca ravno
temperatura rezervoarja.

9.4.3 Statisticna vsota in prosta energija

Zapisimo statisticno vsoto Se nekoliko drugace. Po definiciji je enaka

Qr(Uar —Ua) Qar(Uar)
DaUa) = 9.63
Z aUa) Qr(Uar) Qr(Uar) (9:63)
pri cemer je
Qar(Uar) = Y Qu(Ua) Qr(Uar — Ua), (9.64)

Ua

50d sedaj naprej pri temperaturi ne bomo ve¢ pisali indeksa R, hkrati pa definiramo tudi okrajsan zapis
B8 = 1/kT.
Skanoni¢no ~ obicajno
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in rezultat uporabimo skupaj z definicijo entropije sistemas:
kIn@Q = kInQar(Uar) — kInQr(Uar) = Sar(Uar) — Sr(Uar). (9.65)

Ker je energija sistema R v prvem priblizku konstantna, je konstantna tudi entropija sistema R
pri energiji Uag (desni del rezultata). Torej je od sprememb lastnosti sistema A odvisen le levi
clen rezultata — Sag(Uag). Drugi zakon termodinamike, kot ze vemo, zahteva, da je vsaka
sprememba entropije nenegativna. Potemtakem mora tudi veljati

d(kInQ) = dSar(Uar) > 0. (9.66)

Iz dane ugotovitve lahko izlus¢imo sklep, da igra izraz kIln@Q v kanoni¢nem ansamblu podobno
vlogo, kot jo v mikrokanoni¢nem ansamblu igra entropija S in torej zadosca

d(klnQ) > 0 . (9.67)

Ker je nastavek kln (@ ocitno nekaj zelo posebnega, z njim vpeljimo Helmholtzovo prosto
energijo’ v kanoni¢nem ansamblu, ki jo definiramo kot

A(N,V,T) = —kTInQ(N,V,T). (9.68)

Prosta energija je torej funkcija spremenljivk (N, V,T), za katere vemo, da so naravne spremen-
ljivke kanoni¢nega ansambla. Funkcijo naravnih spremenljivk imenujemo tudi funkcija stanja.
V kanoni¢nem primeru je to prosta energija, v mikrokanoni¢nem primeru pa je to entropija.

Za vse spremembe v kanoni¢nem ansamblu mora seveda veljati
dA = -TdS < 0. (9.69)
Prosta energija se pri spremembah vedno le zmanjsuje. To se lahko dogaja oliko casa, dokler

ne doseze minimuma. Zato je ravnovesje definirano pri minimalni prosti energiji A. Slika 77
shematsko prikazuje razvnovesje pri mikrokanoni¢nem in velekanoni¢nem ansamblu. Seveda

A

N

- ravnovesje

Ka

>N,V

Slika 9.7: Definiciji ravnovesja v kanoni¢nem ansamblu.

7Zaradi moznosti podvojevanja bomo v nadaljevanju izpuscali indeks A v smislu oznake sistema.
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lahko prosto energijo tako kot statisticno vsoto zapiSem bodisi z logaritmom vsote po stanjih ali
pa z logaritmom vsote po energijah:

Q = Ze*’gm = ZQ(U)e*ﬂU
{i} U

oziroma

AN, V,T) = A(N,V,8) = —p""In> e = —p7'Iny QU)e Y. (9.70)
{i} u

Odvisnost od temperature ali pa inverzne temperature 3 seveda pri stavri ne spremeni ni¢.Zgornja
enav cba je osnovna enacba, ki povezuje mikroskopsko naravo kanoni¢nega ansambla z makro-
sklopskimi lastnostmi.

9.4.4 Makroskopsko z mikroskopskim

Seveda sama uvedba novega nabora spremenljivk Se ne pomeni, da je le-ta tudi uporaben.
Zato bomo, podobno kot pri obravnavi mikrokanoni¢nega ansambla, tudi za kanoni¢ni ansambel
ipeljali povezavo mikroskopskega nivoja z makroskopskim. Seveda pa moramo upostevati nove
definicije, do katerih smo se prikopali v prejsnjih dveh razdelkih. Zato si to pot ne bomo ogledali
odvodov entropije, temve¢ odvode njej sorodne koli¢ine v kanoni¢nem ansamblu - produkta
Boltzmanove konstante in logaritma statisticne vsote. Najprej si oglejmo odvod po inverzni
vrednosti temperature pri konstantnih pvrednostih stevola N ter volumna V:

olnQ _ 1@ 1 7\ BU;
(%35 )N,V S qar g
— > Uie™ P

= —<U>

Ko dobljeno enaébo zapisemo s prosto energijo dobimo Gibbs - Helmholtzovo enaébo®:

_ 0pA
<U> = 25 (9.71)

Odvod logaritma statisti¢ne vsote po spremenljivki 3 je torej kar enak negativni vrednosti pov-
precne energije!

Po tako zanimivem rezultatu takoj zapisimo sse odvoda po volumnu in sstevilu delcev.
Najprej si oglejmo odvod logaritma statisticne vsote @ po volumnu:

olnQ o 19Q 1 o [(OU\ gy,
( v )N’T T Qav in:( m(av)e

L pmn e v
- e =)

oU
Bp ; <6v> = -p

8Energija sistema U v kanoni¢nem ansamblu ni ve¢ neodvisna spremenljivka!
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Rezultat® hitro preoblikujmo v zapis, v katerem bo nastopala prosta energija:

B O0lnQ B 0A
v =7 (% )m - (aV>N,T‘ 072)

Sedaj tudi bolje razumemo definicijo kemijskega potenciala. Ker je sstevilo delcev diskretno
velja:

0A
= — & A(N +1) — A(N). 9.73
= o (N +1) = A(N) (973)
Kemijski potencial je torej prosta energija enega delcal Ko podobno izpeljemo Se povezavo
kemijskega potenciala z odvodom proste energije po sstevilu delcev, v celoti zapissemo sistem

enach, ki v kanoniénem ansamblu povezujejo mikroskopske koli¢ine z makroskopskimi:

2 (051
_ T
-
V,N
8A)
p = — (= (9.74)
<8V N,T

_ (94
= \oN )y

Prosto energijo A je v zgornjih enacbah seveda definirana z izrazom

A= —kTh) QU)e U = —kTIn)y e U (9.75)
U 7

Ce torej poznamo mikroskopska energijska stanja sistema U in njihovo degeneracijo Q(U) lahko
od tod izraz¥ cunamo prosto energijo. Iz proste energija pa potem sledijo enacbe stanja En. 9.75.
Enacbe stanja nam dajejo odvisnost makroskopskih spremenljivk povprecéne energije <U >, tlak
p in kemijski potencial od temperature rezervoarja T, volumna V in Stevila delcev N.

9.4.5 Povezava med prosto energijo in entropijo

Ker je cilj naSega pohoda v tem razdelku nakazan ze v naslovu, se ne zamujajmo prevec,
temve¢ si kar poglejmo diferencial statisticne vsote @ = Q(N,V, 5):
JlnQ JdlnQ dlnQ
d(1 = dN dVv
(@) aN YTy YT s
= —BudN + BpdV — <U> dg

ds

Dobljenemu izrazu pristejemo enacbo (9.33), ki smo jo pred tem pomnozili s faktorjem
pd<U>= pTdS — @pdV + BudN
tako, da dobimo naslednjo enakost:

dInQ) + fd<U> 4+ <U> dp — £dS = 0

9Pomagamo si z definicijami, ki smo jih uvedli pri izpeljavi povezav v mikrokanoniénem ansamblu:
T 0sS  oU 9S _ oU

P=7%v T asav ~ av
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Ko separirana diferenciala energije in temperature zapisemo kot skupni diferencial®

diferenciale postavimo pod isto streho, se enakost preoblikuje v izraz

dInQ+ <U>p — £dS) = 0

, hato pa vse

Le-tega pomnozimo s k ter ga namesto z k7 In ) zapiSimo s prosto energijo A:

A <U>
a(-5+ 577 -5) =0

Ker je diferencial enak ni¢, mora biti izraz v oklepajih konstanten. Ker je konstanta poljubna,
lahko izberemo, da je kar enaka nic:

A n <U>
T T
V tem primeru zapiSsemo Helmholtzovo enacbo, ki povezuje entropijo in prosto energijo v
kanoni¢nem ansamblu.

— S = konst. = 0

A=<U>-TS (9.76)

Iz enacbe (9.76) lahko razberemo, da maksimum entropije v ravnovesju prav res pomeni minimum
proste energije! Vendar s tem ne izérpamo vsega, kar nam ponuja sveze zapisan rezultat. Ce
namreé statistitno vsoto @) aproksimiramo z izrazom, v katerem namesto vsote zapiSemo kar
konéni rezultat s povpre¢no energijo

Q = > 9U)e Y = Q(<U>)e >
U

ter nato nastavek uporabimo v enacbi (9.76), pridemo do zanimive ugotovitve:
—kTIn (Q(<U>)e "<U>) <U> -TS
—ktlnQ(<U>)+ <U> = <U> =TS8
S =2 knQ(<U>)

1%

Za ozko porazdelitev po energijah, kjer v vsoti po energijah nastopa le dominantni ¢len, na-
rava termodinamckega ansambla ni pomembna, saj dobimo za kanoni¢no entropijo kot funkcijo
povporecne energije isto enacbo kot za mikrokanoni¢no entropijo kot funkcijo fiksne energije.

Oglejmo si Se diferencial proste energije A = A(T, N, V):

dA = (&4) dT" + <6A> dN + (8A) dVv
oT NV ON TV oV TN
Odvoda proste energije po volumnu in stevilu delcev Ze znamo zapisati v poenostavljeni obliki

(enacba 9.74). Tudi temperaturni odvod imamo 7e izrazen s povpreéno vrednostjo energije,
vendar pa bi ga radi povezali z entropijo. To storimo z enac¢bo (9.76):

0(BA) ——T%JFA N A—- <U> :%:—S

<U>= =5 = Tor T aT

Z uporabo nastavkov zapisemo diferencial proste energije v poenostavljeni obliki:
dA(T,V,N) = —SdT — pdV + pdN. (9.77)

Zgornja enactba nam preprosto znova pove, da so naravne spremenljivke proste energije ravno
temperatura T, volumen V in §tevilo delcev N, saj so to edini diferenciali, ki nastopajo v dA.

10Vsota diferencialov: d(8 <U>) = Bd <U> + <U> d3
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9.4.6 Idealni plin - kanoni¢no

Idealni plin naj sestavljajo delci (a, b, ¢, ...) v razliénih energijskih stanjih (¢), ki se gibljejo brez
medsebojnih interakcij. To pomeni, da je celotna energija sistema vsota energij posameznih

delcev
U=U,4+Up,+ ... . (9.78)

Kaj to pomeni v primeru statisti¢ne vsote?

Q = ZG_BU- _ Z exp [—ﬁ (Uai + Up; + )]
i b

= (Zexp[ﬂUm]) e [—AU] | = Qu Qo Qe =]

Vsak delec torej multoplikativno prispeva h konénemu rezultatu statisticne vsote! Statisti¢na
vsota celotnega sistema je produkt statisti¢nih vsot medsebojuno neodvisnih podsistemov.

Vzemimo primer, ko so delci z zgornjo lastnostjo identi¢ni''. Njihovo stevilo oznacimo z N.

Ker je po predpostavki Q, = Qp = Q. = ... = Qo, seveda takoj sledi
C QaQQe--  QF
A 079

Od tod hitro uvidimo, da je za sistem identi¢nih delcev statisti¢na vsota manjsa kot v primeru,
da imamo en sam sistem z evne vrste delcev. Sistem delcev, ki predstavlja idealni plin zaprimo
v skatlo, podobno kot smo naredili tudi v mikrokanoni¢nem ansamblu. Sedaj tudi Ze vemo, da
je lastna energija delca v Skatli enaka
h? 2 2 2
Enynym. = T (nz + ny + n3) ; h = h/2m. (9.80)

Sedaj lahko zapisemo statisti¢no vsoto (g malce drugace:

Bh?
Qo = Z exp {— 517 (n2 + ni +n?)|. (9.81)
Mg Mgy, Nz

V wvsoti po n; seveda sestevamo v mejah od —oo do 4+o00. Ker je med sosednjima stanjema
Angy» =MNgy (1 +1) —ng, . (0) = 1, lahko statisti¢no vsoto zapisemo kot

6 2
Qo = Z Ang Any An; exp [— T (n? + ni +n?)|. (9.82)
Sedaj uvedem Se nove spremenljivke
pR? h | B
¢ omL2 i LVaom ="

pa lahko zapisemo

L 3 2 2 2 2
Q = (h) (;n) ST Ak, Aky Ak, e (2R TR, (9.83)
Ko ky ks

1To pomeni, da delce lahko zamenjamo, slika pa bo Se vedno identi¢na, ¢e je le zasedenost po stanjih enaka.

(S]]
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Vidimo, da v limiti velih dimenzij Skatle L vrednost k£ poljubno majhna. Debelina intervala zato
limitira proti vrednosti 0, kar pomeni upravicenost integracije:

3 % 0o
= (3 () [ [

Zaradi poenostavitve se preselimo v sferi¢ne koordinate
k= k+k +k ;  dkdk,dk. = 4nk*dk

s katerimi integral dobi naslednjo, lahko resljivo obliko:

, L\® [2m) © 2 3
o= (5) (5) [ [ [ meerian = 55

S faktorjem A smo v zgornjem rezultatu oznacili termalno de Brogliejevo dolzino:

\T) = (%Z;Y

Kanonic¢na statisti¢na vsota Qg ima torej v termodinamski limit Nlongrightarrowoo, kjer upo-
rabimo Stirlingovo formula za gama funkcijo, obliko
@ v vy
QT,V,N) = <0 — = - (9.84)
| 3N NI : N
N! A3V NI )\JN,/Q,/TN(?)N

Sedaj, ko poznamo obliko vsote @, poglejmo, kaksna je oblika zapisa proste energije A. Po
definiciji imamo namreé

ANT)3N

AT, V,N) = —kgTlhQ(T,V,N) = NkgT In (9.85)
Morda ne bo odve¢, ¢e pokazemo, da v primeru kanoni¢nega ansambla izpeljemo isto enacbo
stanja idealnega plina kot pri velekanoni¢nem ansamblu:

DA Ve XN N
- (& = NkpT —— 22 = T . .
P (6T)TN BENMN vz T v (6.86)

Dobimo seveda zopet Boylov zakon. To je razumljivo, saj konéne oblike zakonov ne smejo
biti odvisne od nabora spremenljivk oziroma matemati¢nega fomalizma. Temperature sedaj ne
podaja encba stanja, tako kot pri mikrokanoni¢nem ansamblu, pa¢ pa le-ta podaja povpreéno
energijo sistema. In sicer s sklicem na Gibbs-Helmholtzovo enac¢bo (9.71)

0(A/T) 2 0(A/T) 2 0 AN
= = T°“——~ = —T°kgN — (In—— | . .
U= 50/D) |y ar BT\ Ve (9.87)
Edina od temperature odvisna funkcija v odvodu logaritma je pravzaprav A = A(T). Tore]j
imamo .
o\ 1 h? 2 A
or —  ori (27rmk‘3> T (9-88)

Ko torej odvajamo In A3 po temperaturi

Ve N A
= —T?Nkp —— —3\2 [—-=
v BN Ve < ) ’
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dobimo zapis energije idealnega plina:
U = %NkBT . (9.89)

Pridelali smo zopet isto ena¢bo kot pri mikrokanonniénem ansamblu, le z nekoliko druga¢no
interpretacijo. V kanoni¢nem ansamblu je namre¢ povprecna energija sistema sorazmerna fiksni
temperaturi. V mikrokanoni¢nem pa je bila temperatura (seveda z isto zvezo) sorazmerna fiksni
energiji.

Izracunajmo Se kemijski potencial za idealni plin v kanoni¢nem ansamblu. Uporabimo
enacbo iz kanoni¢nega nabora (9.74):

9A ANT)2N . N
. = kpTln 22" = kgTIaAN(T)® + kpTln — .
: (3N>TV phm \%4 sTIAT)" + bz nV7 (9.90)

kar lahko na koncu zapiSemo tudi kot

N
pw=po(T) + kpTln v (9.91)
V zgornji enacbi smo z po(T) oznacili standardni kemijski potencial. Zopet smo dobili isti izraz
kot pri mikrokanoni¢ni obravnavi. In kaksne so spremembe kemijskega potenciala pri izotermnih
procesih? Rezultat je na dlani:

M2 — (1 = kBTln(ng/nl) y n = N/V ;

oziroma
po — w1 = kpTIn(pa/p1) ; p = nkgT
Kemijski potencial se torej spremeni s spremembo deléne gostote n ali s spremembo tlaka p.
Na koncu si poglejmo Se enbtropijo, ki je funkcija stanja v mikrokanoni¢nem primeru, ne pa
tudi v kanoni¢nem primeru. Tu je funkcija stanja prosta energija. Le-to izrazimo iz Helmholtzove
enacbe (9.76), v katero vstavimo nastavka za prosto (9.85) in notranjo energijo (9.89):
<U>—-A 1[4 NN

NkgT — NkgT In — ; 3, (9.92)

5 = T e Ve

in je torej entropija idelanega plina

5
Ve2

T,V,N)= Nkpgl .
S( a‘/a ) kB nN)\(T)?’

(9.93)
Dobili smo zopet Sackur - Tetrodejevo enac¢bo, le v malo drugav cnih spremenljivkah. Entropija
je v primeru idealnega plina odvisna od stevila delcev IV, prostornine V', ki jo zavzema plin, ter
temperature T, pri kateri se nahaja. Seveda pri opazovanju sprememb entropije katero izmed
spremenljivk lahko pripnemo na fiksno vrednost. V primeru izotermnih sprememb (7" = konst.)

tako velja
SQ — Sl = NkBID(VQ/Vl) 5

oziroma

Sy — S1 = Nkpln(pi/p2)

upostevajo¢ enacbo stanja idealnega plina (9.86). Seveda je bila v tem primeru misljena spre-
memba prostornine z raztezanjem oziroma kréenjem pri konstantnem Stevilu delcev. Druga
moznost povecanja prostornine bi bilo dodajanje delcev v sistem.
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9.4.7 Negentropija

Se enkrat si oglejmo entropijo - tokrat eksaktno! Zacnimo z zapisom Helmholtzove enacbe
(9.76), iz katere izrazimo entropijo, ter nanjo apliciramo nastavka za izracun povpreéne'? ter
proste energije (9.68):

<U> —-A
§=—F— =1 1Z:UP )+ kln@Q ;5 PU;) =

Ker je vsota verjetnosti P(U;) po vseh stanjih ¢ enaka ena jo lahko dodamo ¢lenu logaritma
statisti¢ne vsote, kar pomaga pri poenostavitvi izraza

k (-&Z U;P(U;) — anZP(Ui)> -
—kz (=U; — nQ)] =
—kz lne Ui _ an)]

& Z {P(Ui) In e;m] -

V izrazu znotraj logaritma prepoznamo verjetnost P(U;). Torej smo spoznali, da lahko en-
tropijo izrazimo z verjetnostjo zasedbe stanj z dolo¢eno energijo. Novo ugotovitev imenujemo
Gibbs - Boltzmanova enacba za mikrokanoni¢ni ansambel:

S

:—kZP ) InP(U;) . (9.94)

Z malce druga¢nim zapisom enacbe uvedemo informacijo

I:—kls—ZP ) InP(U;)

ki je do konstante natanéna negativna entropija, in je osnova teorije informacij'?! Z vecanjem
entropije se torej informacija manjSa (izgublja). Zaradi te lastnosti recemo informaciji tudi
negentropija.

9.4.8 Fluktuacijsko disipacijski teorem

Zanima nas, kakSne so spremembe povpre¢ne energije sistema pri majhnih spremembah
temperature. V ta namen si najprej oglejmo spremembe pri majhnih spremembah inverzne

12Povpreéno energijo izratunamo z vsoto produkta energije dolocenega stanja ter verjetnosti nahajanja delca v
tem stanju (izpeljanka enacbe 9.58).
13V teoriji informacij nas velikokrat zanima bitni zapis informacije:

I[bit] = ZP ) log, P(U;)
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temperature, torej odvod povpreéne vrednosti energije po spremenljivki 5. Z uporabo prve
enacbe v sklopu (9.74) zapisemo:

e L 1o, 1 (8@)2 (9.95)

op 98 \Q 9op Qop> Q> \9B ‘ ‘
Izraz sestavljata prvi in drugi odvod statisti¢cne vsote po inverzni temperaturi. Oglejmo si ju
bolj natanéno:

Q = Z e PU:

8@ _BU; 1 8@ Z UieiﬁUi
= = N UV = = =T - U
ap Z Q 9p Q
*Q 2 _aU; 19°Q 2
o~ 2 - Qo U7
Dobljena nastavka uporabimo v enacbi (9.95):
8Eg> = —<U?>+<U>*= —<(U-<U>)?>

Ugotovimo, da je odvod povprecne energije po inverzni temperaturi enak negativni povprecni
vrednosti kvadrata odstopanj od povprecjal

Zapisimo Se temperaturni odvod povprecne energije in dobljeni enacbi pripnimo ime fluk-
tuacijsko disipacijski teorem:

o<U>
oT

<(U-<U>)?*>= kT? (9.96)
Odvod povprecne energije po temperaturi je torej mera debelosti porazdelitve energije okoli
ravnovesne lege, zaradi ¢esar si odvod zasluzi svoje ime. Zato vpeljimo novo koli¢ino Cy, ki ji
recimo toplotna kapaciteta'?:

o<U>
oT

Teorem (9.96) zapisemo z na novo uvedeno koli¢ino

Cy = (9.97)
V,N = konst. : < (U-<U>)?>= kT?Cy

d<U> = CydT
in ugotovimo, da velika vrednost Cy pomeni Siroko porazdelitev energije.

Ocenimo Se velikost odstopanja € od povprecja.

(U= <U>)%)  TVECy
- <U> o <U> (9:98)

Povpreéno energijo sistema lahko ocenimo kar s produktom stevila delcev IV in povprecne energije
delca pri dani temperaturi:

<U>~ NKT =  Cy ~ Nk (9.99)

14Tndeks V pomeni, da je v danem primeru toplotna kapaciteta podana pri konstantnem volumnu.
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Ko oba nastavka uporabimo v izrazu za velikost odstopanja ugotovimo, da je le-ta v privzetem
priblizku odvisna le od Stevila delcev:

1
e ~ N2

Vecje kot je torej stevilo delcev, manjsse je odstopanje od povprecne (ravnovesne) energije. To
je morda samoumeven, samoumeven, vendar zelo pomemben rezultat izpeljave!

9.5 Stefan - Boltzmanov zakon sevanja
Nasa skatla nam torej predstavlja nek sistem delcev, ki jih opiSemo kot harmonic¢ne oscilatorje

pri doloceni temperaturi T. Vemo, da za sistem, v katerem obstajajo stanja, v vsakem izmed
katerih se nahaja v sploSnem razli¢no sstevilo delcev (fotonov) n , lahko napissemo statisticno

vsoto v naslednji obliki:
o0
Qk — Z e_BU'i — Z e_BEn
i n=0

Ker v danem primeru energijo stanj delcev opisemo z energijskim spektrom harmonskega oscila-
torja, velja

%) o
Qk _ efﬁnhck _ (efﬁhck)n

Izraz precej spominja na geometrijsko vrsto, katere konéno vsoto znamo izra¢unati'®:
—Bhcky—1
Qi = (1—e heky

Sedaj, ko postamo statisticno vsoto pri danem smernem vektorju k, zapi§imo izraz za prosto
energijo:

Ax = —kpTInQx = A = ZAk = —kBTZ(—ln(l—e_mwk'))
k k

Prosta energija je s tem izrazom dobro dolo¢ena. Zanima nas le Se, kako sestevamo po vektorju
k.

Ker vemo, da komponente vektorja k v smeri koordinatnih osi opise izraz
ng 5 1= {SL‘, Y, Z} )

lahko vsoto po vektorjih k v izrazu za prosto energijo nadomestimo z vsoto po n;:

A = kT Y In(l—e )

N, Ny, Mz

Zdaj naredimo odlocilen korak. Zavedamo se, da termodinamska limita ustreza limiti V' — oo,
ter v vsoto zapi§imo se razlike med sosednjimi stevili n;. To smemo narediti, saj je razlika enaka
1:

An; = ni(j+1) —ni(j) = 1

15Vsota geometrijske vrste:

1
Zaz": ; ] <1
1—
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Nova vsota torej dobi obliko:

A = kgT Z AngAnyAn, In(1 — e~ Phek)

NNy, Nz

Ker so si sosednje vrednosti ¢lenov vsote blizu skupaj, smemo namesto vsote napisati integral:

A = k:BT/ln(l fefﬁhd“) dng dny dn,

L 3
kpT / In(1 — e Phek) (2> dk, dk, dk,
™

Upostevamo Se eksperimentalni podatek, da je vsako stanje mozno v dveh polarizacijah, ter
zapissemo koncno obliko izraza za prosto energijo A elektromagnetnega valovanja v prostoru:

dk3

A=2. kBTV/ln(pe*ﬁhC’“) 2n )
s

Kaj lahko izlus¢imo iz dobljenega rezultata?

Spomnimo se povezave med prosto energijo in povpre¢no energijo sistema (9.74) ter izra¢unajmo
slednjo:

0BA © hek e Phek k3
= —— = 2kpT =
<U> a3 B V/O 1— o ohek (27)?
2kpTV 4mhe /°° e~ Bhck 3 qp;
0

(27)3 1— e Phck 7

dk® = 4xk?dk

Sedaj uvedimo novo spremenljivko z = Shck in zapiSimo volumsko gostoto povpreéne energije:

2kpT 0 o7 g3
<U> kg th/ e Tx’dx (9.100)
0

v 272(Bhc)* 1—e"®
Dobljeni integral pri zgornji meji konvergira zaradi eksponentne, pri spodnji pa zaradi potencne
funkcije. Po integraciji zapiSemo Stefan - Boltzmanov zakon:

2]€4
o = B (9.101)

<U>
= oT* — 5
7 15h3¢3

% ;

Poleg izpeljanega zakona si oglejmo Se diferencial gostote povprecne energije, ki smo jo
zapisali z enac¢bo (9.100):

d(<U>> _ 2kpTV dnhe k3 e Phek dk

v (2m)® 1 — e Phek

Spremenljivko k izrazimo s frekvenco k = 27v/c ter zapisemo Planckov zakon sevanja ¢rnega

telesa ) ,
h
d<<U>) = w,dv ; w, = 8LV7 , (9.102)

%4 3 efhv 1

v katerem w, predstavlja gostoto energije, ki odpade na frekven¢ni interval.
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Da bi spoznali lastnosti porazdelitve (9.102), si oglejmo graf odvisnosti gostote energije w,,
od frekvence v. Pri majhnih frekvencah lahko eksponentno funkcijo e®" razvijemo v vrsto.
Aproksimacija, pri kateri upostevamo prvi red priblizka, je funkcija kvadratnega znacaja

. 8m2h V3 8m2kpT 9
lim w, = = ve o,
v—0 63 1 + ﬁhV -1 C3

pri velikih frekvencah pa vrednost pada kot eksponentna funkcija:

. 8772h V3 87T2h 2 —Bhv
lim w, = = vée
Vo0 3 eBhv 3

Spomnimo se, da je bilo vodilo, preko katerega smo izpeljali zakone v tem poglavju, ravnovesje
elektromagnetnega valovanja s temperaturnim rezervoauqem16

9.6 Debyejev model trdnega telesa

9.6.1 Valovanja kot harmonski oscilatorji

Vrnimo se nazaj k neskoné¢nemu, homogenemu elasticnemu telesu. Zapisimo sedaj celotno Hamil-
tonovo funkcijo za elasti¢no telo, ki jo bomo nazadnje prepisali v obliki, ki nam bo dala vedeti,
da se vsako valovanje v elasti¢cnem telesu z danim valovnim vektorjem obnaSa kot harmonski
oscilator - poimenovali ga bomo fonon.

Celotno Hamiltonovo funkcijo elasti¢nega telesa, ¢e le pozabimo na prispevek zunanjih sil,
lahko zapiSemo v obliki

1 1
H= fp/ w’dr 4 ~ (/\ + 2,u)/ (V-u)?d®r + f/z/ (V x u)?d’r. (9.103)
20 Jv 1% 20 Jv

S Fourierovo dekompozicijo vektorja deformcije lahko Hamiltonovo funkcijo zapisemo kot
1
pr|u )\—I—ZM Z\k u(k |2+§,u¥|kxu(k)|2. (9.104)

Sedaj upostevajmo Se vektorsko identiteto
k x u(k)|? + k- u(k)]* = k*|u(k)|?, (9.105)
in Helmholtzev teorem o dekompoziciji
lu(k)* = [uy (k) + [w (k) [, (9-106)

pa lahko zgornjo enacbo zapisemo kot

=3 (GoIu09F + 50200 ) + 3 (ol + gt ) 0107

16 Temperatura vesolja (rezervoear), je glede na meritev valovne dolzine sevanja ozadja 2,7K.
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Longitudinalna in transcerzalana nihanja elasti¢ne snovi v k prostoru torej v Hamiltonovi funkciji
nastopajo za vsak k kot harmonski oscilatorji. Te oscilatorje imenujemo tudi fononi. Ce sedaj
uposStevamo izpeljane hitrosti Sirjenja obeh vrst fononov, En. 7?7 potem lahko zapisemo

1 ) 1 .
H= o3 (i) +wRw()P) + 5o ([ +w? o u (1)), (9.108)
k k
kjer je
2 27.2 Koo
wi,=cik* = =k
1,2 t P
A+2
2=k = 2T (9.109)
p

Zgornje enacbe veljajo le v primeru neskonénega telesa, kjer nimamo nobenih robnih pogojev. V
konénem primeru pa je Hamiltonovaova funkcija odvisna e od robnih pogojev, ki dolocajo vrsto
lastnih funkcij.

9.6.2 Stevilo stanj elastiénega valovanja

Poglejmo si zato najprej celotno stevilo stanj telesa, v katerem imamo elasticno valovanje z
valovnim vektorjem k. Predstavljajmo si, da je nas elasticen medij kocka s stranico L, na robu
katere mora biti vrednost vektorja elasticnega odmika 0 (lahko bi vzeli tudi kaksen drug robni
pogoj, a koncen rezultat od te izbire ni odvisen). Zaradi robnih pogojev ima sedaj k lahko zgolj
diskretne vrednosti podane z

k=""n, (9.110)

kjer je n = (ny,n9,ng,...) in so n; cela stevila. Ker je potemtakem dk = %’T dn, lahko za element
volumna v trodimenzionalnem Fourierovem prostoru zapisemo

2 2 27 (27)3
Pk = fAnz—AnyfAnz cee=

7 d*n, (9.111)

kjer smo z V oznacili volumen kocke. Za diferencial celotnega Stevila valovnih stanj v telesu tako
lahko zapiSemo

v
(2m)?

Od tod lahko zaklju¢imo tole: ¢e imamo neko funkcijo valovnega vektorja, ki jo moramo sesteti
po vseh valovnih vektorjih, potem lahko zapisemo tole identiteto

S f) =Y flkn)), (9.113)
k n

d®n =

d3k. (9.112)

saj vendar velja En. 9.110. Po drugi strani lahko to, v primeru dovolj velikega volumna, kjer si
vrednosti k sledijo dovolj na gosto, vrtimo naprej, namrec¢

= n)) = 3n n:L 3
> 709 = 3 £etm) [ dnscn) = oz [ akrao), (9114)

To zvezo bomo s pridom uporabili nekoliko kasneje.
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9.6. DEBYEJEV MODEDJIRDNE®A FEAESTICNA MEHANIKA IN TERMODINAMIKA

Sedaj si poglejmo celotno stevilo stanj, oziroma celotno stevilo n, ki so na voljo elasti¢cnemu
telesu. Upostevamo, da imamo za vsak k lahko eno longitudinalno valovanje s hitrostjo Sirjenja
¢, = 4% in dve transverzalni valovanji s hitrostjo Sirjenja ¢; = % Tako dobimo za celotno

Stevilo vseh vibracijskih stanj

\%4 247k Ank? 4 2 1
= [dn=2[d /d3: ! L) = S+ 5 )
N / n / n; + n, 2n)? T T3 3(277)3V C?+C§ w
(9.115)

Tu smo upostevli seveda, da so longitudinalni in transverzalni fononi linearno neodvisni. Dvojka
v prvem ¢lenu zgornjega oklepaja je posledica dejstva, da imajo transverzalna valovanja lahko v
splosnem dve medsebojno neodvisni smeri polarizacije, obe pravokotni na smer Sirjenja valovanja.
Longitudinalna valovanja polarizacije nimajo.

Ce je elasticno telo sestavljeno iz N preprostih atomov (nimamo torej recimo rotacijskih
prostostnih stopenj), potem ima 3N prostostnih stopenj. Debye predlaga, da mora veljati

47 2 1 3
= — _— —_— = . .]_]_
N 3(277)31/ <C? + C?> Wiaw = 3N (9.116)

Obstajati mora torej neka najvecja frekvenca, wp,qz, ki je dolo¢ena z gostoto snoviu elasticnega
telesa. Obstoj te frekvence je povezan z omejitvami zvezne elasticnosti, saj ni smiselno imeti
valovne dolzine elasti¢nega valovanja manjse od razdalj med atomi (kaj naj bi valovalo v praznem
prostoru?). Zgornjo enacbo bomo privzeli pri spodnji izpeljavi povpreéne termicne energije
elasti¢nih valovanj.

9.6.3 Kvantizacija elasti¢nih valovanj

Vemo ze, da lahko elasti¢na harmonska valovanja popisemo z Lagrangeovo funkcijo, ki ima obliko
vsote po harmonskih oscilatorjih En. 9.108. Prostostne stopnje, ki ustrezajo tem harmonskim
oscilatorjem - fononom -sedaj lahko kvantiziramo. Tako ima longitudinalen fonon lastno energijo

Wi(n) = hws (n+ %) (9.117)
transverzalen pa fonon lastno energijo
Wi(n) = hwi 2 (n+1). (9.118)
Ne pozabimo,da sta transverzalana fonona dva. Kvantno statisticno vsoto sedaj dobimo kot

) 1 00 1 2
200 = Zil) x Z(l) = 3 e W 2) (Z e er2 ) (nt 2)> . (9119)

n=0 n=0

Tu mo zopet upostevali, da imamo en longitudinalen in dva tranzverzalna fonona. V anadalje-

vanju bomo tudi zipustili ¢len z % Le-ta ustreza nicelni energiji v kvantni mehaniki in daje v

prosti energiji ¢len, ki ni idvisen od temperature. Po tem, ko uposStevamo Se sumacijsko formulo
C1l—e’

> 1
E e = ——— (9.120)
n=0

na koncu dobimo za prosto energijo

F(k) = —kT log Z(k) = 2kT log (1 - e—ﬂhm“‘)) KT log (1 - e—ﬁfwﬂk)). (9.121)
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kjer je seveda kot ze vemo
w2 = clk? wl o, = C2k2. (9.122)

Celotno prosto energijo sedaj dobimo tako, da sestejemo En. 9.121 po vseh valovnih vektorjih,
torej

F =Y F(k)=2kT Y log (1 —e k) 4 kT Y "log (1 — e~ herk). (9.123)
k

Sedaj se spomnimo Se pomena simbola ), pa lahko zapisemo

F= Zf kTV/ &k (2log (1 — e~ 7"%) 4 log (1 — e=Phrk)) . (9.124)

Uvedimo sedaj v prvem integralu novo spremenljivko w kot w = ¢k in v drugem kot w = ¢k,
ap na koncu lahko izpeljemo

KTV [me 2 1 —hw
F="s /0 w?dw (c? + C?) log (1 — e~ 7). (9.125)

Tu smo upostevali Se Debyejevo navodilo in frekvenéno integracijo omejili z zgornjo mejo, ki je
podana s celotnim Stevilom prostorskih stopenj oz. delcev v telesu, En. 9.116. Ker vemo, da je
zveza med prosto energijo in povprecno ali notranjo energijo v termodinamiki ravno

9(BF)
U=——= 9.126
o (9.126)
dobimo v nasem primeru ravno
KTV h [“me= (2 1 widw
U= -+= )= 9.127
o2 /0 (cfc%) P 1 (8121)

To enac¢bo bomo sedaj vzeli za osnovo nadaljnjega ra¢una, kjer bomo upostvali Debyejev nasvet,
da mora biti frekvencni spekter na zgornji meji omejen.

9.6.4 Debyejeva enacba

Zgornja spoznanja bomo uporabili pri izracunu termiénih lastnosti trdne elasti¢ne snovi. No-
tranja energija elasti¢nega telesa v termi¢nem ravnovesjuz rezervoarjem pri dani temperaturi je
torej

e

KTV R [“mer (2 1Y\ widw T\* [T y3dy
U=-"-_—"- = e — 9N (hwimas) | = . 9.128
212 /0 (c%+cl> efhw _ 1 ( )(6) /0 eV —1 ( )

Tu smo definirali e Debyejevo temperaturo kot © = ﬁ‘”% in upostevali definicijo wpqz. Za
trdne materiale kot je diamant je Debyejeva temperatura ~ 100K, za mehke materiale pa je
lahko le nekaj stopinj. Zgornjo enacbo je prvi izpeljal Peter Debye 17

17P. Debye, Ann. Physik 39 (1912) 789. Peter Debij (Debye) je bil nizozemski fizik, ki je izracunal lastna
nihanja elasti¢ne krogle s prosto povrsino in na osnovi teh resitev in takratne kvantne mehanike postavil model
trdnega telesa.
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Pri zadosti visokih temperaturah je zgornja meja integracije ©/T < 1 in integrand lahko
razvijemo. Dobimo

U(T — o0) ~ 9N (hwmaz) <g>4 /OT y* (1 — g + )y = 3N (hwmaz) (g) =3RT, (9.129)

kjer je R univerzalna plinska konstanta. To pa ni ni¢ drugega kot Dulong-Petitov zakon, ki pravi,
da ima specificna toplota preproste trdne snovi univerzalno vrednost

U

= 5 = 3R (9.130)

cr

Za nizke temperature © /T >> 1, kar je fizikalno zanimivejsi primer, pa dobimo

3rt RT*

kjer smo upostevali, da je fooo eyy—ildy = %. V tem primeru pa specifiéno toploto izpeljemo kot
v 127t (TY\®

=—= R(=]) . 9.132

TTAr T s (@) (6.132)

Enacba En. 9.131 je popolnoma analogna Stefan - Boltzmannovemu zakonu sevanja Crnega
telesa, saj za EM valovanje velja eksaktno, da ima neskonéno prostostnih stopenj in je zato zanj
Wmaz = 00. Vse na kar moramo paziti pri prehodu iz Debyejeve enacbe do Stefan-Boltzmannove
enacbe je, da EM valovanje nima longitudinalnie komponente in imamo zato eno samo hitrost
Sirjenja valovanja z dvema polarizacijama.

9.7 Velekanoni¢ni ansambel

Po krajSsem premoru se zopet vrnimo na obravnavo ansamblov. Tokrat si oglejmo primer, ko sta
temperatura in kemijski potencial'® konstantna. Imenujmo ga velekanoni¢ni ansambel. Tipicen
primer je stiskanje dveh sten, med katerima se nahajajo delci. Za mikrokanoni¢ni ansambel velja,
da je stevilo delcev konstantno, nasprotno pa delci v smislu obravnave velekakoni¢nega ansambla
sistem lahko zapustijo (slika 9.8). Kot v obravnavi kanoni¢nega ansambla si bomo tudi tokrat

Slika 9.8: Odvisnost tlaka od volumna sistema v sliki velekanoni¢nega in mikrokanoni¢nega
ansambla.

ogledali sistema A in rezervoar R. Tudi sicer bo postopek zelo podoben tistemu, ki smo ga
uporabili v poglavju 9.4. Ko torej z U; oznac¢imo energijo sistema ter z IV; stevilo delcev v njem,
zapiSemo pogoja, ki naj veljata v tekoc¢i obravnavi:

Usr = Us + Ugr = konst. ; Ur > Uy
Nsr = N4y + Nr = konst. ; Nr > Ny

18Kemijski potencial je odvisen od gostote snovi. Veéja kot je gostota, ve¢ energije potrebujem, da dodam
sistemu Se en delec. Torej je zaradi tega vecji tudi kemijski potencial.
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Verjetnost za neko stanje je tako podana z enacbo

OA(Ua,Na) - Qu(Uar —Ua, Nan — N
P(UA,Na) = Aa(Ua,Na) R(Ujg A, Nar A) ,

v kateri je Qap definiran z izrazom

QAR = Z QA(UA,NA) . QR(UARiUA7NAR7NA)
Ua,Na

Stevec in imenovalec ulomka v enac¢bi za izrac¢un verjetnosti delimo z Qg (Uar, Nar), ki ga lahko
zaradi neodvisnosti od energije in Stevila delcev v sistemu A postavimo v vsoto izraza Q4g.
Imenovalec ulomka bomo imenovali statisticna vsota velekanoniénega ansambla =:

 Qa(Uar—Ua,Nar—Na)
Pa Ny = AN e N

—
—

b

= _ 94r(WUar, Nar) _ T Q4(Ua,Na) - Qr(Uar —Ua, Nar — Na)

9.133
Qr(Uar, Nar) Qr(Uar; Nar) ( )

Ua,Na

Ker zaenkrat statisti¢na vsota = povpreé¢nemu bralcu ne pove prav veliko, jo povezimo s stati-
sticno vsoto kanoni¢nega ansambla Q.

9.7.1 Statisti¢na vsota =

Statisti¢no vsoto = z aplikacijo Boltzmanove formule (9.6) zapiSemo z entropijo S sistemov:

E = exp [é (Sar(Uar,Nar) — Sr(Uar, Nar))
Ker je nasa naloga povezati obe statisti¢ni vsoti, si oglejmo njun sorodni del:

Qr(Uar —Ua,Nar — Na)
Qr(Uar,; Nar)

= exp |5 (Sn(Uar, Nar) = Sr(Uar = Ua, Nag = Na))

Razliko entropij, ki je odvisna od spremenljivk U4 in N4 razvijmo v vrsto:

Sr(Uar,Nar) — SrR(Uar —Ua,Nagp — Ny) =

. 3SR 4 853 . 182SR U2
UAl, " ONa|,” "t 2aUZ |, A
625R 82SR
_ 1z 7 L N § P\ 9.134
29N% |, 4 T BUa0Na|, AT (5.134)

Uporabimo izraza iz mikrokanini¢nega ansambla (9.34), ki ju priredimo skladno z obravnavanimi
koli¢inami

8SR - i 8SR o _,U,iR
oUa  Trp ONs  Tgr '’
in zapisimo Se druge odvode:
825R . _L&TR 8253 _ _aMRL @8TR
ou: TRoUu, ON%2 ~ ONsTr TEONa '’
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0%Sgr 1 TR

OUAONy —  T20Na

Z zapisanimi izrazi nadomestimo odvode v enacbi (9.134)

Sr(Uar,Nar) — SrR(Uar —Ua,Nagp — Na) =

Ua _prpy o L OTrpyn o Opr Lo fir Opr o
Te Trp * " 2T20U, A 2\ ONsTp  TZON,) *
1 0Tg
BN U + ...
+T}2%6NA AU + ;

ki jo takoj zapisemo v obliki, ki jo bomo zlahka poenostavili:

Sr(Uar,Nar) — SrR(Uar —Ua, Nar — Na) =
_ _kry 1_]\7,43MR Na Opr Uy 9Tg
4 2ug ON4 = 2TRON4  2TR ON4
Ua 0T Ny 0T,
2T OU 4 2Tr ONy4
Cleni znotraj oklepajev se razen prvega, ki je enak 1, med seboj odstejejo!?. Tako od prvotnega
izraza?% ostane le

U N
Sr(Uar,Nar) — Sr(Uar —Ua,Nagp — Ny) = TA - m; 4
R R

Torej lahko zapisemo:

P(Uy,Na) =

—

Q24(Ua, Na) exp [_ Ua — NRNA:|
E kpTr

V izrazu zapisa statisticne vsote velekanoni¢nega ansambla opazimo del, ki ustreza statistic¢ni
vsoti kanoni¢nega ansambla:

= Uyg — prN.
= = Z QA(UA,NA) exXp l:—AkMTRA]
UsNa B1lR
N
= Z ZQA(UA,NA) exp _Ya exp Br2A
kpTr kgTr
Na \Ua
Q(Na)
N,
= 3 Q(Na) exp | FEA (9.135)
- kpTr

Enacba (9.135) povezuje statisti¢ni vsoti velekanonitnega = = Z(Tg, ur, Va) ter kanoni¢nega
Q = Q(Tr, Na,Va4) ansambla. Dobljeno enacbo véasih zapisemo tudi z absolutno aktivnostjo
z, ki igra vlogo kemijskega potenciala:

—_ R
=2 = ZQ(NA) 24 ; z = exp a (9.136)
kpTr
Na
19Clene moramo zapisati kot odvode logaritmov, nakar je odstevanje trivialno. Primer:
adb  Olnb
bda ~ dlna

20Ne smemo pozabiti, da je sistem R veliko ve&ji od sistema A.
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9.7.2 Termodinamski potencial

Ko smo se ukvarjali z mikrokanoni¢nim in kanoni¢nim ansamblom, smo naravni logaritem
zasedbenega Stevila () in statisti¢ne vsote ) povezali z entropijo S oziroma s prosto energijo A.
Zapisimo velekanoni¢no statisti¢no vsoto z entropijo:

2 = exp [é (Sar(Uar, Nar) — SR(UAR,NAR))] i S = kphQ
Torej velja naslednja zveza med vsoto = in spremembo entropije:
kpAlnZ = ASyr > 0

Ocitno je izraz kpIn = nekaj pomembnega pri ugotavljanju ravnovesja stanj. Zato z njim, ana-
logno kot smo pri obravnavi kanoni¢nega ansambla definirali prosto energijo, definiramo novo
koli¢ino z imenom termodinamski potencial:

G = G(T,1,V) = —kgTInE (9.137)

V razdelku 9.4.5 smo izpeljali povezavo med prosto energijo A kanoni¢nega ansambla ter
entropijo S mikrokanoni¢nega ansambla, in jo zapisali z enac¢bo (9.76). Podobno izpeljavo bomo
naredili tudi sedaj, ko nas bo zanimala povezava termodinamskega potenciala z omenjenima
koli¢inama drugih dveh ansamblov. Namesto temperature kot odvisne spremenljivke bomo pisali
odvisnost termodinamskega potenciala G od spremenljivke 3 = (kgT) ™!, torej G(T, i, V) = G(8, 1, V).
Spomnimo se oblike statisti¢ne vsote

E =) QU N)e AU
U,N

in si oglejmo majhne spremembe njenega logaritma:

Oln= Oln= Oln=
dln=E = d d d
n ag Wt G
Vrednosti odvodov seveda izra¢unamo?!:

OME 2 E L 2t S (U4 uN) e FUINQWN) = — <U> 4p<N>
G A
Oln= 5-165 = E‘lzﬁNe‘ﬁ(U‘”N)Q(U,N) =B<N>
O O U.N
81nE —_1 85 —_1 8U —B(U—uN) aU
o o UZN Bope (UN) = =B(57) = P

ter jih vstavimo v diferencial logaritma vsote =:

dlnE = (—<U> +u<N>)dB + 8<N> du + BpdV

21V spomin prikli¢imo definicije povredij:

<U>= Y UP{U,N) <N>= Y NP(U,N)
UN U,N
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Obema stranema tako dobljene enacbe pristejem izraz
d(B<U> —fu<N>=df<U> 4+pd<U> —df<N>pu—fdu<N> —fud <N>) |,

in sicer levo stran pristejem levi strani enacbe ter desno stran izraza desni strani enacbe. Leva
stran se s tem izdatno poenostavi, saj se prenekateri del odsteje:
dnE + <U> —fBu<N>) = pd<U> —ppd <N> +ppdV
Bd<U> —pd<N> +pdV) . (9.138)

adiabatno delo

Vsoto zadnjih dveh ¢lenov v izrazu smo poimenovali adiabatno delo (posledica premikanja nivojev
gor in dol po energijski lestvici), saj se ujemata s ¢lenoma v 1. zakonu termodinamike (stran 275),
ki govori o kvazistaticnem delu:

d<U>= TdS +dW = TdS —pdV + pd <N>

kvazistati¢no delo

Ko matemati¢no obliko 1. zakona termodinamike vstavimo v enac¢bo (9.138), se izraz moé¢no
poenostavi:

1
dnE + <U> —fu<N>) = k—dS
B

Vse diferenciale zdruzimo na levi strani izraza
1
dInZ + <U> —fBu <N> fk—dS) =0
B

in ugotovimo, da je zaradi nic¢elne vrednosti diferenciala izraz v oklepajih konstanten. Izbira
konstante je prepuscena nasi milosti. Ker si hotemo olajsati delo, izberemo nicelno vrednost
konstante. Dobljeno enacbo Se pomnozimo s faktorjem kg7 in zapiSemo :

kpTInE2+ <U> —p<N> -TdS =0 . (9.139)

Razliko ¢lenov povprecne energije ter T'S v skladu s Helmholtzovo enacbo (9.76) nadomestimo
s prosto energijo A. Hkrati upostevamo $e zapis termodinamskega potenciala (9.137) z logarit-
mom statisti¢ne vsote =Z. Tako dobimo povezavo med termodinamskim potencialom G in prosto
energijo A:

G =A-pu<N> . (9.140)

9.7.3 Lastnosti termodinamskega potenciala

Namesto enega podsistema si oglejmo dva (A in B), ki sta v toplotnem ravnovesju z rezervoarjem.
Zaradi tega je faktor 3 za oba sistema enak.

Kanonic¢na slika

Statisticna vsota Q = Qap je v tem primeru oblike

Qap = Y Quap(Uap)e P22

Uas
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Uasp = Ua + Up , Qap = Q4 -Qp

Nastavka vsote energij in produkta stevila stanj vstavimo v enacbo, v kateri nato separiramo del
povezan s podsistemom A od dela, povezanega s podsistemom B:

Qap = Y Qa-Qpe fUaTUR) = (ZQAe_ﬁUA> : (ZQBG_BUB> =Qa Us.
UA UB

Ua,Up
(9.141)

Ko dobljen nastavek uporabimo v definiciji Helmholtzove proste energije (enacba 9.68) ugoto-
vimo, da je prosta energija obeh podsistema AB kar enaka vsoti prostih energij posameznih
podsistemov:

AAB = —/{EBTII’IQAB = —kBTln(QAQB) = —k’BTanA — kBTanB = AA —|— AB-
(9.142)

Prosta energija je dveh neodivnih podsistemov je torej aditivna. To ugotovitev bi lahko posplosili
na poljubno §tevilo podsistemov.

Velekanoni¢éna slika

Podobno naredimo Se v velekanoni¢ni sliki, kjer namesto energije gledamo stevilo delcev. Velja
aditivnost:

Nyp = Na + Np

Zapisimo statisti¢no vsoto =:

Eap = Z Qape PHNatNE) — (Z Qa eﬁ#NA> . <ZQB eBuNB> =y

Na,Np Un Np

(1)
@

(9.143)
V tem primeru torej velja aditivnost termodinamskega potenciala:
Gap = —kTln=Zap = G4 + Gp

To pa ima dolgosezne posledice. Ker je edina intenzivna spremenljivka velikosti volumen, mora
biti G linearna funkcija volumna! Torej se mora zapisati kot

- 0IlnZ=
G = —kgThhz = —pV ; v = Op (9.144)

oziroma

G = —pV. (9.145)

Termodinamski potencial se mora izarazati kot linearna funkcija volumna, kar pomeni, da mora
biti enak produktu tlaka in volumna.
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9.7.4 Gibbsova formula in enacba stanja

Oglejmo si entropijo. Le-to izrazimo iz enacbe (9.139):

<U> p<N>

= In=
S k‘B n + T T
1
— ~BWU-uN) | — —BWU-uN) _ H ~B(U—uN)
= kgln» Q(U,N)e mN) 4 TZUQ(U,N)e ' TZNQ(U,N)e '
U,N U,N U,N
Sedaj upostevamo formuli, v katerih nastopa verjetnost P:
Q(U, N) e PU—pN)
pw,N) = X )e: . Y _PWUN) =1
- U,N

Prvi ¢len na desni strani entropijske ena¢be pomnozim z vsoto verjetnosti. Ker je le-ta enaka 1,
to vedno smem storiti. Iz drugih dveh ¢lenov izpostavim verjetnost P:

S = kglmEY P(U,N) + %Z(U—NN)P(U, N)

UN U,N
= kglmEY PU,N) - kg Y _ e /UM pU, N)
U,N U,N
—B(U~uN)
= k> P(U,N)n®
U,N -

V ulomku znotraj logaritma prepoznamo verjetnost P(U, N). Tako zapisemo Gibbsovo for-
mulo za velekanoni¢ni ansambel, podobno, kot smo jo zapisali pri obravnavi kanoni¢nega an-
sambla (enacba 9.94):

S = —kg Y _P(U,N)lnP(U,N)
UN

Pojdimo $e korak dlje. Povezimo enacbe (9.140), (9.145) ter (9.76) v zanimivo zvezo
G =A—-pu<N>= —pV
<U> =TS —pu<N>+pV =0 ,
s katero smo sposobni z meritvijo nekaterih mikroskopskih in makroskopskih koli¢in druge izrac¢unati!

Oglejmo si Se diferencial zapisane zveze.
—pdV —Vdp = d<U> —-5dT — TdS — pd<N> — <N> du
Spomnimo se 1. zakona termodinamike (stran 275)
d<U>= TdS — pdV + pd <N>

in ga pristejmo zvezi diferencialov. Ko se nekaj ¢lenov odsteje med seboj, dobimo enostavno
povezavo, ki jo imenujemo Gibbs-Duhemova enacba:

Vdp — SdT— <N>dp = 0 (9.146)

Spremenljivke p, T in p v enacbi niso medsebojno neodvisne! Zato lahko pisemo tlak kot funkcijo
ostalih dveh spremenljivk. Izraz imenujemo enacba stanja:

p = p(Tv /j‘)

Enacba stanja v zgornjih spremenljivkah in pa Gibbs - Duhemova enacba izrazata isto stvar.
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9.7.5 Idealni plin - velekanoni¢no

Povrnimo se sedaj k idelanemu plinu in ga obravnavajmo Se po velekanoni¢no. Pokazalo se bo,
da je tto dale¢ najbolj elegantna obravnava. Najprej se spomnimo enac¢be En. 9.136

=(N,V,T) = zN:Q(N,V,T) N 2 = eap Lj:” (9.147)

Tu je Q(N, V,T) kar kanoni¢na statisti¢na vsota, ki smo jo v primeru idealnega plina izpeljali v

obliki .
QIN,V,T)=Qy(V,T)  inpa  Qo(V,T)= 5. (9.148)

Tu je M\(T') seveda de Brogliejeva termalna valovna dolzina. S temi ugotovitvami lahko kaj hitro
velekanoni¢no statisticno vsoto prepisemo v tejle obliki

o0 o0
—_ (ZQO)N z
2= ) Qn = Y o = e (9.149)
N=0 N=0
oziroma kot
nZ = 2Qy = ’*Qo. (9.150)

Odvod logaritma statisticne vsote po kemijskem potencialu povezemo s povpreénim Stevilom
delcev v sistemu
Jdln=

vl BePrQy = BInE (9.151)

B<N> =

oziroma od tod

<N>
Qo
Dobili smo torej enacbo za kemijski potrencial idealnega plina v velekanoni¢nem ansamblu. Glede

na definicijo termodinamskega potencaila v velekanoni¢nem ansamblu En. 9.145, lahko izpeljemo
se

<N>= InE = &Q, = p=kgTh (9.152)

G = —pV = —kgThE = pV = kpT<N>. (9.153)
Kar nam seveda daje nazaj enacbo stanja idealnega plina oziroma Boylov zakon v obliki

<N>
V b

p = kT (9.154)

Resnicno lahko verjamemo, da so vsi ansambli statisticne mehanike med seboj ekvivalentni in
nam zgolj na razlicne na¢ine podajajo izto informacijo.

9.7.6 Flukuacijsko disipacijski teorem

Podobno kot pri kanoni¢nem ansamblu lahko tudi v velekanoni¢nem ugotovimo, da ne samo
energija, pac pa tusi stevilo delcev fluktuirata. Poglejmo si kako.

Za¢nimo z ze znano enacbo

E(p,V,T) =Y _Q(N,V,T)z". (9.155)
N
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Sedaj se spomnimo, da je 3 = (KT)~! in odvajajmo

CALENIPS e (U) (9.156)
B X NQWN,V,T)ZN ' .

Tu smo upostevli ena¢bo zanano iz kanoni¢ne obravnave, in sicer

9Q(N,V,B)
op

Ce sedaj odvajamo Se enkrat in zopet upostemo ze znane enacbe iz kanoni¢énega ansambla, potem
hitro lahko izpeljemo, da je tudi ve velekanoniénem ansamblu

=—(U). (9.157)

o{U) o{U)
U—(U)) == =k L 9.158
(W= F T (9.158)
Zaenkrat ni¢cnovega. Energija pa¢ fluktuira okrog svojega povprecja, saj imamo fiksno tempera-
turo, ne pa tudi celotne energije. Sedaj si poglejmo Se drugi dve spremenljiki: kemijski potencial
in stevilo delcev.

Zacnimo s povpore¢nimm Stevilom delcev v sistemu. Le-to namre¢ ni fiksno, saj imamo
dolocen zgolj kemijski potencial. Torej po definiciji
_ 2N NQWN,V.T)N
XN QIN VTN

Odvajajmo zgornjo enacno pokemijskem potemcialu, upoStevajmo, da je absolutna aktivnost
definirana kot z = exp Bu, tako da je

(N) (9.159)

0z
5 = ﬁzv
o
pa dobimo
D(N) _ Ty NQUN VD)= 5oy NQIN VTN Sy NQIN VTN e
o 2N QN VTN (N QN V,T)zN)? ‘ ‘
Sedaj lahko definiramo
<N2> _ 2N N?Q(N,V,T)N
2N QW V. T)2N
pa dobimo konéno fluktuacijsko disipacijski teorem v obliki
9(N)
2\ _ /an2)
((N ) — (N) ) KT (9.161)

Vidmio, da so fluktuacije Stevila delcev v sistemu od povpre¢ja podane z odzivno funkcijo %ﬁ).

Le-ta nam pove, kako se spremeni povprecno stvilo delcev, ¢e spremenimo njihov kemijski po-
tencial.

Ocenimo Se velikost odstopanja stevila delcev od povprecja, €. Velja

N2y — (N)? k7 &M
¢ = < <ZV>< _ <N8>“. (9.162)
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Zvezo med povprecnim Stevilom delcev in kemijskim potencialom ocenimo z izrazi za idealni plin,
kjer imamo
O(N N

w=po(T)=kT In(N), oziroma (;,u> = % (9.163)

Tako dobimo za odstopanje izaraz
e~ (N)V2 (9.164)

Vecje kot je stevilo delcev, bolj je njihovo povprecje ostro definirano. To je seveda smiselno in
hkrati zelo pomembno.

9.8 Povezave med ansambli

Zapisimo entropijo S (oziroma energijo U), prosto energijo A, termodinamski potencial G
ter povezave med njimi:

U = U(S,N,V)
A= ATNYV) = U-TS
G = G(T,n,V) = A—puN

Ostro oko takoj opazi podobnosti v postopku pri prehodih med ansambli. Pri prehodu iz mikro-
kanoni¢nega v kanoni¢ni ansambel se je v naboru spremenljivk zgodila zamenjava S — T'. Prosto
energijo (KA) smo nadalje dobili tako, da smo od energije (MKA) odsteli produkt spremenljivk,
ki sta se zamenjali (T'S). Prav tako smo pri prehodu iz kanoni¢nega v velekanoni¢ni ansambel
(zamenjata se spremenljivki N in p) termodinamski potencial (VKA) zapisali kot razliko med
prosto energijo (KA) in produktom zamenjanih spremenljivk (uN).

Vse lepo in prav, a vendar nas utegne zanimati, ali ima zveza med ansambli kaksno bolj
formalno podlago?

9.8.1 Legendrove transformacije

Formalna podlaga seveda obstaja, in sicer v obliki Legendrovih transformacij, ki si jih bomo
ogledali v nadaljevanju. Recimo, da nas zanima funkcija

[z, 2, an) = flz) i ={1,2,...,N}

Velja, da je za spoznavanje lastnosti funkcije Studij njenega grafa ekvivalenten Studiju njenih od-
vodov, saj odvod nosi enako informacijo, kot funkcija sama! Zato najprej izra¢unamo diferencial

df = zi:uidmi ; u; = gi ;

v katerem x; nastopajo kot neodvisne spremenljivke. Nato skonstruiramo novo funkcijo

N
g:f—zuz‘ffi

1=r+1
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in se vprasSajmo, katere so njene neodvisne spremenljivke. V ta namen si oglejmo diferencial na
novo spisane funkcije:

N N N
dg = g u; da; — g u; da; — g x; du;
i=1 i=r+1 i=r+1
T N
= E u; dz; — E z; du;
i=1 1=r+1
Neodvisne spremenljivke funkcije so sedaj kot na dlani:
f = f(xl,xg,...,xr,:cT+1,...,xN) s
g = g<xlal‘2a"'axT7uT+17-~-auN)

Ceprav se neodvisne spremenljivke funkcij razlicne, je informacija, ki jo poda njihova oblika,
v obeh primerih identi¢na. Nova funkcija g torej ni odvisna le od z, temve¢ tudi od odvodov
funkcije f. Imenujemo jo Legendrova funkcija:

N
9 =171—- Y waw . (9.165)

1=r+1

Preostane nam le Se, da se na konkretnem primeru prepricamo, kako nam Legendrove funkcije
pomagajo razumeti prehode med ansambli.

9.8.2 Konstrukt ansamblov

Najprej si oglejmo prehod med mikrokanoni¢nim in kanoni¢nim ansamblom. V prvem za neod-
visne spremenljivke vzamemo nabor U = U(S,V, N). Nasa naloga je, da v naboru zamenjamo
entropijo s temperaturo. Izmed zvez mikrokanoni¢nega ansambla, ki povezujejo mikroskopsko z
makroskopskim (enacbe 9.34) si oklejmo tisto, ki povezuje temperaturo in odvod energije:

T  \oU NV -\ oS NV

Sedaj po receptu (9.165) skonstruiram novo funkcijo, ki jo oznac¢im z A in jo imenujem prosta
energija:
g—A 5 f-U

f: 1=V, 29=N, z3=15 ; g: 1=V, 29=N, uz=1T
ou
A = U- =S
oS
= U-1TS

Funkcija ¢esa je torej A7

ou ou ou
dA = gdS—&-WdV—i—a—NdN—SdT—TdS
ou ou
= —SdT—&-WdV—i-adeN

A = A(T,V,N)
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Kanonicéni ansambel je torej Legendrova transformacija mikrokanonicnega ansambla glede na
entropijo - temperaturo.

Zamenjajmo Se spremenljivko N, ki oznacuje Stevilo delcev v sistemu, s kemijskim potenci-
alom p. Kot vemo, nas bo ta zamenjava s kanoni¢ni¢nega pripeljala v velekanoni¢ni ansambel:

f:

g—G ; f—A

=T, xo =V, x3=N ; g: x1=T, o=V, us=p
0A 0A
= A- —N ; — =
¢ ON oaN —H
= A — uN
= U-TS — uN

Poleg neodvisnih spremenljivk termodinamskega potenciala G' pois¢imo $e mikro-makroskopske
zveze za velekanoni¢ni ansambel:

dG

G

oU oU oU
5505 + 5V + S5 dN — §dT — TdS — udN — Ndu

—5dT + g—gdv — Ndp (9.166)
oG oG oG

a7 4T + gy AV + 5o d (9.167)
G(T,V,N)

Izenacimo ¢lene pred diferenciali v izrazih (9.166) in (9.167) in zapisimo povezave velekanonicnega
ansambla skupaj z mikrokanoni¢nim in kanoni¢nim ansamblom:

Mikrokanoniéni Kanonicni Velekanonic¢éni
ansambel ansambel ansambel
U = U(S.V,N) A = A(T,V,N) G = G(T,V,p)
S = kglnQ(U,N,V) A = kgTlnQ(T,N,V) G = kgTlnE(U,pu,V)

oU 0A oG

i T o 7
oS oT s oT 5
ou _ oA oG _
v P v — P av — P
o o4 _ oGy
N a aN ~ M o

Seveda gremo lahko Se korak naprej. Doslej smo zamenjali entropijo s temperaturo ter stevilo
delcev s kemijskim potencialom. Ostane nam Se volumen. Postavimo se v kanoni¢ni ansambel,
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zamenjajmo volumen s tlakom, in zapisimo izobarni ansambel??:

0A
( ’ 7p) aV p

Diferencial funkcije © nam pomaga priti do nove povezave mikro z makroskopskim:

0A 0A 0A

= —8dT + Vdp + pdN

Izrazu pristejemo in odstejemo ¢len N du, nato pa z Gibbs-Duhemovo zvezo (enacba 9.146) zapis
poenostavimo

d® = —-SdT + Vdp — Ndp + Ndp + pdN
0 d(uN)
® = uN (9.168)

Ko ponovno zapisemo celotno transformacijo, s katero smo izpeljali izobarni ansambel
O =A+pV = U-TS+pV = uN

opazimo, da po treh transformacijah za Se eno ne ostane ve¢ nobena prosta spremenljivka. Tako
smo torej izpeljali kon¢no enaébo stanja:

U—-TS+pV —uN =0

9.9 Maxwellove enacbe

Ceprav bi ljudje zelo radi znali izmeriti ¢im veé fizikalnih koli¢in, se moramo veckrat zado-
voljiti le z meritvami nekaterih, dobro merljivih koli¢in, medtem ko druge z uporabo dobljenih
eksperimentalnih podatkov izracunamo. Cilj tega razdelka bo torej zapisati enacbe, ki povezujejo
eksperimentalno merljive koli¢ine z direktno nemerljivimi.

Zacnimo s kanoni¢nim ansamblom in zapisimo temperaturni in volumski odvod proste ener-
gije A = A(T,N,V) ter ju povezimo:

0A 92A s
= - _g = - (=
aT T oV OV ) gy
0A 02A p
— = —p = - = =
v v arT oT )y v

Upostevamo komutacijo odvodov in zapisimo 1. Maxwellovo enaébo, ki povezuje volumski
odvod entropije s temperaturnim odvodom tlaka:

(S‘i)m N (g;)w (9.169)

22Ime izobarni ansambel upravi¢i povezava:

20
Op
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Sedaj pod drobnogled vzemimo ansambel, ki ga sestavljajo temperatura, kemijski potencial
in tlak. S simbolom Y = Y(T, i, p) ozna¢imo potencial, ki ima v tem ansamblu podobno vlogo,
kot prosta energija A v kanoni¢nem. Hitro si oglejmo mikro-makroskopski opis:

dY = g—ng + %dv + %du + pdV 4+ Vdp
= —-S5SdT' + Vdp — Ndp
oY oY oY

= 7T _— _—
8Td + 6pdp+ aﬂdu

Zopet vzemimo dva odvoda ter ju povezimo

oY = —N = 782T = - <8N>

ou Ou Op dp T
L
op Opou on)r,

nato pa zapisimo 2. Maxwellovo enac¢bo:

(W) = — <8V) (9.170)
dp T ou Tp

Postopek, ki smo ga dodobra spoznali v prejsnjih dveh primerih, sedaj aplicirajmo Se na
dveh ena¢bah mikrokanoni¢nega ansambla (stran 280):

95 _p oS _ i(ﬁ)

ov T OVON =~ ON \T/uv
as 0%S B 0 [
aN ~ T - aVON ~ oV (T)UN

Tako zapisemo Se 3. Maxwellovo termodinamsko enacbo:

s (e = 0 (8 o

9.9.1 Entropija meSanja

Izpolnimo Se obljubo, ki smo si jo zadali pred nekaj vrsticami, in si oglejmo entropijo mesanja.
Vzemimo dva sistema, ki ju opiSemo z idealnim plinom. Naj bo N; stevilo delcev in V; prostornina
i-tega sistema. Sistema nato zdruzimo. Celotno stevilo delcev kon¢nega sistema je N = Ny +
N, prostornino sistema pa zapisemo?® z V = V; + V5. Oglejmo si nekatere fizikalne koli¢ine
zdruzenega sistema. Tlak je kar vsota parcialnih tlakov zacetnih sistemov

N

No
= —kgT + — kT
p VB+VB )

torej velja:
N1+ Ny
= —kgT
N R

23Vsak plin je razporejen po celotnem volumnu V.
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Prav tako sta aditivni tudi notranja energija U in entropija S:

U = 3(Ni+No)kpT

Ves Ves
S = Nikpln ——— )\3N + Nokpln —/—— )\3N2

Entropija mesanja S, (razlika entropije po in entropije pred zdruzitvijo) je tako

Sm = Spo_Spred
Ves Ves Vie Vyel
= Nikgl Nokgl Nikgl — Nokgl
1Bn>\3N1+ QBII)\SNQ 1Blfl>\5N1 an/\3N2
Sm = leBln‘/l+‘/2+N2k31nV1+‘/2
%) Va

Entropija se spremeni zaradi spremembe stanj po spremembi prostornine, in ne zaradi interakcije
med delci?*

9.10 Gostotni operator in statisticna mehanika

V 8. poglavju je bilo vodilo preucevanje enega samega delca. Ko je delcev ve¢, se skladno
z njihovim Stevilom pojavi sistem enacb, ki zahteva resitev. Ce je delcev veliko, so sistemi
enacb lahko gromozanski in neresljivi v realnem ¢asu. Zato nas bodo zopet zanimala neke vrste
povprecja in druge koli¢ine, ki jih bomo povezali s kvantno statisticno mehaniko.

9.10.1 Gostotni operator v kvantni mehaniki

Zacnimo z rahlo osvezitvijo spomina. Kot vemo, je v kvantni mehaniki delec dolo¢en z valovno
funkcijo U(r,t), ki je resitev Schrédingerjeve enacbe (8.45):

N . h2 9

Valovno funkcijo lahko zapiSemo v separirani obliki kot produkt casovnega in stacionarnega
(krajevnega) dela:

U(r,t) = exp

Separacijo smo uvedli zato, ker nas bodo v nadaljevanju zanimale predvsem stacionarne resitve
Schrodingerjeve enacbe:

Eg(r) = He(r)

Seveda lahko valovno funkcijo opiSe linearna kombinacija

U(r,t) = ch\lln(r t)
iEt}

Zan(t)gan(r) ; an(t) = ¢, exp [—h

24Bralec naj ima vedno v mislih, da obravnavamo idealne razmere!
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Oglejmo si posledice taksnega zapisa. Kot vemo, je integral produkta valovne funkcije in njene
konjugirane vrednostji enak ena, saj je sistem valovnih funkcij ortogonalen. To pomeni:

1 = /\IJ*(r,t)\IJ(r,t) dr®* = Za;(t)am(t)/go:(r)apm(r) dr?
= > an(tan(t)

n

> lan(t)*. (9.172)

n

»—
Il

V skladu z navedenimi ugotovitvami zapisimo povprecno vrednost operatorja

<f> = /\I/*(I'Jf)f‘ll(r,t)dr3
= Y arOam(t) fum (9.173)

v kateri fp,, predstavlja matricne elemente operatorja f glede na lastne vrednosti operatorja
polne energije H:

Fom = / o2(x) f oum(x) dr®. (9.174)

Velja omeniti, da je matrika f ocitno simetricna za hermitske opearorje

fnm = f?nn

Enac¢bo (9.173) zapisimo v matriéni obliki. V ta namen definirajmo matri¢ne elemente gosto-
tnega operatorja o:

Onm = a:; (t)am (t)
< f > = Z Qnmfnm- (9175)

Z nekaj matemati¢nega formalizma2?® lahko zaradi simetriénosti tenzorje fnm = fmn enacbo
zapiSemo v poenostavljeni obliki

<[> = Te[o- | = Trlowm fue]. (9.176)
Za izratun povprecne vrednosti operatorja moramo torej poznati le gostotni operator. Da bi ga

zapisali, moramo zaenkrat resiti Schrodingerjevo enac¢bo. V nadaljevanju si oglejmo, ali obstaja
kaksna alternativna pot do zapisa 0.

25Produkt tenzorjev A in B je tenzor C z matri¢nimi elementi
Cij = > AwBy;
k

Sled produkta je tako kar
TrCyy = Cy = ZAikBkj
i,k
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9.10.2 Gostotni operator v statisti¢cni mehaniki

V kavantni statisticni mehaniki mora gostotni operator zadoscati v se dodatnim zahtevam, ki
izhajajo iz nje. Oglejmo si funkcijo ¥(r,t), ki je resitev Schrodingerjeve enacbe
ov

ih— = HW 177
i 5 (9 )

Se bolj podrobno. Zapisimo jo v obliki

itH

U(r,t) = exp l— - U(r,0)

kjer je eksponentna funkcija operator, ki resitev za ¢as 0 prestavi v resitev za ¢as t. Da bomo to
bolje razumeli, si oglejmo spektralni teorem, s katerim uvedemo zapis funkcije operatorja:

Zf(ﬁ)gon(r) = Zf(En)S"n(r) ; Enpn(r) = Heo,

V tem smislu bomo morali v nadaljevanju gledati tudi na eksponentno funkcijo operatorja!

Sedaj, ko poznamo splo$no obliko operatorja, si oglejmo povpreéne vrednosti. Le-te so,
osvetljene z novo definicijo, definirane kot

<A> = /q/*(r,t)sz(r,t)dﬁ
= /\II*(I',O) exp |—| Ae —@ U(r,0)dr?
= / T*(r,0) A(t) ¥(r,0) dr? (9.178)
kjer smo vpeljali A A
A(t) = exp l”}ﬂ A exp [—”}ﬂ . (9.179)

To ni ni¢ drugega kot Heisenbergova reprezentacija opearorja A. Povprecno vrednost operatorja
torej lahko zapiSemo na dva nacina. Prvega, v katerem je vsa ¢asovna odvisnost vsebovana v
valovni funkciji, imenujemo Schrédingerjeva reprezentacija

<Ad>-— / U (r, 1) AU (r, 1) dr®, (9.180)
medtem ko je v Heisenbergovi reprezentaciji vsa ¢asovna odvisnost zbrana v operatorju:
<Ad>-= / T (x,0) A(t) U(r, 0) dr® (9.181)

Oba pristopa k kvantni mehaniki, Schroedingerjev in Heisenbergov, sta popolnoma ekvivalentna.
Vcasih pa je bolj pregledno uporabljati enega namesto drugega.

Ker je tudi gostotni oprator operator, veljajo zgornje ugotovitve tudi zanj. Torej moramo
imeti tudi gibalno enacbo za Heisenbergovo reprezenatcijo gostotnega opeartorja

%&t) _ E[H @], (9.182)
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Vrnimo se korak nazaj in se hkrati omejimo na ravnovesna stanja. To pomeni, da povprecne
vrednosti niso funkcije casa:

<f>=Trof #<f>u

V tem primeru iz gibalne enacbe sledi ni¢elna vrednost komutatorja
) =0,

kar pomeni, da je gostotni operator ¢ lahko kvec¢jemu funkcija konstant gibanja! Energija je
vsekakor kosnatnta gibanja. Poglejmo si to¢no kaksna funkcija energije mora biti. Kot vemo, je
povprecna vrednost energije podana z izrazom

Z’n Ene_BEn
S e BB

Po drugi strani je povprecna vrednost energije definirana s sledjo produkta operatorjev gostote
in energije:

<U>= (9.183)

Zn e_ﬁEn E’ﬂ
3, e
Zn e FBn InmUnm
S BB,

<U>=TrpU =

Tu smo upostevali, da je
Upm = / ¢*(r)H(r)p(r) d°c = 6pmEn, (9.184)

kar sledi neposredno iz Schroedingerjeve enachbe, saj je U celotna energija. Na podlagi dobljenega
izraza lahko matri¢ne elemente gostotnega operatorja zapisemo v prostoru lastnih funkcij kot

o= BFn
Onm = Zie_ﬁE" 5nm (9185)

To je torej zapis matri¢nih komponent gostotnega operatorja. Tako kot so lastne energije, oziroma

Upm, matriéni elementi Hamiltonovega operatorja celotne energije H. Ali lahko tudi za gostotno
matriko najdemo taksen operator?

9.10.3 Koordinatna reprezentacija gostotnega operatorja

Za enodeléne operatorje, kot je Hamilotnov operator za delce v zunanjme polju, vemo, da so
funkcija zgolj enekoordinate

H=H() injezato  Hpp = / G5 (£ H (r) by (r) d°r (9.186)

Kaj pa ¢e bi imeli oprator, ki je odvisen od dveh prostorskih argumentov, recimo p(r,r’).
Taksnemu operatorju pravimo tudi dvodeléni operator. Zanj bi definirali matri¢ne elemente
podobno zkot za enodel¢ne operatorje v obliki

pum = [ G0 (5) P (9.187)
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Poskusimo vpljati takle dvodeléni operator

o 2 0p(r) e gy(r)
plr,x’) = >, ¢ PEr :

(9.188)

Poglejmo si, kaj bi bili matri¢ni elementi taksnega dvodelénega operatorja. Po definiciji bi imeli

* (1) gx(r) e PEe ¢, (r) i (r) dr d3r
pum = [ 030,500 1) i = Ze L O00 )z . - (9189)

Ker za poln, ortonormiran sistem lastnih funkcij velja

[ 6:@00m(w) d*r = b, (9.190)
potem dobimo za py,,, sledec izraz

Zp 5”10 eiﬁEp 6mp e_ﬂEn 5nm (9 191)
Pnm = —BE, = —BE, .
e’ e’

Zanimivo! Dobili smo torej natanéno matri¢ne elemente gostotnega operatorja. To pomeni, da
je p(r,r’) res le drugana reprezentacija gostotnega operatorja. Z upostevanjem spektralnega
teorema bi ga lahko zapisali tudi kot

*(p) o= BH (1
prr) = Zpd}”gewf)( T (9.192)

Tu smo upostevali e o¢irno dejstvo, da je gostotni operator tudi funkcija inverzne temperature
. Poglejmo si, kaj da zgornja definicija v limit 3 — 0, torej v limiti zelo velikih temperatur.
Takrat dobimo do najnizjega reda

3,606,
=Ty e PE

Tu smo hkrati upostevali Se, da mora biti gostotni operator normiran in da ta normalizacija
zahteva, da je koeficient pred delta funkcijo enak ena.

p(r,r’; 5 — 0) =0(r—1'). (9.193)

9.10.4 Blochova enacba in povezava z verjetnostno amplitudo

Razis¢imo odvisnost gostotnega opeartorja od invezne temperature 5. Spremenimo 3 za df in
poglejmo za koliko se spremeni gostotni oprator. Do najnizjega reda po df velja

>, () e BT o (x)
Zp eiﬁEp
S, () e (1 —dBH +...) p,(r)
Zp eiﬁEP
o(r,r’; 3) — dBH o(r,v’;B3) + ... (9.194)

1

o(r,x'; 3+ dp)

1%
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7 izpeljavo smo prisli tako dale¢, da lahko zapiSemo enacbo, s katero lahko izracunamo gostoto
o(r,r’; 8), ne da bi resevali Schrodingerjevo enac¢bo. Imenujemo jo Blochova enacba:

do(r,x'; 3)
o]

ter ob njej zapiSemo Se robni pogoj

+ Bo(r,xi8) = 0 (9.195)

B =0 = o(r,r’;p) = *(r—1)

Le-tega smo izpeljali ze zgoraj.

Primerjajmo sedaj Blochovo enacbo (9.195) z enac¢bo za kvantnoimehanski propagator. Ta-
koj nam pade v o¢i, da je Blochova enatba zelo podobna Schroedingerjevi ena¢bi za verjetnostno
amplitudo, za katero vemo, da ima obliko (8.57):

hOK(r,r';t)

] /. _
S + HE(rx'it) = 0. (9.196)

Ugotovimo, da sta enacbi sorodni, ¢e postavimo it/h — (. Tej transformaciji pravimo tudi
Wickova rotacija. V tem primeru dobimo

K(r,r'; —ihf3) — o(r,r’;3) . (9.197)

Pokazali smo torej, da je kvantna mehanika v imaginarnem casu na nek nacin povezana s sta-
tisticno mehaniko. Kaj to¢no to pomeni, in kaksne so posledice tega, da je temperatura ekvi-
vaglentna imaginarnemu ¢asu, Se ne razumemo popolnoma.

9.10.5 Statisticna vsota kot funkcionalni integral

V 8. poglavju smo ugotovili, da lahko propagator zapisemo s funkcionalnim oziroma s popotnim
integralom

K(r,r';t) = /exp {;_L /OtL(r,i';t) dt} Dir(t)]- (9.198)

Z Wlckovo rotacijo lahgko sedaj tudi gostotni operator povezemo s funkcionalnim integralom in
sicer kot

. RS
o(r,v’;3) = K(r,x';—ihB) = /exp l;/ L(r,7;t) dt] Dir(t)]. (9.199)
0
Posvetimo se najprej integralu v eksponentu, torej akciji. Velja
Wh3 ihB3
M = / L(r,r;t)dt = —/ L(r,—r;7)dr ; t = —T. (9.200)
0 0

Ceprav smo odvodu ¥ spremenili predznak, se Lagrangeova funkcija L = %mi‘2 — V(r) ne spre-
meni, saj v njej nastopa kvadrat odvoda.Zato mi minusa v odvisnosti L ni potrebno pisati. Resiti
se hotemo Se Stevila ¢. Zato pisimo:

hB

ihg hpB
M = —/ L(r,5;7)dr = —i/ L(r,v/i)dt’ =i H(r,t)dt (9.201)
0 0 0
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pri cemer smo upostevali

L(r,#/i) = —imi? — V(r) = —H(r,¥)

Sedaj torej lahko zapiSemo gostoto s popolnoma realnim izrazom:

hB
o(r,v'; B) = / exp l_; O H(r,f)dt] De(t)] . (9.202)

Neverjetno. Izpeljali smo, da se gostotni operatoir izraza s funkcionalnim integralom Hamiltonove
funkcije po vseh moznih trajektorijah. Se enkrat, zipeljali smo, da je

Y, e e g, ()
= Zp e—BEp

Rezultat, ki ga ne smemo zlahka pozabiti. Njegova elegantnost in preprostost sta res nekaj
posebnega in nepricakovanega.

pr.r)

1 [he
- / exp [—h H(r, ) dt] Dlr(1)). (9.203)
0

9.10.6 Statisticna vsota harmonskega oscilatorja

Kot primer zgornje splo¢ne teorije si poglejmo statistiéno vsoto harmonskega oscilatorja na nov
nacin. Povzemimo na kratko, to kar ze vemo. Obi¢jamo smo zapisali, da je

Q=> e (9.204)
n=0

Ker je za harmonski oscilator E,, = (n + 1 )hw, od tod sledi

1 © e 2
Q _ efiﬁhw Ze—ﬁnhw _

m. (90205)

n=0

To vse vemo Ze od prej. Sedaj pa poglejmo na ta rezultat Se nekoliko drugace. Za verjetnostno
amplitudo harmonskega oscilatorja v eni dimenziji smo izpeljali

mw L me (52442 cosw(ty—te)—2x a:a)
K (20, ty; Ta, ta) = el (b hen) coswlt—ta) —2mea) (g 90
(26,53 Za, ta) \/ZWihsinw(tb—ta)e ' ( )
Ker sedaj vemo, da velja

p(r,v; B) = K(r,x'; —ihp3), (9.207)

dobimo do tod v eni dimenziji
. _ mw —W“(’whﬁ)((xz-l—x’z)coshwhﬁ—Z 3:3:’) 9.208
P,z ) \/(27rhsinh (mg))e ‘ (9:208)

Spomnimo se Se izraza za kanoni¢no statisti¢no vsoto. Vemo, da je

Q = Ze‘ﬁE" = Tr o(r,v; 3). (9.209)
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Zgornjo identiteto lahko po premisleku zapiSemo v eni dimenziji tudi kot

Q= /da: oz, x; B). (9.210)

Sedaj lahko ugotovimo, da je

LAy mw —me 2 tanh (Lwng)
) e X : ' 9.211
p(l‘;a?aﬂ) \/(27rhsmh(whﬂ)>e ( )

To vstavimo v En. 9.210 pa preko izracuna Gaussovega integrala sledi, da je

1 T
©= 2sinh (AwhpB) 1—e Phe’

(9.212)

Dobili smo nazaj identi¢ni rezultat, kot ga poznamo ze od prej. NaSa splo$na teorija zares deluje.
Kvantna mehanika in statisticna mehanika sta usodno povezani in poznavanje kvantnomehan-
ske dinamike nekega sistema, v tem rpimeru harmonskega oscilatorja, nam daje tudi ustrezna
termiéna povprecja.

9.10.7 Klasi¢na limita statisticne vsote

Oglejmo si klasi¢éno limito izraza (9.202). Zanima nas torej limit i — 0

: , e
%%Q(Iyr,ﬂ) = /exp ~% ; H(r,1)d,t

Dlr(t)]. (9.213)

Spomnimo se Se izraza za kanoni¢no statisti¢no vsoto. Vemo, da je

Q = Ze_ﬁEp = Tr o(r,r’; ). (9.214)
P
Zgornjo identiteto lahko po premisleku zapisemo tudi kot

Q= /d?’r o(r,r; 3). (9.215)

Za izracun kanonicne statisticne vsote potemtakem potrebujemo vrednost gostotnega operatorja,
ko sta oba njegova argumenta enaka

hg
fliii% o(r,r;8) = /exp [_711/0 (3mi%+V(r)) dt} Dir(t)]. (9.216)

Tu sestevamo po vseh ciklicnih trajektorijah, torej po taksnih, kjer zacetek in konec trajektorije
sovpadata. V limiti A — 0 lahko zapiSemo, da je do najnizjega reda

hg

Jim ) (3mi?+ V(r))dt

R

hp
V(r) g + / imi?dt + -, (9.217)
0

tako da je zapis gostote podan z naslednjim izrazom

o(r,r; 8) = e_ﬂv(”)/

hB
: OeXp [_;L/o Tmi? dt} Dlr(t)]. (9.218)
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Zopet sestevamo po vseh cikliénih trakektorijah. Vrednost zgornjega funkcionalnega integrala
poznamo, saj smo ga izracunali ze v razdelku 7?. Velja

/eXp [—;_L/Om Lmi? dt] Dlr(t)] = (2”:125)_% exp {—;; (r;;;/)z} . (9.219)

Izraz za statisticno vsoto enega delca je tako povsem enostaven. Najprej uposStevamo r =r’,
torej

o(r,x; B) = (275;5)2 e IV, (9.220)

Nato pa Se definicijo kanoni¢ne statisti¢ne vsote

Q = Tro(r,r';B) :/Q(r,r;ﬂ) d®r = (27:;;5>2/e'6v(r) dr?. (9.221)

Seveda nam nih¢e ne more prepreciti, da ne bi izraza zapisali v malce lepsi obliki. Oglejmo si
najprej tale integral

271 dBp P27 drpp m \ 2
gLt | =X _ -3 = . .222
/eXp { 62m] i /eXp { ﬁQm} i (2777125) (9:222)
Torej pahko izraz za kanoni¢no statisti¢no vsoto zapisemo tudi v tejle simetriéni obliki
3 2 d3p 3
_ m —BV(r) 403 _ B v 4°P AT
Q_<27rh2ﬁ> /e @) dr —//e : ()T' (9.223)

Spomnimo se sedaj Se definicije Hamiltonove funkcije

2

H(r.p) = ;- + o)

pa lahko kanoni¢no statisti¢ no vsoto v kalsi¢ni limiti zapiSemo kot
1 _
Qh—0)= / e PHEP) @3p Pr, (9.224)

To ni seveda ni¢ drugega kot znamenita Gibbsova definicija klasi¢ne statisticne vsote. Kako pa je
v sistemu ve¢ delcev, na primer N? Ce so delci enaki in tako zamenljivi, moramo integral deliti
s Stevilom menjav. Po drugi strani polno energijo sestavljajo hamiltoniani posameznih delcev,
zato se integracija razsiri po vseh delcih v faznem prostoru. Oblika integrala je tako

1

QU — 0= Rizaw

/e—ﬁH@‘l---‘”N’Pl“-PN) dp® di®. (9.225)

Ta integral je zacetna tocka klasi¢ne statisticne mehanike. Uspeli smo jo torej izpeljati iz osnov
kvantne statisticne mehanike.
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