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Povzetek

Zvoc¢no polje povzrodi volumske oscilacije mehurcka v tekocini; zaradi gradienta tlacnega
polja se pojavi primarna Bjerknesova sila, ki povzroc¢i translacijsko gibanje mehurcka. Opisali
bomo odziv sferi¢nega mehurcka na ¢asovno spremenljivo tla¢no polje v nestisljivi teko¢ini
in v priblizku majhnih amplitud oscilacij izra¢unali primarno Bjerknesovo silo. Sekun-
darna Bjerknesova sila je posledica dodatne spremembe tla¢nega polja okoli mehurcka zaradi
volumskih oscilacij. Velikost in predznak sile sta odvisna od lastnosti mehurckov in vzbuje-
valnega zvoc¢nega polja. V modelu brez upora razi§¢emo znacilnosti relativnega gibanja za
sistem dveh mehurckov.
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1 Uvod

Bjerknesove interakcije je skupno ime za sile, ki delujejo na zra¢ne mehurcke v tekocini, ki jo
vzbujamo z zvo¢nim poljem. Leta 1906 sta pojav prva raziskala C. A. Bjerknes in njegov sin
V. F. K. Bjerknes, po katerih je interakcija dobila ime. Opazila sta, da stojete zvocno valo-
vanje vzbudi nihanje mehurcka, ki povzrodi gibanje proti maksimumu/minimumu tlaka ali proti
vozliséu stojecega vala. Ta vpliv tlaénega gradienta na gibanje mehurcka imenujemo primarna
Bjerknesova sila. Smer sile je odvisna od razmerja lastne frekvence nihanja mehurcka in frekvence
vzbujevalnega zvo¢nega valovanja. Zaradi oscilacij mehurckov se spremeni tla¢no polje tako, da
se, poleg translacijskega gibanja, med posameznimi mehurcki pojavi privlacna ali odbojna sila
- sekundarna Bjerknesova sila. Bjerknes je pojasnil pojav obeh, primarnih in sekundarnih sil, s
principom “kineti¢nega vzgona”. Ta pravi, da je vsako telo, ki se giblje v pospeSeni tekocini, pod
vplivom kineti¢nega vzgona, ki je sorazmeren produktu pospeska tekocine a in mase tekocine, ki
jo telo izpodrine Fg ~ apV.

Pojav je bil od svojega odkritja delezen veliko eksperimentalnih in teoreti¢nih obravnav. Pri-
marno Bjerknesovo silo je opazoval Ze Bjerknes in postavil tudi teoreti¢ne temelje razlage, zado-
voljiv matemati¢ni opis pa je dozivela z uvedbo Rayleigh-Plessetove enacbe. Kornfeld in Su-
vorov (1944) sta pri svojih poskusih opazovala interakcijo med mehurcki, ki so se véasih zaradi
privlaka zdruzevali, v€asih odbijali, porocata pa tudi o t.i. “pleSocih mehurckih”, ki se gibljejo po
nenavadnih “cik-cakastih” trajektorijah [3]. Prve matemati¢ne modele teh pojavov so predstavili
Kapustina (1970), Crum (1975), Prosperetti (1977) in drugi, podrobnej$o obravnavo pa sta z
uporabo Lagrangeovega formalizma podala Barbat in Ashgriz (1999, 2004). Nekaj primerov
njunih izra¢unov bom predstavila v tem seminarju.

Bjerknes je s svojim odkritjem dinamike nihajocih teles v teko¢ini Zelel razloziti tudi dinamiko v
elektromagnetnem in gravitacijskem polju. Analogija se je zdela verjetna, saj so vse sile linearno
odvisne od radija telesa in padajo s kvadratom razdalje od sredis¢a. Razlaga z nihajoc¢imi telesi
ni bila uspesna; Ceprav je analogija s Keplerjevim problemom dveh teles koristna pri matem-
atiéni obravnavi gibanja dveh mehurckov, pa se samo gibanje in parametri, ki ga doloc¢ajo, od
gravitacijskega primera razlikujejo.

2 Primarna Bjerknesova sila

Zvocno polje povzroci volumske oscilacije mehurcka v tekoéini. Ce je tlacni gradient tega
zvotnega polja nenicelen, se pojavi sklopitev z oscilacijami mehurcka, kar povzro¢i translacijsko
silo na mehurcek. To je primarna Bjerknesova sila, njena smer pa je odvisna od velikosti (radija)
mehurcka. Resonan¢ni radij je radij mehurcka, ki ob dani frekvenci zvo¢nega polja povzroci
volumske oscilacije, ki so v resonanci z zvoénim poljem. V polju stoje¢ih zvocénih valov se
mehurcki z manjsim radijem od resonan¢nega zbirajo v zgos¢inah /red¢inah, mehurcki z ve&jim
radijem pa v vozlis¢ih stojecega vala.

Na telo z volumnom V' v teko€ini pod vplivom tlacnega gradienta Vp deluje sila F = —-VVp.
Ce se ti dve koli¢ini spreminjata s ¢asom (oscilirata), je rezultanta sil na telo ¢asovno povprecje

sile F.

F =~ (V(1)Vp(t)) (2.1)



Odziv sferi¢nega mehurcka na ¢asovno spremenljivo tla¢no polje v nestisljivi tekocini opisuje
Rayleigh-Plessetova enac¢ba, ki jo lahko izpeljemo iz energijskega ravnovesja sistema [6].

2.1 Rayleigh - Plessetova enac¢ba

V nestisljivi viskozni tekocini, ki jo vzbujamo s €asovno spremenljivim tla¢nim poljem p(t), naj
oscilira sferi¢ni mehuréek z ravnovesnim radijem Ry. Hitrost nestisljive tekoc¢ine u(r,t) pada s
kvadratom razdalje r:

kjer je R(t) radij mehurcka in R(t) hitrost stene mehurcka. Ko se radij mehurcka spremeni z
ravnovesne vredosti Ry na neko novo vrednost R(t), se zaradi razlike tlaka v sredis¢u mehurcka
in tlaka, ki bi bil na tem mestu, ¢e mehurcka ne bi bilo, opravi delo na mehurcku. Za vrednost
tlaka na mestu mehurcka v primeru njegove odsotnosti vzamemo vrednost p., = po + p(¢) tlaka
v tekocini zelo dale¢ od mehurcka. Razlika med tem delom in delom tlaka ob zunanji meji
mehurcka pr, je enaka kineti¢ni energiji tekocine @ g:

1 e :
Spp = §p0/ u?4nridr = 2rnpo R R?, (2.2)
R

kjer je po gostota tekoCine (kostanta), r pa radialna koordinata. To izena¢imo z razliko dela:

R
/R (pL — Poo)dmr?dr = 2mpoR3R?, (2.3)
0

Ce je hidrostatski tlak v teko€ini s povrsinsko napetostjo v enak pg, je tlak znotraj mehurcka
z radijem Ry v tej tekocini enak py 4+ (27/Rp). Tlak plina (ne pare) v mehurcku je potem
po + (2v/Ro) — py, kjer je p, parni tlak. Ob spremembi hidrostatskega tlaka na poo, se bo radij
mehurcka spremenil na R, tlak znotraj mehurcka pa bo, ob predpostavki idealnega plina, enak:

2/}/ RO 3K
(mt 2 -n) (3

kjer je x politropni koeficient (za adiabatne spremembe je to adiabatni koeficient). Upogtevamo
Se viskoznost tekocine (1) in tlak v teko€ini tik ob povrgini mehurcka zapisemo kot:

2y Ry 3 2y 4nR
_ =, ) (o) o2 Ak 9.4
L (p0+ R, P > (R) R R (2:4)

Dobljeni izraz (2.4)vstavimo v enacbo (2.3), jo odvajamo po R, kjer upostevamo:
oR*  10R* .
— = —-—— =2R.
OR R Ot

Dobimo Rayleigh-Plessetovo enacbo, ki opisuje oscilacije radija mehurcka zaradi tla¢nega gradi-

enta:

. 3.
PL — Poc = PO (RR+ 2R2>,



oz., ¢e razpiSemo razliko tlakov:

2y Ry 8 2y 477R
(po+R pv) (R) 7~ R “Po—p®)]. (2.5)

V priblizku majhnih amplitud se enacba (2.5) dovolj poenostavi, da lahko razi¢emo obnaganje
nihajo¢ih mehurckov.

. 3. 1
RR+-R*= —
2 0

2.2 Sila v priblizku majhnih amplitud
Oblika ¢asovno spremenljivega tlaka naj bo kosinusna z amplitudo A in kroZno frekvenco w:

p(t) = Acos(wt).

Ce zanemarimo viskoznost in parni tlak ter predpostavimo majhne amplitude nihanja mehurcka,
se enacba (2.5) poenostavi in dobimo resitev za harmoni¢ne oscilacije radija mehurcka:

R(t) = Ro(1 + ecos(wt + ¢)),

kjer definiramo odzivno amplitudo e in odzivni fazni zamik ¢ [3]:

€= A (2.6)

212 | (2 2 2.2 12’
pows Rg | (g% — 1) + 462%q

26
¢ = arclg (q2 ql) . (2.7)

wo je resonancna frekvenca mehurcka in je odvisna od ravnovesnega radija mehurcka Ry, g pa je
frekvencni indeks:

0 je brezdimenzijski koeficient dusenja, ki vsebuje prispevke viskoznosti ter termic¢nih in akusti¢nih
efektov. Podobno kot wy lahko ob konstantni frekvenci vzbujevalnega tla¢nega polja defini-
ramo resonancni radij R, (Minnaertov radij) , pri katerem je lastna frekvenca mehurcka ravno
enaka vzbujevalni frekvenci [5]. Pri obravnavi resonan¢nega odziva sistema navadno spremin-
jamo frekvenco vsiljenega nihanja in nato opazujemo odziv sistema. V naSem primeru pa bo
vsiljena frekvenca konstantna, opazovali pa bomo resonan¢ni odziv mehurc¢kov v odvisnosti od
njihovega radija. Oscilacije mehurckov ustrezajo rezultatom vsiljenega harmoni¢nega nihanja.
Fazni odziv oscilacij mehurcka je prikazan na Sliki 1. Ce je resonan¢na frekvenca mehurcka, kot
jo po zgornji enacbi doloca njegov radij, dosti vecja od vzbujevalne frekvence tla¢nega polja, bo
mehurcek osciliral z enako fazo kot vzbujevalno polje. Dosti manjsi mehurcki - z visjo resonan¢no
frekvenco - pa bodo oscilirali s faznim zamikom 7 glede na tla¢no polje. Ravno to pa je vzrok za
osnovni rezultat primarne Bjerknesove sile: sila F = — (V(¢)Vp(t)) kaZe v eno smer za mehurcke
z ravnovesnim radijem Ry < R, in v drugo za mehurcke z ravnovesnim radijem Ry > R..

Imejmo polje stojecega valovanja p(y,t) [2]:

p(y,t) = po + 2Asin(ky)cos(wt),
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Slika 1: Fazna razlika oscilacij mehurtka glede na vzbujevalno polje v odvisnosti od ravnovesnega radija pri razli¢nih
vzbujevalnih frekvencah f [3].
potem je

Vp(y,t) = 2kAcos(ky)cos(wt). (2.8)
Mehurcek naj se nahaja v tem polju na mestu y in ¢e je 24 << pg, bo mehuréek osciliral linearno:

R(t) = Ro (1 — &cos(wt + ¢)) .

Negativni predznak smo vzeli, ker pozitivni zvoéni tlak povzro¢i zmanjsanje volumna (radija),
ko nihata z isto fazo. Amplituda oscilacij radija £ sledi oscilacijam tla¢nega polja:

& = esin(ky).
Volumen mehurtka V (t) = 47 R(t)?/3 lahko iz enacébe za R(t) aproksimiramo do prvega reda e:
V)=V (1 - %sin(ky)cos(wt + d))) ) (2.9)
0

kjer je Vo = 4w R} /3. Sedaj lahko vstavimo izraza (2.8) in (2.9) v enacbo (2.1) in dobimo izraz
za primarno Bjerknesovo silo:

1
F = [3AkeVpsin(2ky)]; Ro < Ro (6 = 0),
2Ry
1
0

Grafi¢no so poteki funkcij prikazani na Sliki 2.
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Slika 2: Na grafu a) je prikazan zvo¢ni val p (ob dveh razli¢nih &asih - wt), graf b) prikazuje Vp ; grafi¢ni prikaz
oscilacij volumna mehurcka za primera Rg < R, - slika ¢) in Rg > R, - slika d); na slikah e) in f) je prikazana sila
na mehuréek, $e dodatno pa je oznaena smer sile v posameznih obmogjih. Ce zadnja dva grafa primerjamo s sliko a),
se lepo vidi, da manjsi mehurcki (Ro < R-) potujejo proti maksimu/minimu tlaka, vedji (Ro > R-) pa proti vozlis¢em.
Grafi narisani po vzoru [2].



3 Sekundarna Bjerknesova sila

Obravnavali bomo sistem dveh mehurckov v tekocini pod vplivom zvoénega polja. Kot smo
ze videli, zvo€no polje v tekoCini povzroci oscilacije mehurcka, ki se nahaja v njej. Zaradi teh
oscilacij se dodatno spremeni tla¢no polje, ki ga ¢uti drugi mehurcek (prav tako prvi mehurcek
Cuti spremenjeno polje zaradi nihanja drugega), zato se med njima pojavi sila. Osnovni izvor sile
je 8e vedno vsiljeno zvoc¢no polje, vendar jo, ker je interakcija med dvema mehurckoma posledica
’sekundarnih’ valov, ki jih povzrocajo njune oscilacije, imenujemo sekundarna Bjerknesova sila.

Zgodnje teoreti¢ne obravnave sekundarne Bjerknesove sile (Kapustina - 1970) so predvidevale
le privlak med dvema mehurckoma. Uporaba Lagrangeovega formalizma (Zabolotskaya - 1984)
so pokazale, da je sila lahko tudi odbojna in da celo med gibanjem obrne znak, ¢e mehurcke
vzbujamo s frekvenco, ki se le malo razlikuje od njunih resonan¢nih frekvenc.

Sprememba tla¢nega polja, ki jo povzroc¢i nihajo¢ mehurcek, povzroc¢i spremembo v fazi in am-
plitudi oscilacij mehurcka, ker pa bo sila odvisna od razdalje mehurckov, se z razdaljo tudi ti
parametri spreminjajo; to lahko vodi v obrat predznaka sile in tudi gibanje obrne smer. Ob-
naganje se lahko ponavlja in dobimo nov vzorec gibanja, translacijske oscilacije. Skupno imamo
torej tri razliéne vzorce gibanja v binarnem sistemu mehurckov, ki jih povzro¢i sekundarna Bjerk-
nesova sila: odboj, privlak in translacijske oscilacije. Pri opisu dinamike sistema dveh mehurckov
se bomo omejili na gibanje vzdolZ zveznice njunih sredis¢ in prouéili pogoje, ki vodijo v razli¢ne
vzorce gibanja.

3.1 Tlac¢no polje nihajo¢ega mehurcka in sila med dvema mehurckoma

Imejmo mehuréek v nestisljivi teko¢ini, ki niha tako, da njegova oblika ostaja ves Cas sferi¢na.
Sekundarno tla¢no polje p’(r, t), ki ga povzrocijo oscilacije tega mehurcka je (Prosperetti - 1984):

2 p3
_ pow”Rge

p(r,t) ~ cos(wt + @), (3.1)

Predpostavili smo majhne amplitude nihanja in tla¢no polje zapisali le do prvega reda e. Odzivno
amplitudo € in odzivno fazo ¢ smo ob istih predpostavkah iz Rayleigh-Plessetove enac¢be izracu-
nali pri obravnavi primarne Bjerknesove sile in ju podajata enacbi (2.6) in (2.7). Amplituda
in faza vsote prispevkov primarnega in sekundarnega tla¢nega polja imata radialno prostorsko
odvisnost. Ko pa se fazna razlika dovolj pribliza eni izmed mejnih vrednosti (0 ali 7), pa ta
odvisnost faze izgine in je od radialne komponente odvisna le e amplituda e.

Za mehurcke z ravnovesnim radijem vec¢jim od resonancnega je ¢ ~ 7 in ¢asovno spremenljivo
tla¢no polje okoli mehurcka je enako:

2R3
p(r,t) = (A + powroé> cos(wt); Ry > R (¢ = ), (3.2)
za manjSe mehurcke s ¢ ~ 0 pa je ¢asovno spremenljivo tlacno polje:
2R3
p(r,t) =~ (A - 'M) cos(wt); Ry < R, (¢ = 0). (3.3)
r

Silo prvega mehurcka (indeks 1) na drugi mehuréek (indeks 2) izraGunamo po znani formuli:

F = — (Va(t) VP (1)) -



V gornji izraz vstavimo tla¢no polje, ki ga podaja enacba (3.1) z ustreznimi koli¢inami za
mehuréek 1 (Ro1, €1, ¢1) in povpre¢imo po ¢asu. Tako dobimo izraz za sekundarno Bjerknesovo
silo:

27 pow® Ry R,

Fio =
2

e1e2c0sp¥ (€1, €2, 9), (34)
kjer je ¢ fazna razlika med oscilacijami obeh mehurckov ¢ = ¢o — @1, ¥ pa je:

€1€2 1 i g . .

p— +7 (€1 + €3) + 2e1€2c08¢ + O(eled);i+ 5 > 3. (3.5)
Izkaze se [3], da moramo pri sili upostevati ¢lene vigjih redov €, saj nam da linearna aproksimacija
nicelno silo med mehurckoma. S ¢leni do vkljuéno drugega reda e dobro opiSemo le silo med
mehur¢koma z lastnima frekvencama dale¢ od vzbujevalne frekvence (¢; = 0 ali ¢; = 7), takrat
je U(ey, €2, ¢) ~ 1. Polje sile je v tem primeru enako:

‘I’(€1,€2;¢’) =1-

27 pow® Ry Ry

Fi2 =
2

€1€2C08p. (3.6)

Za opis sile med mehurckoma 7z medsebojno fazno razliko ¢ =~ 7/2 oz., ko je W(ey,ea,¢) =~
1 — €1€2/cos¢, pa iz enacbe (3.4) dobimo naslednjo aproksimacijo polja sile [3]:

2p3 p3
_ 2mpow” Ry, Ry o

Fia2 = e2(cosp — €1€2). (3.7)

r2
Sekundarno tla¢no polje spremeni porazdelitev tlaka okoli obeh mehurckov in amplituda efek-
tivnega vzbujanja se spreminja z njuno medsebojno razdaljo. To vodi v spremembo odziva
amplitud ¢; in faz ¢; obeh mehurckov in tudi razlika cos¢ — €1€5 se spreminja z medsebojno
razdaljo r; ta odvisnost je odgovorna za pojav translacijskih oscilacij.

3.2 Klasifikacija parov mehurckov

Da bi laze prepoznali pogoje, ki vodijo v razli¢ne vzorce gibanja, razdelimo pare mehurckov v
ve¢ razredov. Iz enacbe (3.4) vidimo, da bomo gibanje klasificirali glede na fazno razliko med
oscilacijami mehurckov ¢. Smiselna klasifikacija sistemov dveh mehurckov vsebuje naslednje tri
razrede [3]:

1. Ne-resonancni par: ¢ in ¢y sta oba dale¢ od 7/2 (¢1 in g2 sta dale¢ od vrednosti 1).

V tem primeru je dovolj, da upostevamo izraz za silo do drugega reda e in enacba (3.6) dobro
popise interakcijo. Mozna rezultata sta privlak in odboj mehurckov, ne obstaja pa ravnovesna
vrednost 7.

2. Resonancni par: ena faza je blizu 7/2 (npr. ¢; ~ 7/2, ¢1 = 1), druga pa se bliza 7 (¢2 =,
g2 < 1), Rp1 in Rgy pa imata podobni vrednosti (Ro; ~ Ro2).

V tem primeru je fazna razlika ¢ = /2 in cos¢ ~ O(ei€2) in pri opisu interakcije uporabimo
izraz (3.7). Amplituda tlacnega polja okoli mehurcka 1 se povecuje s padanjem razdalje med
mehurckoma, veca se tudi odzivna amplituda €;. Pod doloCenimi pogoji se gibanje pri¢ne z
medsebojnim pribliZzevanjem, ko pa se ¢len €;e5 poveCuje, se interakcija spremeni v odbojno. V
tem primeru je mozen obstoj stabilne ravnovesne vrednosti 7.

3. Anti-resonanéni par: ¢ = mw/2 (1 = 1), ¢2 = 0, (g2 > 1), Ro1 =~ Roz.
Tudi tu za izracun interakcije uporabimo enacbo (3.7). Z manjsanjem razdalje pa se v tem
primeru €; zmanjsuje. Ce se gibanje pri¢ne s priblizevanjem, se ¢len € €5 e zmanjsuje in povzroci



Se velji medsebojni privlak. Ce pa pri¢nemo z odbojem, pa veCanje ¢lena €1e5 povzroci Se vecjo
odbojno silo. V tem primeru je mozen obstoj labilne ravnovesne vrednosti r.

3.3 Model sklopitve sistema dveh mehurckov

Ob gornjih spoznanjih glede translacijskega gibanja in oscilacij obeh mehurckov je smiselno, da
namesto dveh sklopljenih Rayleigh-Plessetovih enacb za odziv sistema dveh mehurckov konstru-
iramo sklopitveni model, ki poenostavi odziv amplitude oscilacij.

Oscilacije ne-resonan¢énih mehurckov so popolnoma neodvisne in koli¢ine €; in ¢; se ne spremin-
jajo z razdaljo r. Ta predpostavka dobro velja za medsebojne razdalje vecje od 3-4 Ry [3].

Za resonancne in anti-resonan¢ne mehurcke pa lahko definiramo sklopitveni koeficient ko1, s
pomocjo katerega popiSemo radialno odvisnost amplitude oscilacij za sekundarno Bjerknesovo
interakcijo. Predpostavimo da je faza med gibanjem ves Cas konstantna, zato tla¢no polje na
povrsino mehurcka 1 deluje z efektivno amplitudo, ki jo podaja enacba (3.2): A,y = A+
pow? R3sea/r. Nato s pomocjo enacbe (2.6) zapiSemo sklopitveni koeficient in novo amplitudo
oscilacij (e15). Enako uporabimo enac¢bi (2.6) in (3.3) za opis anti-resonan¢nih mehurckov in
dobimo:

W2 R3¢
ko1 = —¥a (38)
k -
= i (1 n 21> ; { +  resonancni par (3.9)
r — antl-resonancni par,

kjer je €1, amplituda odziva brez sklopitve (pri neskon¢ni razdalji med mehurckoma) in jo po-
daja enacba (2.6).

Sedaj lahko sekundarno Bjerknesovo silo zapiSemo za posamezne razrede parov mehurckov:
Fra(r) = Far(r) = —2mpow® Ry R ®(r), (3.10)

€1€2CO5Q ..
®(r) = ———; ne-resonan¢ni par

r2

m _ nka — resonanc¢ni par
D(r) = €10062 | 5 F ; . .
72 r3 + anti-resonanc¢ni par,

M = COSP — €150€2,
N = 2€150€2 — COSP. (3.11)

3.4 Enacbe gibanja sistema dveh mehurckov

Pri obravnavi gibanja sistema dveh mehurckov v teko¢ini pod vplivom zvoénega polja se bomo
omejili na gibanje vzdolz zveznice njunih sredisé. Ker za sekundarno Bjerknesovo silo velja
| Fo1 |=| F12 |, ta ne vpliva na gibanje skupnega tezis¢a. Zanemarimo sile upora, tako da bo
sistem konzervativen, oz. da bo eden izmed integralov gibanja kar polna energija sistema. Ta
pristop nam omogo¢i tudi analiti¢ne resitve enacb gibanja. Ocena je [3], da je napaka zaradi



neupostevanja upora znatna le pri zelo majhni medsebojni oddaljenosti mehurckov, tam pa tudi
na§ model sile izgubi veljavnost, zato bo model dober le pri vecjih medsebojnih razdaljah.

Da upostevamo ucinek pospesene tekocine, v kateri se sistem mehurckov nahaja, moramo uvesti
t.i. virtualno ali inducirano maso mehurcka, ki je enaka polovici mase tekocine, ki jo mehurcéek
izpodrine. Volumen mehurcka seveda oscilira, a ker je perioda oscilacij majhna v primerjavi s
¢asovno skalo translacijskega gibanja, lahko vzamemo, da je inducirana masa enega mehurcka
konstantna in enaka:

27

m; = ?pORSi. (3.12)

Da bi prisli do enacb gibanja, se bomo problema lotili z Lagrangeovim formalizmom. Pomagali
si bomo s konceptom reducirane mase, ki ga poznamo iz obravnave Keplerjevega problema dveh
teles, kjer uporabimo Lagrangeovo funkcijo za delec z reducirano maso v polju centralne sile.
Reducirana masa je definirana kot:

_ mame
N mi + mo ’
kjer sta v naSem primeru my in mso definirani v enacbi (3.12). Ce uvedemo Se razmerje velikosti
mehurckov A = g—gf, se reducirana masa mehurckov glasi:
2m A3
=" poR} ———.
= g 0T TAS
Lagrangeova funkcija za na$ sistem je:
L=W-U.

W = uu?/2 je kineti¢na energija relativnega gibanja, u pa relativna hitrost mehurckov. U je
potencial, ki generira polje centralne sile:

ou
—5
Funkcija U (r) ima razli¢no obliko za razli¢ne razrede parov mehurckov, kot smo jih klasificirali v
prejinjem poglavju. Za ne-resonan¢ne mehurcke je potencialna energija sorazmerna 1/r in med
gibanjem ne more obrniti predznaka:

F(r) =

U(r) = —2rpow? RY Rise1 €2 cosqﬁ; ne-resonanc¢ni par (3.13)
r

Za resonan¢ne in anti-resonan¢ne mehurcke pa ima U(r) $e dodaten ¢len sorazmeren 1/r2, ki je
posledica sklopitve oscilacij. Ta ¢len povzro¢i moznost obrata predznaka sile in obstoj ravnovesne
vrednosti 7. U(r) se v tem primeru glasi:

__ 2p3 p3 m __nky| [ — resonanc¢ni par
U(r) = =2mpow” o1 Roz€roocz [7"2 T3 } ’{ + anti-resonan¢ni par. (3.14)
Iz Lagrangeove enacbe za nas sistem,
oL _d (oc
or dt \or)’
dobimo enac¢bo gibanja za relativno gibanje mehurckov po zveznici njunih sredisé:
ou
F=——. 3.15
W o (3.15)
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Slika 3: Potek potenciala U(£) za vse razrede parov mehurtkov [3].

Ce uvedemo referentno razdaljo Ro; in referenc¢ni ¢asovni interval 7 = 27 /w, lahko prevedemo
enacbo (3.15) v brezdimenzijsko obliko. Tako se ta enatba glasi z novima spremenljivkama

(3.16)

r=1/Ry int=t/T:
&£ __K . B
a2 222 ¥’

Oblika K in B je razli¢na za razli¢ne razrede sistema dveh mehurckov.

3.4.1 Dinamika ne-resonan¢nega sistema dveh mehurékov
Gibanje opisuje enacba (3.16) s koeficientoma X in B za primer ne-resonan¢nih mehurckov:

K = 2472 (1 + AS) €1€2C08Q,

B =0.

Enacbo (3.16) e dodatno preoblikujemo tako, da spremenljivki z in ¢ skaliramo s koeficientom

K in dobimo nelinearno diferencialno enacbo:

{ =Kz,
T = K,
o1
dr?2 —  2€2°
S pomocjo gornje enacbe zapiSemo dinamicni sistem v kanoni¢ni obliki:
d 1 d
gy ®_ (3.17)

T
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Zdaj lahko izpisemo potencialno energijo U({) = —1/¢ in polno energijo sistema E(§,w) =
U(€) + w?. Na Sliki 3 je prikazana potencialna energija za vse razrede. Za ne-resonancne
mehurcke funkcija U(§) nima minimov in maksimov, zato za ta sistem ne obstaja ravnovesno
stanje. Leva veja potencialne energije (£ < 0) predstavlja odbojno silo (cos¢ < 0), desna pa
privla¢no silo (cos¢ > 0).

Polna energija je konstantna in jo dobimo iz zacetnih pogojev &gy, wo:

E(¢,w) = E(&,wo) = Eo;

Kk _vp V20 — V1o
§o = Ko, wo = gm = T

kjer je xg zacetna razdalja med mehurckoma, vy pa njuna zacetna relativna hitrost. Zdaj lahko
nariSemo trajektorije za ne-resonan¢ne mehurcke pri razliénih zacetnih pogojih v fazni ravnini

(& w):

1\ /2
w—i(EU)l/Q—i<E+§) . (3.18)
Obmodje moznih vrednosti v faznem prostoru (£, w) je omejeno s pogojem r > Rgy + Rg2 07., ¢e
to prevedemo v mejno vrednost za £, £ > K(1+ A).

Mehuréka enakih velikosti

Na Sliki 4 so prikazane trajektorije v fazni ravnini (§,w) za poseben primer mehurckov enakih
velikosti (A = 1).

Negativna polna energija (dolo¢ena z zacetnimi pogoji) vodi v zdruZitev mehurckov, ne glede na
zafetno gibanje sistema: pribliZzevanje (w < 0) ali oddaljevanje (w > 0) v prostoru (£, 7). Pravo
gibanje v realnem prostoru doloc¢a Se vrednost koeficienta I, in sicer priblizevanje: w > 0, < 0;
oddaljevanje: w > 0,/ > 0. Pri za¢etnem pogoju w > 0, se bosta mehurcka oddaljevala dokler
razdalja med njima ne bosegla mejne vrednosti &, = —1/F, nato pa se bosta zacela priblize-
vati do zdruzitve obeh mehurckov.

Pozitivna polna energija (E > 0) vodi v medsebojno oddaljevanje (sipanje), ¢e je zacetni pogoj
w > 0 in v pribliZzevanje in kon¢no zdruzitev, ¢e je na zacetku w < 0.

Definiramo lahko tudi ubezno hitrost, tako da bo pri vsaki za¢etni razdalji xg = ro/Ro polna
energija sistema enaka (0. Tako bo E = 0 predstavljala minimalno skupno energijo in ubezna
hitrost minimalno zacetno hitrost, pri katerih gibanje vodi v sipanje kljub privla¢ni Bjerknesovi
sili:

€
wb = 2V 3——=wRy;
Vup f\/%wo
€ = €1 = €9, R0:R01:R02.

Izkaze se [3], da je ubeZna hitrost najvegja, ¢e sistem vzbujamo z akusti¢nim poljem s frekvenco
blizu lastnim frekvencam mehurckov (g ~ 1).

11
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—— rezultat: zdruZitev
- ___ rezultat: oddaljevanje

w

Slika 4: trajektorije v faznem prostoru (£, w) za ne-resonanéne mehur¢ke enakih velikosti [3].

— rezultat: oddaljevanje

2% —— rezultat: zdruZitev
L E-10—
L E=05_,
[ == E=02
W OL—,——#’/
2L
- E=10.0
—4 L 1 L 1
-10 -3 -6 —4 -2
¢

Slika 5: trajektorije v faznem prostoru (£, w) za ne-resonan&ne mehuréke razli¢nih velikosti [3].
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Mehuréka razliénih velikosti

Imamo dva razli¢no velika mehurcka, ki ju vzbujamo z akusti¢nim poljem tako, da je g1 > 1
in g2 < 1. Za majhne amplitude vzbujevalnega polja se bosta mehurcka odbijala in koeficient }C
bo negativen. Posledi¢no v fazni ravnini (£, w) pridejo v postev le vrednosti £ < &, = K(14+A).
V tem primeru je predznak K fiksen (negativen)in w > 0 predstavlja oddaljevanje v realnem pros-
toru, w < 0 pa priblizevanje.

Slika 5 predstavlja trajektorije, ki smo jih dobili iz enacbe (3.18). Tu so mozne le pozitivne vred-
nosti energije, obstaja pa tudi mejna vrednost energije E,, = U(&;m,). Za energije 0 < E < E,,
se gibanje konca s sipanjem ne glede na zacetno relativno hitrost. Za E > FE,, se bosta ob
zaCetnem priblizevanju mehurcka zdruzila kljub odbojni Bjerknesovi sili.

Iz mejne vrednosti energije E,, lahko pri fiksni zafetni razdalji g = r¢/Rp1 izra¢unamo mini-
malno relativno hitrost, ki je potrebna za zdruzitev obeh mehurckov [3]:

1/2

om = —wRorBaiE | (1= ) - a4 a2 L3
X Zo

0

3.4.2 Dinamika resonanénega sistema dveh mehurckov

Gibanje opisuje enacba (3.16) s koeficientoma /C in B za primer resonan¢nih mehurckov:
K =24r* (1+ A%)m,

k
B=1272A (1+ A% 222,
Roo
m in n sta definirana v (3.11). Podobno kot v primeru ne-resonan¢nih mehurckov prepisemo
enacbo (3.16) v dinamiéni sistem v kanoni¢ni obliki. Spremenljivki 2 in ¢ skaliramo s parametrom
o, ki je razmerje med privlacnimi in odbojnimi silami:

§=ox,
T = Bo?t,
LK
=5
e 101 2
dr?2 2| €& &8’

Dinamicni sistem se v primeru resonanénega para mehurckov glasi:
dw _1[_1 2] d_
dr 2| & g’ dr

Potencialna energija je sedajU(§) = —1/¢ + 1/£? (Slika 3). Polna energija sistema E (£, w) =

U(€) +w? je konstantna in jo dobimo iz zadetnih pogojev (&, wp). Gibanje bomo opazovali v
obmodcju

(3.19)
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— rezultat: odc;Ianevanje ‘
—-rezultat: zdruZitev

— rezultat: translacijske
F=0.l oscilacije

———
————

g

Slika 6: trajektorije v faznem prostoru (£, w) za resonanéne in anti-resonanéne mehurcke [3].

€1o0€2 < COSO < 2615062, (3.20)

saj tu dobimo stabilno ravnovesno vrednost r in tudi obnaSanje sistema v tem obmod¢ju ustreza
nasim predpostavkam brez dodatnih omejitev. Na manjsih razdaljah od te ravnovesne vrednosti
je sila odbojna, na vec¢jih pa privlacna. Izkaze se [3], da dosezemo pogoj (3.20) pri majhnih
amplitudah vzbujevalnega polja le, Ce sta oba mehurcka (skoraj) enakih velikosti oz. pri A = 1.

Iz pogoja (3.20) sledi, da pri potencialu U(€) (Slika 3) upostevamo le vejo s pozitivnimi £. Ob-
stoj minima U (§) resonan¢nih mehurckov nam zagotavlja stabilno ravnovesno vrednost r, obstoj
maksima U () pri anti-resonan¢nih mehurckih pa labilno ravnovesno vrednost r. Polna energija
je navzdol omejena 7z E,,;, = —1/4, ki ustreza stanju stabilnega ravnovesja v mirovanju za &, = 2.

S pomocjo relacije

(Be2+¢—1)"*

w==L(E-U)"?* =+ :

(3.21)

nariSemo trajektorije v faznem prostoru (£, w) - Slika 6.
Negativna polna energija sistema

Iz enacbe (3.21) dobimo dve resitvi & in &3 za vsako negativno vrednost polne energije. Razvoj
sistema je omejen s tema dvema vrednostima &; < &; in trajektorija je sklenjena krivulja v
faznem prostoru (&, w), zato se lahko pojavi periodi¢no gibanje (translacijske oscilacije). Ce pa
je &2 < &im, se bosta mehurcka zdruzila v prvem ciklu oscilacij. Pogoj za tak dogodek je:

1— 20

E >
402
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Ta pogoj zdruzimo z ostalimi v tej obravnavi: —1/4 < E' < 0. Sedaj lahko opisemo vsako gibanje
pri danih zacetnih pogojih in fiksnem o.

Ce el <o < % in —i < E < 0, so odbojne Bjerknesove sile dovolj moc¢ne, da vzdrzujejo
periodi¢no gibanje mehurckov med mejama &; in &. Enako velja pri pogojih % <o <l1lin
—i < FE < 14_02;’. Amplituda oscilacij je odvisna od znacilnosti radialnih oscilacij posameznih
mehurckov (¢, €, g;), razmerja velikosti A in za¢etnih pogojev, ki dolo¢ajo vrednost polne en-
ergije sistema.

Ce je % <o<lin 14;22‘7 < F <0, se mehurc¢ka zdruzita v prvem ciklu oscilacij.

Zdruzitev mehurckov se zgodi tudi v primeru o > 1, saj so odbojne sile presibke, da bi ustavile
priblizevanje in mehurcka se zdruzita v prvem ciklu oscilacij za vsako polno energijo —% < E <0.

Pozitivna polna energija sistema

V primeru pozitivne polne energije je ena izmed resitev enacbe (3.21) negativna (&2 < 0), druga
pa pozitivna (&; > 0). Ker obravnavamo sistem, za katerega velja pogoj (3.20), so moZne samo
porzitivne vrednosti £. Gibanje je zato omejeno s £ > £; > 0. Tako zacetno priblizevanje vsebuje
dovolj kineti¢ne energije, da premaga odbojne sile in mehurcka se zdruzita. Prav tako zacetno
oddaljevanje premaga privlac¢ne sile in mehurcka se oddaljujeta v neskonénost.

Pogledamo pa lahko, ali obstaja maksimum hitrosti, ki ga doseze relativno gibanje dveh mehurckov.
Izkaze se [3], da za 0 < o < 1 hitrost doseze maksimum v minimumu potencialne energije. V
primeru o > 1 pa se hitrost pri priblizevanju nenehno povecuje, pri oddaljevanju pa nenehno
zmanjSuje.

3.5 Primerjava eksperimentalnih podatkov z napovedjo modela

Da bi ovrednotili zgornjo teoretiéno obravnavo sekundarne Bjerknesove interakcije, primerjajmo
nase napovedi z izmerjenimi podatki [3]. Pri eksperimentu so izvedli meritve pri §tirih razli¢nih
parih mehurckov z razli¢nimi zacetnimi pogoji in pri razlicnih amplitudah vsiljenega tla¢nega
polja, frekvenca le-tega pa je bila povsod enaka, w = 22.5kH z.

Eksperiment Rg1 (mm) Ry> (mm) A (kPa) o (mm) vp (mms™")
A 2.402 1.952 33 42.79 18.9
B 1.583 1.417 21 28.67 20.3
C 1.661 0.779 18 12.82 42.3
D 1.546 1.289 15 26.55 437

Tabela 1:  vrednosti parametrov Stirih opazovanih sistemov mehurckov, in sicer: radij obeh mehurtkov, amplituda
vzbujevalnega polja (A), zaletna medsebojna razdalja (ro) in zaletna relativna hitrost (vo) [3]-
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Slika 7: razdalja med mehurtkoma v odvisnosti od

¢asa za primere priblizujo¢th se mehurc¢kov. Razdaljo
umerimo z zacetno razdaljo 7o, ¢asovno skalo pa z
razmerjem zaletne razdalje in zaetne hitrosti 7o /vo
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Slika 9:  Krozno gibanje dveh mehurtkov skoraj

enakih velikosti, ki ju vzbujamo s frekvenco blizu njunih
lastnih frekvenc. Parametri eksperimenta so: Ro1 =
0.146mm, Ro2 = 0.137mm, q1 = 1.0079,q2 =
0.93861, A = 1.35kPa [3]
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Spreminjanje relativne hitrosti z medsebojno
razdaljo za primere priblizujocih se mehurckov: primer-
java eksperimenta s teoreti¢no napovedio [3].
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Primerjava meritev s teoreti¢no napovedjo
translacijskih oscilacij v smeri x [3].



Na Sliki 7 vidimo €asovno odvisnost razdalje med mehurckoma v primerih priblizevanja (in
zdruzitve) mehurckov. V zacetni fazi prevladuje ucinek zacetne kineti¢ne energije in hitrost se
skorjda ne spreminja. Ta faza traja dalj Casa za veje zaCetne hitrosti in manjse amplitude
zvoCuega polja (primer D). V naslednji fazi pa se Ze pozna interakcija, ki inducira pospesek:
veéja je amplituda vsiljevanega polja, veéji je pospeSek proti zdruzitvi mehurckov. To se vidi iz
naklonov krivulj (A > B > C > D).

Na Sliki 8 lahko primerjamo izra¢unano spreminjanje relativne hitrosti z medsebojno razdaljo z
izmerjenimi vrednostmi. Ujemanje je precej dobro, a konzervativni model, ki ne uposteva sile
upora, napove vec¢jo relativno hitrost. Napaka se povecuje, ko se mehurcka priblizujeta in je
znatna, ko se razdalja zmanjSa na priblizno 3 radije. Tam ima vecji vpliv tako sila upora kot
tudi sklopitev oscilacij mehurckov.

Na Sliki 10 primerjamo izrac¢unano ¢asovno odvisnost razdalje med mehurckoma v primeru
translacijskih oscilacij z izmerjenimi vrednostmi. Izmerjena medsebojna razdalja se giblje med
vredostima X, = 14Rg in Tpar = 29R s frekvenco f = 1.67Hz. Teorija za te vrednosti
napove Tpim = 124Rg in Tpee = 29.5Ry in frekvenco f = 1.58 Hz. Vidimo, da je ujemanje
dobro.

4 Zakljucek

V seminarju sem predstavila principe delovanja primarne in sekundarne Bjerknesove interak-
cije. Osnova za matemati¢no obdelavo problema je Rayleigh - Plessetova enacba, ki opiSe odziv
sferi¢nega mehurcka na ¢asovno spremenljivo tla¢no polje v nestisljivi tekoc¢ini. V sploSnem jo
reSujemo numeri¢no, ob predpostavki majhnih amplitud nihanja mehurcka pa nam aproksimacije
dajo dovolj dobre regitve za proucevanje osnovnih principov primarne Bjerknesove interakcije.
Ugotovoli smo, da sta radij mehurcka in frekvenca vzbujevalnega polja parametra, ki dolocata
smer in velikost sile.

Za opis gibanja sistema dveh mehurckov pod vplivom sekundarne Bjerknesove interakcije smo
uporabili Lagrangeov formalizem. V modelu, ki ne uposteva sile upora, smo obravnavali sklop-
itev oscilacij obeh mehurckov, nato pa iz gibalnih enacb izra¢unali trajektorije razli¢nih sistemov
mehurckov. Iz modela smo razbrali parametre, ki povzrocijo razlicne relativne vzorce gibanja
sistema dveh mehurckov: priblizevanje in zdruzitev, oddaljevanje v neskonc¢nost ter translacijske
oscilacije. Teoreti¢ne napovedi smo nato primerjali z eksperimentalnimi rezultati in ugotovili
dobro medsebojno ujemanje.
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