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Povzetek

Seminar obravnava možnosti obstoja in razmere na planetu v obliki amerǐskega
krofa. V prvem delu je opisan preprost numerični postopek za izračun stabilnih
oblik planeta. Drugi del seminarja je posvečen razmeram na toroidnih planetih z
dimenzijami primerljivimi Zemljinim.
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1 Uvod
Po zakonih fizike sodeč je obstoj planeta v obliki toroida mogoč. Verjetnost, da bi tak
planet nastal v naravi je zelo majhna.

Za vse praktične namene lahko planete obravnavamo kot mehurčke tekočine brez površinske
napetosti. Trdnost skale je zanemarljiva v primerjavi s težo planeta. Njihova površina je
ekvipotencialna ploskev vsote gravitacijskega in centrifugalnega potenciala. Če temu nebi
bilo tako, bi obstajali predeli, ki bi si lahko znižali energijo z zdrsom v nižji predel z nižjim
potencalom. Očitno je tudi, da obstaja maksimalna hitrost vrtenja, pri kateri planet raz-
pade. Cetrifugalna sila postane prevelika in snov pobegne v vesolje.

Ob koncu devetnajstega stoletja so Poincare, Kowalewsky in Dyson raziskali ravnovesna
stanja toroidov z lastno gravitacijo. Izkazalo se je, da lahko teoretično pri ravno pravem
vrtenju elipsoidni planet preide v toroidnega. Dyson je odkril, da mora biti razmerje
večjega in manǰsega radija manǰse od tri. Predebeli obroči so torej nestabilni. Obstaja
tudi minimalna hitrost rotacije, pri kateri obroč preide v elipsoid. Masa in vrtilna količina
planeta morata torej že od vsega začetka imeti primerne vrednosti. Takšen planet bi
najverjetneje hitro postal nestabilen tudi zaradi geoloških aktivnosti in zunanjih motenj.
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Slika 1: Planet v obliki toroida. [1]

2 Stabilnost
Telo obravnavamo kot homogeno in nestisljivo. Predpostavimo tudi, da je vrtenje unifor-
mno okoli simetrijske osi.

Sledili bomo izpeljavi v viru [2]. Vrteče se masivno telo v obliki toroida je stabilno
pri pravem ravnovesju gravitacijskega privlaka in sile zaradi centrifugalnega pospeška. Pri
dovolj veliki vrtilni količini ima takšno telo nižjo energijo kot bi jo imel elipsoid z enakimi
lastnostmi.

2.1 Okrogli meridiani
Najprej poglejmo preprost primer. Predpostavimo, da so meridiani toroida okrogli. V tem
primeru lahko gravitacijsko energijo toroida zapǐsemo kot produkt gravitacijske energije
krogle z enako maso in gostoto E(0)

m in geometrijskega faktorja gm

Em = E(0)
m gm. (1)

Podobna ugotovitev velja za rotacijsko energijo. Lahko jo zapǐsemo kot produkt rotacijske
energije okroglega telesa E(0)

r in geometrijskega faktorja gr

Er = E(0)
r gr. (2)

Oba geometrijska faktorja gm in gr sta analitični funkciji. Slika 2 prikazuje njun potek
v odvisnosti od razmerja med polmerom toroida in polmerom toroidovega obroča R/d.
Funkcija gm je naraščujoča povsod z izjemo okolice R/d ≈ 1, kar je posledica omejitve na
okrogle meridiane.

2



Slika 2: Slika prikazuje geometrijski faktor gm za gravitacijsko energijo in geometrijski
faktor gr za rotacijsko energijo kot funkcijo razmerja R/d. [2]

Celotno energijo sistema lahko zapǐsemo kot

E = E(0)
m gt, (3)

kjer je celotni geometrijski faktor gt podan kot

gt = gm + xgr. (4)

Uvedli smo rotacijski parameter, ki je definiran kot

x = E(0)
r /E(0)

m = 25
12

(4π
3

)1/3 L2ρ1/3

GM10/3 . (5)

Rotacijski parameter x je torej mera za vrtilno količino.

2.2 Splošna oblika meridianov
Dobljene rešitve lahko posplošimo. Točke na notranjem robu toroida čutijo privlak iz
nasprotne strani roba. Zato je smiselno pričakovati, da bo toroid v resnici nekoliko sploščen.
Problem je primerno obravnavati v cilindričnih koordinatah (w, z). Vsaka točka na površini
telesa mora zadostiti pogoju

1
2ω

2w2 − V (w, z) = konst., (6)
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kjer je ω kotna hitrost in V (w, z) gravitacijski potencial. Uvedemo dopolnilni koordinati
r, θ, ki sta povezani z w in z

w = R + r cos θ, (7)

z = r sin θ. (8)

V spremenljivkah r in θ velja za vsako točko na povšini telesa enačba

1
2ω

2(R + r cos θ)2 − V (r, θ) = f(r, θ) = c. (9)

Konstanta c je odvisna od volumna telesa. Enačbo (9) lahko prevedemo v enačbo prvega
reda

∂r

∂θ
= −∂f/∂θ

∂f/∂r
. (10)

Obliko telesa lahko pridobimo z iterativno metodo

∂r(i+1)

∂θ
= −∂f(r(i)(θ), θ)/∂θ

∂f(r(i)(θ), θ)/∂r . (11)

Začnemo v točki r(i+1)(0) = r(i)(0), kjer izračunamo parcialna odvoda ∂f/∂θ in ∂f/∂r.
Uporabimo obliko telesa pridobljeno v i-ti iteraciji r(i)(θ). Numerično rešimo enačbo (11) in
pridobimo novo obliko r(i+1)(θ). Preverimo, če ploskev r(i+1)(θ) vsebuje enak volumen kot
ploskev r(i)(θ). Če temu ni tako, izberemo novo poskusno začetno točko r(i+1)(0) s katero
se poskusimo približati željenemu volumnu. Po nekaj poskusih, ko je željen volumen teles
dosežen, uporabimo dobljeno obliko r(i+1)(θ) v naslednji iteraciji. Ko se oblika telesa med
zaporednimi iteracijami ne spreminja več dosti, smo dosegli ravnovesno obliko.

Rezultate takšnega izračuna pri različnih vrednostih rotacijskega parametra x prikazuje
slika 3. Dolžine so merjene v enotah R0, ki je definiran kot

R0 =
(3M

4πρ
)1/3

, (12)

kar je tudi radij krogle z enako gostoto.

Slika 3: Oblike meridianov pri različnih x. [2]
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Vidimo, da je pri x = 2 meridian skoraj okrogel, saj je sila med nasprotnima deloma no-
tranjega roba zanemarljiva. Ko zmanǰsujemo x, postajajo meridiani vedno bolj sploščneni.
Pomikajo se vedno bližje sredǐsču telesa. Oblika zelo spominja na elipso. V resnici je
površje nekoliko bolj ukrivljeno na zunanji strani, kot pa na notranji strani telesa. Pri-
bližno lahko torej rečemo, da se večja polos elipse nahaja v ravnini toroida in da je manǰsa
polos pravokotna nanjo.

Ko rotacijski parameter doseže vrednost xkrit = 0, 8437, je dosežena meja, pod katero
toroidna oblika telesa ni več mogoča. Pri tej mejni vrednosti (slika 4) je notranja stran
obroča na razdalji 0, 4189R0 od izhodǐsča. Velika os elipse imata dolžini 0, 6108R0 in
0, 3364R0. Radij torida, ki je definiran kot razdalja med izhodǐsčem in sredǐsčem elipse
znaša 1, 044R0. Razmerje med radijem toroida in malo polosjo elipse znaša 3, 10.

Presenetljivo je, da ima toroid le malo nad xkrit notranji rob daleč od izhodǐsča. Prehod
med elipsoidno in toroidno obliko telesa torej ni zvezen.

Slika 4: Presek meridiana pri x = xkrit = 0, 8437. [2]

3 Zemlja v obliki toroida
V nadaljevanju seminarja bomo obravnavali dva primera planeta v obliki toroida in na-
redili primerjavo z Zemljo [1]. Obliki obeh planetov sta bili izračunani z metodo Monte
Carlo. Avtor članka si je izbral začetno maso in vrtilno količino planeta, naključno raz-
poredil infinitizimalne masivne zanke in izračunal vsoto gravitacijskega ter rotacijskega
potenciala. Nato je ponovno naključno razporedil infinitizimalne zanke v notranjost neke
ekvipotencialne ploskve. Postopek je ponavljal dokler ni oblika planeta prešla v stabilno
obliko elipsoida, toroida ali pa je planet razpadel. Računska metoda je bila torej drugačna
kot v zgoraj omenjeni metodi, zato se rezultati nekoliko razlikujejo.

Recimo, da imamo opravka s planetom z maso enako Zemljini. Da bi bil tak planet
stabilen, bi se moral vrteti dosti hitreje kot Zemlja. Dan bi bil dolg slabe tri ure. Notranji
radij planeta bi znašal 0,3, zunanji radij pa 1,7 Zemljinega radija. Obroč planeta bi bil
zelo sploščen. Razmerje med veliko in malo polosjo elipse bi bilo 2,4. Celotna površina
planeta bi znašala 1,6 Zemljine površine. Planet bi bil podoben amerǐskemu krofu.

Planet z maso, šestkrat večjo od Zemljine bi bil nekoliko drugačen. Dan bi trajal
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približno 3,5h. Meridiani bi bili dosti manj sploščeni. Notranji radij bi znašal 1,4, zunanji
pa 3,0 radija Zemlje. Površina planeta bi bila petkrat večja kot Zemljina.

Obliko obeh planetov prikazuje slika 5.

3.1 Gravitacija toroida
Gravitacija na površini toroida je zelo odvisna od lokacije. Naǰsibkeǰsa je na zunanjem in
notranjem robu, najmočneǰsa pa na polih toroida.

Gravitacijski pospešek na planetu z enako maso kot Zemlja bi znašal 0, 3G na ekvatorjih
in 0, 7G na polih. Gravitacijski pospešek bi bil bolj primerljiv z Zemljinim na planetu s
šestkrat večjo maso. V tem primeru bi gravitacijski pospešek na polih znašal 1, 1G. Na
notranjem ekvatorju bi bil 0, 8G, na zunanjem pa 0, 75G. Oba primera prikazuje slika 5

Slika 5: Gravitacijski pospešek na planetu za maso enako Zemljini (levo) in na planetu s
šestkrat večjo maso (desno). [1]

3.2 Svetloba
Dnevi in noči na toroidnih planetih bi bili zelo kratki. Ne bi bilo dosti časa za segretje
površja čez dan in ohladitev čez noč. Dosti bolj do izraza bi prǐsla nihanja temperature
zaradi letnih časov. Toroidni planet, ki bi bil preblizu zvezde, bi zaradi sile plimovanja
postal hitro nestabilen.

Obravnavajmo primer z naklonom enakim Zemljinemu, torej 23◦. Na zunanji strani
obroča, bi bile razmere podobne kot na Zemlji. Bolj zanimivo bi bilo na notranji strani
obroča. Dnevi in noči bi se izmenjevali le poleti in pozimi. Spomladi in jeseni pa bi bilo
ves čas temno. Na nebu bi se videla nasprotna stran notranjega dela obroča. Na planetu z
maso Zemlje, bi lok zasedal kot 30◦, na planetu s šestkratno Zemljino maso pa 20◦. Zaradi
odboja svetlobe iz nasprotnega dela obroča, bi bile noči dosti bolj svetle kot na Zemlji.

Planet kot celota bi pozimi in poleti imel dosti večjo površino izpostavljeno sončni
svetlobi kot spomladi in jeseni. Poleti in pozimi bi se torej segreval, spomladi in jeseni pa
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ohlajal. Slika 6 prikazuje Sončno obsevanost v različnih letnih časih na različnih predelih
površja.

Letno bi največ svetlobe prejel zunanji ekvator. V primeru toroida z maso Zemlje, bi
najmanj svetlobe prejel notranji ekvator, v primeru s šestkrat večjo maso pa pola (slika 7).

Slika 6: Sončna energija pri različnih letnih časih pri naklonu planeta 23◦. 0 predstavlja
zunanji ekvator, 90 severni pol, 180 notranji ekvator, 270 južni pol. [1]
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Slika 7: Letna količina energije na različnih predelih za planet z enako maso kot Zemlja
(levo) in za planet s šeskrat večjo maso (desno). [1]

Zanimiv bi bil tudi primer planeta z naklonom 45◦. V tem primeru bi imel štiri hladneǰse
in štiri topleǰse predele (slika 8).

Pojav je najlažje razumeti, če naredimo primerjavo s planetom Uranom, ki ima naklon
90◦. Polovico leta je severni pol obrnjen proti Soncu, zato ima večina severne poloble ves
čas dan. Ob enakonočju postane osvetljen tudi ekvator. Letno prejmejo poli več energije
kot ekvator. Enako velja tudi ta toroid, le da so v tem primeru poli okrogli.

Slika 8: Energija sončnega obsevanja za planet z naklonom 45◦. [1]

3.3 Geosfera
Razmerje med volumnom in površino toroidnega planeta znaša 1300 km za planet z maso
enako Zemljini in 1500 km za planet s šestkratno maso. Zemlja ima to razmerje 2124 km.
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Sklepamo lahko, da bi se na toroidnih planetih zaradi tega izgubilo dosti več termalne
energije planeta, kar bi zmanǰsalo vulkanske aktivnosti in tektonske premike.

Pri nastanku celin bi bil opazen vpliv razlike med zunanjim in notranjim radijem obroča.
Celina, ki bi se premaknila iz zunanjega na notranji del obroča, bi se skrčila. Na planetu
z eno Zemljino maso bi imela na koncu le 12% na planetu s šestkratno Zemljino maso pa
45% začetne velikosti.

Hitra rotacija toroidnega planeta bi najverjetne povzročila tudi močno magnetno polje.

3.4 Atmosfera
Ugotovili smo, da bi bila količina sončne svetlobe zelo različna na različnih predelih planeta.
Pričakujemo lahko torej veliko vetra, ki bi prenašal toploto iz osvetljenih na senčne predele
planeta.

Upoštevati moramo tudi Coriolisovo silo, ki bi bila zaradi hitre rotacije toriodnega
planeta veliko večja kot na Zemlji. Coriolisov pojav povzroči, da se masi zraka, ki se giba
proti ali stran od ekvatorja ukrivi tir. Masa zraka na zunanjem ekvatorju ima največjo
gibalno količino. Zrak, ki bi se premaknil iz zunanjiga ekvatorja proti polu bi zato pridobil
na hitrosti v smeri rotacije. Prenos toplote v smeri polov torej ni le preprosta konvekcija
od ekvatorja proti polom, saj imajo vetrovi ukrivljene oblike.

Na obravnavanih toridnih planetih je hitrost vrtenja približno osemkrat večja od hitrosti
vrtenja Zemlje. Ukrivljanje poti zračnih mas bi bilo torej dosti večje. Razmere bi bile bolj
podobne razmeram na Jupitru, kot pa na Zemlji. Prenos toplote od ekvatorja proti polom
bi bil zato manj učinkovit. Temperaturne razlike med območji bi bile večje. Zaradi tega
bi bilo dosti več vremenskih pojavov. Kakšni bi ti bili je težko predvideti.

3.5 Lune
Luna, ki bi krožila točno v ekvatorialni ravnini planeta, bi čutila enak potencial kot lune
sferičnih planetov. V primeru nagnjene orbite bi bile stvari drugačne. Potencial bi v
bližini planeta padal počasnje kot v primeru sferičnega planeta 1/r. Keplerjeva elipsa
v tem primeru ni več pravilna rešitev. S tem problemom so se že ukvarjali načrtovalci
satelitov. Zemlja je dovolj sploščena, da je ta pojav opazen. V primeru toroidnih planetov
je veliko bolj izrazit.

Dovolj oddaljene lune bi potovale po tiru elipse, ki bi močno precesirala (slika 9). Bližnje
lune bi imele bolj kaotične trajektorije.
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Slika 9: Orbita oddaljene lune s skoraj ekvatorialno orbito levo in lune s skoraj polarno
orbito desno. [1]

Trajektorije lun bi lahko šle tudi skozi luknjo toroida. Toroidni planet ima v svojem
sredǐsču Lagrangeovo točko, kjer je vsota vseh sil enaka 0. Luna, ki bi se nahajala natančno
v tej točki, bi ob majhni motnji pobegnila iz nje. Orbite, ki gredo skozi to točko, pa so lahko
stabilne. Najenostavneǰsi primer tovrstne orbite, je nihanje gor in dol skozi luknjo (slika 10
levo). Ta nihanja so lahko tudi ukrivljena (slika 10 na sredini). Takšnemu nihanju lahko
dodamo tudi nekaj hitrosti v pravokotni smeri. Tako dobimo zaključene zanke nihajoče
skozi luknjo toroida (slika 10 desno).

Slika 10: Različni tipi trajektorij lun, ki nihajo okoli luknje toroida. [1]

Stabilne bi bile tudi orbite lun, ki bi krožile skozi luknjo obroča (slika 11). Takšna
orbita bi bila sestavljena iz dveh kroženj. Prvo kroženje bi bilo kroženje okoli obroča, ki bi
tvorilo zanko podobno elipsi. Drugo kroženje bi predstavljajo premikanje te elipse v smeri
vzhod-zahod.
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Slika 11: Krožne orbite skozi luknjo toroida. [1]

4 Zaključek
Obstoj toroidnih svetov v naravi je malo verjeten. Če bi obstajali, bi bile razmere na
njih zelo zanimive. Imeli bi nenavadne klimatske razmere, letne čase, gravitacijsko polje,
dramatične vremenske pojave in lune z nenavadnimi orbitami.

Omenimo še, da toroidna oblika v naravi ni tako zelo redka. Ogljikove nanocevke
se lahko sklenejo v zaključeno zanko in tako tvorijo toroidni kristal. Toroidne oblike se
pojavljajo tudi pri kondenzaciji DNA.
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