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Povzetek

Visokofrekvencéni podatki o finanénih ¢asovnih vrstah vodijo k vedno
globjemu razumevanju porazdelitve cen na trgu. Kar nekaj specifinosti je, ki
so dobro podprta z empiriénimi dejstvi. Tako imajo, npr., gostote
verjetnostnih porazdelitev spremembe cene aktiv sledece lastnosti: (i)
Verjetnostne porazdelitve nikakor niso Gaussove in so v centralnem delu
dobro aproksimirane z Levyjevo porazdelitvijo. (ii) Imajo dolge repe, toda v
vseh redovih konéne momente. (iii) So samopodobne na Siroki, a vendar
konéni, c¢asovni skali. (iv) Medtem ko se avtokorelacijska funkcija
spremembe cene razkroji v ni€ v manj kot 15 trgovalnih minutah, ima
korelacija absolutne vrednosti ali kvadrata iste stohastiCne spremenljivke
precej daljsi spomin in kaze obnasanje, ki ga lahko opisemo s potenénim
zakonom.



Kazalo

1. Uvod 3
2. Orodja 3
2.1 Stabilne porazdelitve. . . ........ . ... 3
3. Modeliranje finanénega trga 5
3.1 Prirezan Levyjevlet. . .. .. ... . 10
4. Korelacija v finanénih éasovnih vrstah 12
4.1 Volatiinost. . . ... ... . 13
5. Zakljucek 15



1. Uvod

Finanéni trgi kazejo Stevilne lastnosti znacilne za kompleksne sisteme. Opravka imamo z
odprtim sistemom v katerem veliko majhnih enot pod vplivom povratnih informacij interagira
nelinearno. Casovna evolucija sistema je vestno zabelezena — vse do &asovne skale nekaj
sekund. Praktiéno vsaka transakcija na trgu je shranjena v enormno bazo podatkov, ki nudi izziv
in priloznost raziskovalcem vedenja kompleksnih sistemov.

V pri¢ujo¢em seminarju bomo uporabili koncepte statistiCne fizike za opis finan€nih procesov.
Nas namen je preuditi, kako se na finanénem trgu spreminjajo cene. Zaceli bomo z razlago
matematiénih orodij, ki jih bomo uporabili v kasnejSih poglavjih, predstavili bomo modele s
katerimi skuSajo raziskovalci opisati dogajanje na trgu in se v zadnjem poglavju dotaknili Se
korelacije znotraj finanénih vrst. Uvedli bomo pojem volatilnosti, t.j. kvadrat ali absolutna
vrednost spremembe cene v nekem c¢asovnem okviru, in z njim pokazali nenakljuénost
oblikovanja cen.

2. Orodja
Poglejmo vsoto n neodvisnih identicno porazdeljenih (i.i.d.) naklju€nih spremenljivk Xx;,

S, =X X, .. t+X, 1)
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Identiéno porazdeljene nakljuéne spremenljivke {xi} karakterizirajo momenti E{x } ki so

neodvisni od i. Gostota verjetnostne porazdelitve (PDF) za § v sploSnem ni Gaussova, z

rasto¢im n pa se, po centralnem limithem teoremu, njena oblika asimptotsko bliza Gaussovi.
Hitrost konvergence je po Berry-Esseenovem teoremu doloena s kvocientom tretjega momenta
absolutne vrednosti in kuba standardne deviacije x,. Podobno velja tudi za naklju¢ne

spremenljivke, ki niso identi¢no porazdeljene [1].

2.1. Stabilne porazdelitve

Poseben tip porazdelitev na katerega naletimo pri porazdelitvi vsote n i.i.d. nakljuénih
spremenljivk, so stabilne porazdelitve. Njihova funkcionalna oblika za razli¢ne vrednosti nostaja
enaka.

Lorenzova in Gaussova porazdelitev sta stabilni porazdelitvi. Za prvo preverimo to s pomocjo
karakteristiCne funkcije. PDF Lorenzove porazdelitve je

_y 1
P(x) =~
=)

(@)
Karakteristicna funkcija — Fourierova transformiranka verjetnostne gostote — zanjo je
#(a) = [P(x)eTdx=e"" 3)

Po konvolucijskem izreku je Fourierova transformiranka konvolucije funkcij enaka produktu
Fourierovih transformirank teh funkcij. Karakteristicna funkcija ¢ (q) verjetnostne porazdelitve

P(x + X, +...+x,) = P(x)) OP(x,) O...0P(x,) ; Xy X yeeer Xy i (4)



je danas

$.(a) =[] (5)

Za primer Lorenzove porazdelitve za dve spremenljivki izraCunamo karakteristicno funkcijo
¢,(q) = e 2% in njej Fourierov obrat. PDF za dve spremenljivki

2y 1

PX,*X,)=————
(l 2) 7T4y2+X2

(6)

ima enako funkcionalno obliko kot za eno samo (2), Lorenzova porazdelitev je torej stabilna.
Karakteristi€nima funkcijama obeh omenjenih verjetnostnih porazdelitev je skupna oblika

¢(q)=e":  (a=1zalorenzovo, a = 2 za Gaussovo porazdelitev) (7)

Levy in Khintchine [2] sta reSila problem splosne stabilne porazdelitve. Karakteristi€éna funkcija
take porazdelitve je oblike

Euq vlql - |ﬂ %[a;tl]
Ing(q) =D (8)

Suq—y|q|g+iﬁﬂﬂln|q|a lor=1]
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kier so 0<a <2, yje pozitivni skalni faktor, y 0 in [ parameter asimetri¢nosti 3 [] [— Ll].
Analitiéna oblika Levijeve porazdelitve je znana le za nekaj vrednosti ain 3:

a=1/26=1 Levy—Smirnov
a=15=0 Lorenzova 9)
a=2 Gaussova

Ukvarjali se bomo le s simetricno porazdelitvijo (B =0) z ni€elnim povprec€jem (u=0).
Simetri¢na Levyjeva verjetnostna porazdelitev P, z indeksom a in skalnim faktorjem y je

P (x) = lj;e‘yqa cos(gx)dq (10)
T 0

razvito v vrsto za [ >>0, y =1

Fl+a)sin(rmo/ 2) - |X|—(1+a)

P_(x) = r[|x|1+a

(11)



Asimptotiéno obnasanje za velike X je potenéno, kar ima hude posledice na momentih

porazdelitve. E{[xln} divergira za n=a, ko je a <2. Nobena Levijeva porazdelitev z a <2 nima

konéne variance. Negaussove stabilne stohasticne porazdelitve tako nimajo karakteristiéne
skale — njihova varianca je neskonéna!

Pokazimo Se, da so te stabilne porazdelitve tudi samopodobne. Za reskaliranje verjetnostne
porazdelitve se ozrimo k vrednosti v izhodi$¢u

P(S, =0 =%ie‘““‘“dq = o (12)
Porazdelitev P(S,) je pravilno reskalirana z

P(S,) = P(S,)n"® (13)
pri €emer si normalizacijo zagotovimo z izbiro

S, = n?”a . (14)

3. Modeliranje finanénega trga

Statisti€ne lastnosti casovnega razvoja cen igrajo kljuéno vlogo pri modeliranju finanénih trgov.
Popoln opis stohasti¢nega procesa zahteva znanje o pogojni verjetnosti na vseh nivojih, kar pa
je v realnosti seveda nemogoca zahteva. Fiziki se problema lotevajo v dveh korakih: raziskujejo
Casovne korelacije oz. spekter ter Studirajo asimptotiéne verjetnostne porazdelitve.

Definirajmo Y(t) kot ceno finanéne aktive v trenutku t. S pojmom finanéna aktiva zavzamemo

vse, kar se prodaja na borzi (delnice posameznih podjetij, druge vrednostne papirje kot so npr.
obveznice in blagovne opcije, tuje valute...) in vse celokupne indekse, ki so kakorkoli odraz
dejavnost na trgu (indeks S&P 500 je prerez skozi 'delovanje’ 500 najbolj reprezentativnih
ameriskih podjetij, v indeks DJIA so vklju¢ena podjetja t.i. stare ekonomije...). Edini pogoj, da
aktiva sodi v naSo obravnavo je, da je trgovanje z njo dovolj zivahno, da je torej sploh smiselno
govoriti 0 njeni statistiki v pravem pomenu te besede.

Stohasti¢na spremenljivka, ki jo bomo raziskovali, je sprememba cene

Z, () =Y(t+AL) -Y(D) (15)

V literaturi pogosto kot stohasti€no spremenljivko obravnavajo spremembo logaritma cene. S
tem je zagotovljena pozitivnost cene, za samo obravnavo pa izbira nima posledic. Tudi ¢as
lahko definiramo na ve& nacinov; kot fizikalni ¢as, kot trgovalni ¢as ali kot transakcijski ¢as.
Fizikalni €as je dobro definiran, toda trgovanje na borzi poteka le kratek del dneva. Bolj smiselno
je govoriti o trgovalnem ¢€asu, t.j. ¢asu, ko je borza odprta, z nadaljevanjem ob naslednjem
odprtju. V tretiem primeru vsaka transakcija hkrati pomeni tudi premik v ¢asu. V opisih je ¢as
najpogosteje definiran kot trgovalni ¢as, med samimi definicijami €asa pa, ob doloc¢enih
privzetkih, ni bistvenih razlik.



Najosnovnejsi, najpogostejsi stohastiéni model dinamike cen predvideva, da je InY(t) difuzni
proces pri katerem so spremembe InY(t) porazdeliene Gaussovo. Tako je k problemu prvi

pristopil leta 1900 Louis Bachelier [3]. Predvideval je, da so spremembe cen neodvisne,
identi€no porazdeljene Gaussove spremenljivke. Res, ¢e obravnavamo vsako spremembo cene
kot vsoto Stevilnih majhnih nakljuénih prispevkov, ki jih povzrogijo razliéni faktorji na trgu, nas
centralni limitni teorem napelje na Gaussa kot prvega kandidata!

Ta model, znan kot geometri¢éno Brownovo gibanje, je prvi priblizek obnasanja cen opazenega v
empiricnem raziskovanju. Odstopanja, ki so znova in znova evidentirana na razli¢nih trgih, so
precejs$nja, predvsem v podroéju, ki je trgovcem najbolj zanimiv, v repih porazdelitve. Empiriéne
distribucije so precej bolj Sirokorepe kot predlagana Gaussova porazdelitev - imajo ozji in visji
maksimum ter SirSe repe (Slika 1). Kvantitativno jih izmerimo s €etrtim momentom distribucije
razlik cene, definirano z

(8:Z2-4,2)"

=
o(T)*

(16)

Eksces je dolo¢en tako, da ima pri Gaussovi porazdelitvi vrednost ni¢. Pozitivna vrednost
£ pomeni pocasen asimptoti€en razkroj PDF-ja. Vrednost £ sprememb cene izmerjena na trgu

tujih valut ima tipi€ne vrednosti okrog € =60, za indeks S&P 500 pa znaSa € =15.
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Slika 1: (a) Empiriéna porazdelitv spremembe cene r za Dow Jones Inustrial Average (DJIA) med leti 1962 in 1993 v
primerjavi z Gaussovo porazdelitvijo. (b)Ista porazdelitev v logaritmi¢ni skali, ki poudarja razliko v repih porazdelitve

Teoretiki so, upostevajo€ ugotovitve pridobliene z raziskovanjem, predlagali Stevilne alternative
modelu geometriCnega Brownovega gibanja. Prvi tak model, ki uposteva leptokurticnost
empiri€nih verjetnostnih porazdelitev, je leta 1963 predlagal Mandelbrot [4], ko je modeliral
InY (t) cene bombaza kot stohasti¢ni proces z Levy-stabilnimi negaussovimi spremembami.
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Slika 2: (a)Normalna porazdelitev z nic¢elno srednjo vrednostjo in standardno deviacijo enako 1 v primerjavi z Levyjevo
porazdelitvijo z @ =1.428. (b) Ista primerjava v logaritmiéni skali.

Njegovi najzanimivejsi lastnosti sta seveda stabilnost (tudi samopodobnost) in neskonéni drugi in
viSji momenti.

Za Casovni interval segajoC tri velikostne stopnje se njegov model izredno dobro prilega
dejanskim podatkom v centralnem delu porazdelitve, odpove pa v primeru najredkejSih
dogodkov.

Za kvalitativno karakterizacijo eksperimentalno opazenega procesa najprej doloimo
verjetnostno porazdelitev P(Z) sprememb indeksa za razlicne vrednosti At. Vrednosti za

At izberemo tako, da so logaritmi€éno med sabo enako oddaljeni segajo¢ od 1 do 1000 minut.
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Slika 3: Verjetnostna porazdelitev P(Z,, ) indeksa OBX v &asovnih intervalih At od 1 do 316 min. Z rasto&im
intervalom se verjetnostna porazdelitev Siri.

Kot je pricakovano za nakljuéni proces, so distribucije bolj ali manj simetriéne in se Sirijo, ko
vecamo At (Slika 3). Opazimo tudi, da imajo precej SirSe repe kot bi bilo to pri normalnem
procesu. Iskanje parametrov porazdelitve je zahtevno, ¢e se posluzujemo metod, ki se
osredotocajo na repe porazdelitve, saj vecje vrednosti At pomenijo manjSe Stevilo podatkov.
Nas$ pristop je zato drugacen: raje Studiramo verjetnost dogodkov v izhodiséu P(Z =0) kot
funkcijo At. S to izbiro proucujemo tocko vsake porazdelitve, ki je najmanj prizadeta s Sumom
zaradi omejenosti naSe baze podatkov (Slika 4)
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Slika 4: Verjetnost dogodka v izhodi$¢u P(Z = 0) kot funkcija intervala /At za indeks OBX.

Podatkom se prilega premica s strmino —0.712 £ 0.025. V obmogju trgovalnega ¢asa od 1 do
1000 minut opazimo ne-normalno skalirno obnaSanje (naklon#-0.5). Eksperimentalne
ugotovitve se skladajo s teoreticnim modelom Levyjeve hoje oz. Levyjevega leta v osrednjem
delu porazdelitve; dobro se ji prilega Levyjeva stabilna simetri€no porazdelitev z indeksom o in
skalnim faktorjem y (10), ki ju moramo $e dolog¢iti.

Preko podatka o naklonu grafa za verjetnost dogodka v izhodis€u (12)

rl/a)

PO e

(17)

izracunamo vrednost indeksa a, a =1.40+ 0.05.

Poglejmo $e, €e se skaliranje razteza ez celotno verjetnostno porazdelitev. Levyjevo simetriéno
porazdelitev znamo reskalirati (13, 14)

[ T T T

T oAt=1min
T Ar=3min

“ At=10min

T At=32min

= Al=100min

T M=316min |

log,,Pro(Zs)
(23
T

Slika 5: Iste porazdelitve kot na Sliki 3 toda v skaliranih enotah. Porazdelitve se sesedejo v eno samo. To¢ke na ¢rtah
zunaj povprecnega obnasanja definirajo Sum posamezne porazdelitve.

Vsi podatki se sesedejo na porazdelitev za At=1 min. Sklepamo, da Levyjeva porazdelitev
dobro opiSe dinamiko porazdelitve P(Z) nakljuénega procesa prek ¢asovnega intervala dolzine
vsaj treh velikostnih stopen;.

Primerjajmo Levyjevo porazdelitev z empiriéno porazdelitvijo spremembe cene (Slika 6). Polna
¢rta ni samo fit podatkom, primerni skalirni faktor y = 0.00375 smo dobili z uporabo
eksperimentalnih vrednosti priP(Z=0) in (17). Odliéno prileganje Levyjevega profila na

obmogju treh velikostnih redov opazimo za |Z|/J >6; tukaj je 0 =0.0508 standardna deviacija.



Iongr{Zl.-\tl]

-15 -10 -5 0 5 10 15
ZIADT

Slika 6: Primerjava At =1porazdelitve (indeks OBX) z Levyjevo stabilno porazdelitvijo. Normalna porazdelitev kaZe
zelo slabo ujemanje s podatki, posebno v repih.

Modelirana porazdelitev pa zal kaze ocitha odstopanja repov od empiricne porazdelitve.
Levyjeva porazdelitev ima neskon€en drugi moment, €e je a <2 (11), toda eksponentno padanje
nase eksperimentalne porazdelitve implicira konéen drugi moment. Varianca empiriénih
podatkov preverjeno konvergira h konéni vrednosti. Kako torej zaobiti problem konéne variance,
€e naj bi za opis porazdelitve sprememb cene uporabljali Levyjevo porazdelitev?

Levyjevo skaliranje na Siroki ¢asovni skali, ki smo ga pokazali (Slika 4, Slika 5), se zdi v
nasprotju s konéno varianco, toda najnovej$e Studije dokazujejo [5], da je Levyjevo skaliranje
dobro na daljSih ¢asovnih intervalih tudi za dinamiko "kvazi-stabilnih" stohastiénih procesov s
konéno varianco. Konéna varianca pomeni, da je skaliranje priblizno in velja le na konénem
¢asovnem intervalu. Za dalj$e €asovne intervale se mora skaliranje skaziti. Poglejmo verjetnost
dogodkov v izhodis¢u P(Z =0)za visokofrekvenéne podatke indeksa S&P 500 skupaj s

P.(Z =0), P, kot Gaussova porazdelitev, verjetnostjo za dogodek v izhodiS€u za proces, ki bi
bil Gaussov.
Empiri€ne vrednosti variance izmerjene za vsako vrednost At uporabimo za izracun P (0).

Razlika med verjetnostma pri vsakem At je merilo za ne-normalnost verjetnostne porazdelitve.
Opazno je, da razlika verjetnosti v izhodis€u sistemati¢no pada za 30 < At <1000 minut (Slika 7).
Z ekstrapolacijo skalirnega obnaSanja P(0)in P;(0) ocenimo, da se zlom negaussovega
skaliranja zgodi pri priblizno 10* trgovalnih minutah. Zaklju¢imo lahko, da je negaussovo
skaliranje opazeno na ¢asovnem intervalu, ki je sicer velik, ne pa neskonéen, segajo¢ od 1 pa
do 10*trgovalnih minut.
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Slika 7: Verjetnost dogodka v izhodiS¢u za visokofrekvenéne podatke S&P 500 (krogci) skupaj z verjetnostjo, ¢e bi bil
proces Gaussov (kvadratki) z varianco ocenjeno iz merjenj za vsak At .



3.1 Prirezan Levyjev let

Stohasti¢ni proces s konéno varianco, ki uposteva skalne relacije na velikem, a konénem
intervalu, je prirezano Levyevo gibanje, TLF, definirano z

H0) X > |
POOSER () -l <x<l| (18)
X< -

P_(X)je simetricna Levyeva porazdelitev z indeksom a in skalnim faktorjem y, C je

normalizacijska konstanta. TLF ni stabilen stohasti€ni proces, dokazali smo namre¢, da so
stabilne le Levyeve porazdelitve. Ima pa konéno varianco in skonvergira h Gaussovi porazdelitvi.

Porazdelitev P(S,) se dobro prilega P_(X) v limiti n - 1, za limito n - o paje P(S,) = P (S,)
(Slika 8a). Obstaja mejna vrednost n, n,, da je

|:PL (Sn) n<< r]x

P(S,)) = 19
(S)  (S)  n>sn, (19)
n jedanz n, = Al“, kjerje za y =1
D |ﬁa/(a—z)
™ (20)

) Egr(l/a)[r(lm)gn(mm) 12-a)]"? E

Zanimivo je opazovati konvergenco procesa TLF k njegovi asimptoti, Gaussu, z rasto€im n. Pri
parametrih a =1.5in | =100 simulacija pokaze, da je mejni n, = 260 .

Pri enakih parametrih nari§imo porazdelitev P(S,)za razlicne vrednosti n, vselej primerno
skalirano, da si olajSamo primerjavo. Oblika TLF porazdelitve se o€itno spreminja z n-jem. Za

majhne vrednosti n (n =1, 10) se njena oblika ujema z Levyjevo, za velike n (n = 1000) pa se
bliza Gaussu.

Log P(S)

Slika 8: (a)Verjetnost v izhodigéu kot funkcija N za @ =1.5in | =100 . Levyjev rezim je prikazan s polno &rto,

Gaussov pa s ¢rtkano. Krogci predstavljajo simulacijo s 500° realizacijami. (b)TLF proces z enakimi kontrolnimi

10



parametri za N =1, 10, 100 in 1000. Za majhne N (1(krogci), 10 (kvadratki)) je centralni del porazdelitve dobro
opisan z Levyjevo porazdelitvijo (polna ¢&rta), za vecje vrednosti N (1000 (obrnjeni trikotniki)) pa je proces Ze skoraj
Gaussov (Crtkana &rta).

Posledice brutalnega rezanja porazdelitve se zal odrazajo tako, da ne poznamo analiticnega
izraza za karakteristicno funkcijo, racunalniske simulacije procesa s tako definirano
porazdelitvijo pa zahtevajo precej napora.

Eksponentno odrezano Levyjevo gibanje, ETLF, kjer porazdelitev pri neki meji namesto
skokoma eksponentno posliemo proti nicli, je za simulacije precej primernej$e in enostavnejse,
poleg tega pa poznamo tudi analiti¢en zapis njegove karakteristiéne funkcije

B (qZ +1/|2)a/2
| =c,-¢,——— tg(l 21
ng(a)=c,—¢ cos12) codaarctg(l|d))] (21)
a C, je skalni faktor (22)

CG=E—— 7,
cos(r / 2)
Drugacgen nacin rezanja ne vpliva na konvergenco ETLF h Gaussu.

Raziskava skalirnih lastnosti P(Z =0) v razlienih €asovnih obdobjih nam pove, kako se
obnaSata indeks a in skalni faktor y (Slika 9). O¢itno je, da so grafi P(Z =0) za razli¢na leta

vzporedni, poleg tega pa so vzporedni tudi grafu za celoten obseg podatkov, kar kaze, da je v
grobem indeks a ¢ez leta konstanten. Faktor y s katerim je povezana vertikalna pozicija grafa,

kaze veéje fluktuacije. Vedji je za obdobja, ko je trg bolj dejaven.
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Slika 9: Verjetnost za dogodek v izhodi$€u indeksa S&P 500 za razli¢na leta. Opaziti je enako skalno vedenje za vsa
leta, skalni faktor Y pa kaze vecje fluktuacije.

Casovna neodvisnost kontrolnih parametrov TLF-ja, a, y in |, je glavni pomislek tega modela.

TLF model dobro opise asimptotiéne porazdelitve sprememb cene merjenih na razliénih
¢asovnih skalah, ne omogoc€a pa pravilnega opisa ¢asovne odvisnosti volatilnosti - dejavnosti -
opazene na realnem trgu.
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4. Korelacija v finanénih €asovnih vrstah
Znano dejstvo je, da gibanja cen na trgu ne posedujejo omembe vredne avtokorelacije [6, 7].
Avtokorelacijska funkcija sprememb cene

= @tdytw B 6Yt @HT

R(T) (23)
var(dy, )
se razkroji v ni€ v nekaj minutah: za T = 15 min jo lahko mirno ena&imo z nic.
10° @ T T T
[ J
=
g w L Exponential decay, v=4 min
o
g 4
£ \‘.\ Noise level
§ 10* | . l E
5 t . ]
« [ ’......... [ ] R 3
[ .’. ®qee!
103 1 1 1
0 10 20 30 40
time lag [min]

Slika 10: Avtokorelacijska funkcija za S&P 500, beleZzena na minutni skali. Funkcija se razkraja eksponentno s
karakteristi¢nim &asom T =4min.

Odsotnost zaznavnejSe korelacije v spremembah cene je velikokrat dokumentirana in obi¢ajno
citirana kot "Teorija u€inkovitega trga'[6].

Fenomen je intuitivno lahko razlozljiv; e bi spremembe cene posedovale ob&utno korelacijo, bi
jo lahko izkoristili v preprosti strategiji, s katero bi dosegali pozitivhe rezultate, se pravi zasluzke.
Take strategije pa bi tako reducirale korelacije, razen morda na kratek rok, to je ¢as, ki je
potreben, da informacije ucinkujejo na trgu. Z gornje slike (Slika 10) je razvidno, da se
avtokorelacijska funkcija spremembe cene eksponentno razkroji z relaksacijskim ¢asom

T =4min .Ta &as je bolj kot ne univerzalen in je povezan z moznostmi informacijske tehnologije. Po teh &tirih
minutah o informaciji, ki je vplivala na spremembo vrednosti aktive, Ze vsi vedo in na njen racun zasluZzki niso ve€
mozni.

Statistine lastnosti lahko obravnavamo tudi v prostoru frekvenc. Spektralna gostota ¢asovne
vrste je dana kot Fourierova transformiranka njene avtokorelacijske funkcije

S(f) = J’_°° R(T)e T dT (24)
Za posamezno delnico ugotovimo, da je spektralna gostota logaritma cene dobro opisana z

S(f) =f—12 (25)

kar je tudi spektralna gostota nakljuéne hoje.
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Slika 11: (a)Avtokorelacijska funkcija spremembe logaritma cene za Coca-Colo od 7/89 do 10/95. (b)Spektralna
gostota za isto delnico je dobro aproksimiranaz S(f) =1/ f 2,

Hiter razkroj avtokorelacijske funkcije implicira aditivhost varianc: vemo, da je za nepovezane
spremenljivke varianca vsote enaka vsoti njihovih varianc. Odsotnost linearne korelacije je tako
konsistentna z linearno rastjo variance glede na ¢asovno skalo kot kaze (Slika 12).

4.1 Volatilnost

Avtokorelacijska funkcija spremembe cene se eksponentno razkroji z majhnim karakteristi¢nim
¢asom nekaj trgovalnih minut. Toda odsotnost zaznavnej$e avtokorelacije Se ne pomeni, da so
spremembe cene neodvisne nakljuéne spremenljivke. Stevilne $tudije so pokazale, da imajo
avtokorelacijske funkcije nelinearnih funkcij kot so absolutna vrednost ali kvadrat vrednosti daljSi
spomin. To nas navede na misel, da poleg samih sprememb cen obstaja Se en stohasti¢ni
proces — volatilnost. Volatilnost je najpogosteje ocenjena kot standardna deviacija ali kot
absolutna vrednost spremembe cene v ustreznem &asovnem okviru in je merilo, kako verjetno
je, da bo nasa stohasticna spremenljivka dozivela fluktuacijo. Dober razlog za obravnavo
statisti¢nih lastnosti volatilnosti je gotovo ta, da volatilnost direktno lahko povezemo s koli€ino
informacije, ki prispe na trg v doloenem €asu. Na veliko koli€ino informacij se trgovci navadno
burno odzovejo, koli¢ina zamenjanih delnic je velika, in volatilnost v splodnem velika. Poleg tega
je iz prakti¢nega vidika volatilnost kljuéni parameter za mero tveganja finanéne investicije.
Spektralna gostota in avtokorelacijska funkcija spremembe cene sta statisti€ni orodji, ki nista
posebno obCutljivi na korelacije daljSega dosega. Test, ki je uspesnejsi za odkrivanje prisotnosti
korelacije daljSega dosega, temelji na opazovanju ¢asovnega razvoja standardne deviacije o(t)

spremembe cene. V splosnem je o(t)Ot", kjer je v=1/2 za neodvisne spremembe.

EmpiriCne raziskave so pokazale, da je vrednost koeficienta v specifiCna za vsak trg posebej
(NYCI =0.52, DAX = 0.53, MIB = 0.57) je pa vedno rahlo ve¢ja od 0.5, kar kaze na rahlo
korelacijo daljSega dosega.
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Slika 12: Skalirno obna$anje variance spremembe cene: varianca raste priblizno linearno s ¢asom. Indeks S&P 500.

S proucevanje visokofrekvenénih podatkov indeksa S&P 500 so ugotovili, da ima o(t) dva

rezima. Za kratke ¢ase ('t < 30 trgovalnih minut ) je obnasanje superdifuzno (v >0.5) z v =0.8,
dolgoc€asovni rezim pa je blizu difuznemu (v =0.5).

Pojav lahko povezemo s "kopi€enjem volatilnosti”, dejstvom znanim iz finanéne literature: velikim
gibanjem v ceni sledijo Se druge velike fluktuacije, ki pa niso obvezno v isti smeri.

Seveda podobno analizo lahko naredimo tudi v frekvenénem prostoru. (Slika 13) kaze spekter, ki

se obnasa kot 1/ f'1 z n =0.7in torej potrjuje prisotnost daljSega spomina v €asovni vrsti

volatilnosti. O karakteristicnem razpadnem ¢&asu je v tem primeru tezko govoriti. Obnasanje
avtokorelacijske funkcije volatilnosti namre€ najbolje opisemo s potenénim zakonom in funkcija
ostane pozitivna in razlicna od ni¢ ve€ let. Relevanten podatek je le eksponent a, ki je enak

n=1-a, a=0.3.
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Slika 13: Spekter volatilnosti visokofrekvenénih podatkov S&P 500 za ¢as od 1984 do 1996. Oster vrh opazen pri
frekvenci 1/dan je povezan s fluktuacijami volatilnosti znotraj enega dne.

Poudariti je treba, da obstoj korelacije v volatiinosti ne nasprotuje opazanjem medsebojne

neodvisnosti spremembe cene, saj avtokorelacijski funkciji spremembe cene in volatilnosti
zavisita od razli€nih redov pogojnih verjetnostnih gostot.
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Zanimivo je pogledati Se obnasSanje Cetrtega momenta porazdelitve P(Z). V primeru i.i.d.

sprememb cCetrti moment z rasto€im n pada kot 1/n, v naSem primeru spremembe cen pa se
razkraja precej pocasneje (Slika 14). Obnasanje opisemo z

k(nt) Ok (r)/nt (26)

s £=05. Prehod B (Z) na vegji Casovni skali h Gaussovi porazdelitvi R;(Z) je torej
konsistentna z dejstvom, da eksces leze k ni€li, ko n 0z. At - .

20.0

e — — Data
——— Power-law fit K(T)= A/T*0.5)

15.0 i R

10.0
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Slika 14: Skalirno obnasanje ekscesa spremembe cene. Padanje opiSe potencni zakon z eksponentom 0.5. Indeks
S&P 500.

IzraGunali bi lahko tudi vis§je momente porazdelitve in preverili njihovo obnasanje, toda napaka
takih izraunov z rasto&im redom momentov moéno naraste.

5. Zaklju€ek

V seminarju smo ugotovili, da imajo porazdelitve spremembe cene aktiv na finanénem trgu Sirse
repe kot jim jih napoveduje Gaussova porazdelitev. Njihovo porazdelitev v centralnem delu
dobro opisuje simetricna Levyjeva stabilna porazdelitev indeksa a in skalnega faktorja Yy,

katere repi pa precenjujejo verjetnost ekstremnih dogodkov. Znano je, da ima empiriéna
porazdelitev spremembe cene konéne momente in to je tudi drugi veliki manko Levyjeve
porazdelitve — njeni momenti so namre¢ neskonéni. K temu problemu ustrezno pristopimo s
prirezano Levyjevo porazdelitvijo, ki pa ima, kot je opisano v razdelku 3.1, zal tudi nekaj
pomankljivosti. Preverili smo tudi korelacijske funkcije finanénih €asovnih vrst. Avtokorelacijska
funkcija spremembe cene se razkroji v ni€ eksponentno s karakteristi€nim ¢asom 5 min kar nas
navaja na neodvisnost spremenljivk, avtokorelacijska funkcija kvadrata spremembe cene — t.i.
volatilnost, pa kaze precej vecjo vztrajnost. Pozitivna in od ni€ razli€na ostane v zelo dolgem
¢asovnem obdobju.
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