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Povzetek

Thomsonov problem se ukvarja s stacionarnimi stanji elektricnih nabojev,
vezanih na gibanje po povrsini prevodne krogle. Kljub navideznosti enostavnosti,
problem kaze veliko raznolikost v resitvah in se dotakne osnovnih simetrijskih
lastnosti trikotnigkih mrez na ukrivljenih povrsinah. Pojave, ki odrazajo podobno
obnaganje, najdemo v razli¢nih vejah fizike in kemije, ra¢unanje osnovnih stanj
pa predstavlja izziv tudi za sestavljalce numeri¢nih algoritmov. V seminarju bom
predstavil osnovne lastnosti resitev, analiti¢ne priblizke za energijska stanja in
povezanost nepravilnosti mreze z ukrivljenostjo nosilne povrsine.
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1 Zgodovina

Angleski fizik J. J. Thomson je na prelomu 20. stoletja naredil tri eksperimente s curki
elektronov, ki so jim takrat rekli katodni Zarki. Rezultati eksperimentov so pokazali,
da so ti zarki sestavljeni iz dotlej Se ne poznanih negativno nabitih delcev. Thom-
sonu so leta 1897 pripisali odkritje elektrona, za kar je leta 1906 tudi prejel Nobelovo
nagrado. Novo odkritje pa je odprlo nova vprasanja o strukturi atoma. Thomson je
po Kelvinovi ideji zasnoval model atoma, pri katerem se elektroni gibljejo v notranjo-
sti krogle iz homogeno porazdeljenega pozitivnega naboja. Takemu sistemu je tezko
dolociti energijska stanja, zato se je Thomson omejil na konfiguracije, pri katerih se
elektroni gibljejo v diskretnih orbitah in lupinah. Z Rutherfordovim eksperimentom se
je model izkazal za napacnega, ostal pa je problem razporeditve diskretnih nabojev,
omejenih na gibanje po povrsini sfere. Razlicne izpeljanke problema se razlikujejo v
prisotnosti pozitivno nabitega ozadja, razli¢nim parskim potencialom in drugim ome-
jitvam gibanja, in imajo uporabno vrednost v razli¢nih vejah fizike. Naloga je zelo
kompleksna, na kar bezno nakazuje ze sam Thomson v ¢lanku iz leta 1904:

”The analytical and geometrical difficulties of the problem of the distribution of the
corpuscles when they are arranged in shells are much greater than when they are
arranged in rings, and I have not as yet succeeded in getting a general solution.”

Slika 1: Sir Joseph John Thomson

2 Formulacija problema

Osnovni problem, ki ga bom opisoval, predpostavlja nevtralno sfero, po kateri se elek-
troni prosto gibljejo samo na podlagi lastnih odbojnih sil. Bolje kot s silami je problem
opisati s celotno potencialno energijo.
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Zanima nas samo osnovno stanje, kjer nimamo kineti¢ne energije. Enacbe gibanja se
2

tako reducirajo na iskanje minimuma zgornjega funkcionala. Postavimo Se 4frso =1




Na tem mestu lahko problem Se posplo§imo na poljuben potenéni potencial.
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Pri porazdelitvah nabojev lahko vedno enoli¢no dolo¢imo konveksno lupino sistema, s
¢imer dobimo mrezo, ki doloc¢a soses¢ino posameznih nabojev. S tem lahko porazdelitve

predstavimo kot poliedre in lazje klasificiramo njihove lastnosti.

3 Splosne simetrijske lastnosti resitev

Za majhne koli¢ine nabojev lahko resitve problema kar uganemo. Prvi netrivialni pri-
mer je N = 5, pri katerem se naboji postavijo v oglisca tristrane bipiramide. Podobno,
pri N = 7 dobimo petstrano bipiramido. Od Platonskih poliedrov najdemo tetraeder,
oktaeder in ikozaeder.

V splosnem opazimo, da so pri vseh Stevilih delcev resitve poliedri, ki so sestavljeni
iz samih trikotnikov. Razlog se skriva v tem, da so planarne porazdelitve nabojev
stabilne samo v posebnih simetrijskih okolis¢inah (to je izpolnjeno v primeru N = 8, ki
je Stiristrana antiprizma in vsebuje dva vzporedna §tirikotnika). V splo$nem primeru
pride do pobega v prosto dimenzijo. Razvoj parskih interakcij do kvadratnega ¢lena
prevede problem na 4 z vzmetmi navzkrizno povezanih delcev, za katerega iz klasi¢ne
mehanike vemo, da je planaren samo v primeru, ko so dolzine vzmeti v enakem razmerju
kot stranice in diagonale nekega Stirikotnika.

Slika 2: Stevilo sosedov se povecuje od 3 do 6. Na sliki tetraeder, okteder, ikozaeder, in
strukturi (2,2), M =42 in (4,3), M = 372. Izvorna koda: [10], koordinate za zadnji problem:
(11]

Stevilo najblizjih sosedov posameznega delca naraica s stevilom delcev. Pri N = 4
imajo vsi 3 sosede, do oktaedra (IN = 6) povprecno Stevilo sosedov naraste na 4, do
ikozaedra na 5, od tam dalje pa narasca delez delcev s 6 sosedi. Pri zelo velikem Stevilu
elektronov dobimo tudi defekte s sedmimi sosedi, vendar je povprecno Stevilo sosedov
Se vedno med 5 in 6. V limiti N — oo porazdelitev preide v planarno trikotno mrezo.
To dejstvo bomo uporabili v nadaljnih izra¢unih.

Presenetljivo je dejstvo, da so nekatere konfiguracije take, da tezis¢e naboja ni v
sredis¢u krogle. Konfiguracije, ki se za ena razlikujejo od simetri¢nih struktur (n,m) so
skoraj brez izjeme ekscentri¢ne (glej tabelo). Nasprotno pa v primeru, ko upostevamo
pozitivni naboj ozadja, takih konfiguracij ni. To je prvi pokazatelj, da imata problema
kljub sorodnosti razli¢ne resitve.



Tabela energij za majhne sisteme
* oznacuje (n,m) konfiguracijo, pa ekscentri¢nost tezisca.
56.475 |13 58.85°|21 167.6° |29 334.6 |37 560.6 |45 846.2 |53 1192° |61 1598°
6 9.985 (14 69.31 |22 185.3 |30 359.6 |38 593.0 |46 886.2 |54 1239° |62 1653
7 14.45 |15 80.67 |23 203.9 |31 385.5°|39 626.4 |47 927.1° |55 1288° |63 1709
8 19.68 (16 92.91 |24 223.4 |32412.3°|40660.7 |48 968.7 |56 1337 |64 1766
925.76 (17 106.0 |25 243.8° |33 440.2° |41 695.9 |49 1012°|57 1387 |65 1824°
10 32.72 |18 120.1 |26 265.1° |34 468.9 [42 732.1° |50 1055 |58 1439 |66 1882°
11 40.60° |19 135.1° |27 287.3 |35 498.6° |43 769.2° |51 1100 |59 1491° |67 1942
1249.17°|20 150.9 |28 310.5 |36 529.1 |44 807.2 |52 1147° |60 1544 |68 2003

4 Ikozaedri¢ne formacije

4.1 (n,m) konfiguracije

Primeri z velikim stevilom elektronov, ponavadi kazejo 5—Stevno ikozaedri¢no simetrijo.
12 elektronov s petimi sosedi lezi v oglis¢ih ikozaedra, ostali pa imajo po 6 sosedov in
se tvorijo trikotno mrezo, podobno kot v planarnem primeru. Posebno simetri¢ne so
konfiguracije z M elektroni, ki tvorijo dvoparametri¢no druzino:

M = 10(n* + mn +m?) + 2

Te mreze, ki jih ozna¢ujemo tudi kot (n,m), nimajo nobenih odstopanj od zgoraj
omenjenih lastnosti. Med dvema sosednjima ikozaedri¢nima ogliSéema obstaja pot,
kjer gremo n korakov v eni smeri, nato po 60 stopinjskem obratu po trikotni mrezi
nadaljujemo nadaljnih m korakov. Mreze z (n,n) in (n,0) so simetri¢ne na zrcaljenja,
ostale pa so kiralne. Na omenjenih poteh je potencialna energija vecja kot v predelih
s pravilno trikotno mrezo. Zaradi razlicno dolgih poti imajo konfiguracije (n,0) in
(n,n) razliéno energijo pri podobnih M. Ta razlika razlozi, kje naredimo napako, e
poskusamo opisati konfiguracije samo s pomocjo elektronov s 5 sosedi.

(n, m) lattice
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o Nl

Slika 3: Levo: Geometrijski pomen oznake (n,m). Stevili dolocata medsebojni zasuk dveh
sosednjih petkotnih enot okrog disklinacij. Desno: Poudarjena oblika disklinacije, ¢e ta del
mreze relaksiramo v 3D.

4.2 Kontinuumski priblizek

Diskretni model minimizacije energije hitro postane neobvladljiv, zaradi velikega Stevila
prostostnih stopenj. Numeri¢ne resitve nam dajo konkretno resitev, malo pa povedo
o splosnih lastnostih. Iz zgornje diskusije dobimo idejo, da kot delce obravnavamo
disklinacije mreze (tocke, s Stevilom sosedov razlicnim od 6), ostalo pa aproksimiramo
z energijo ravne trikotne mreze. Formalizem teorije elasti¢nosti po dolgem racunu,
ki ga ne bom obravnaval, pripelje do izraza za proznostno energijo mreze, izrazene s
proznostnimi konstantami planarne trikotne mreze z enakim odbojnim potencialom.
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Slika 4: Primer razliénih mrez (n,m) s podobnima steviloma delcev M = 1002 in M = 1082.
Razlika je v porazdelitvi potencialne energije.

Uvedli smo gostoto disklinacij s(z) in gostoto ”napetosti” p(z) = K(x) — s(z), kjer
je K(x) Gaussova ukrivljenost. Y in H sta Youngov proznostni modul in trdota hek-
saticne faze. i je skrajsan zapis za resitev Laplaceove enacbe. Cleni vsote imajo dobro
dolocen pomen. Prvi ¢len predstavlja energijo planarne mreze, drugi in tretji ¢len pa
opiseta sodelovanje disklinacij, ki vletejo mrezo skupaj, in ukrivljenosti, ki zmanjsuje
koli¢ino prostora v okolici posamezne disklinacije. Zadnji ¢len zajame notranjo nape-
tost disklinacije. Pri stalnem Stevilu diskretnih defektov, ¢; je odmik Stevila sosedov
od 6 (numeri¢ni faktor je stvar racuna, ki ga najdete v literaturi),

7r
s(z) = == g 0(x —x;
Se spreminja samo drugi ¢len, zato izraz poenostavimo v

E=E;+ % /p§pu| d*z + NE,
Fizikalna vsebina je naslednja: visoka ukrivljenost privla¢i pozitivne disklinacije (pet
sosedov), same disklinacije pa se med seboj odbijajo. Ker je naboj posamezne diskli-
nacije diskreten, se ukrivljenost ne more zvezno kompenzirati.
Za primer krogle lahko za zacetek uporabimo Gauss-Bonetov teorem, po katerem je in-
tegral ukrivljenosti po povrsini odvisen samo od topoloskega rodu ploskve. Ce hocemo,
da disklinacije v integralu kompenzirajo ukrivljenost, mora biti

N

/s(:v)|J\d2m =21y =41 — Zqi =12

i=1

Dobili smo stevilo oglis¢ ikozaedra. Vidimo, da je simetrija resitev Thomsonovega
problema za neko ploskev odvisna od topologije. Isti racun nam pove, da na torusu v
povprec¢ju ni disklinacij, na povrsini z negativno ukrivljenostjo pa bi opazili negativne
disklinacije, tocke s 7 ali ve¢ sosedi.

Na krogli se da rac¢un izpeljati do konca. Greenova funkcija biharmoni¢nega operatorja,
ki zadosti enacbi

A%)(B) = |T15(8)
je izracunljiva analiti¢no, in je enaka

l—cos 3
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kjer je B sferna razdalja od dane diskretne tocke. Z Greenovo funkcijo se integral
poenostavi:

E=FE,+ % //w(x,x’)p(x')p(:ﬂﬂﬂ d*zd?2’ + NE,

Y ,
E=FEy+ gggqiqu(nrHNEc

V polarnih koordinatah je pretvorba v sferno razdaljo sledeca:
cos 3 = cos 0 cos O3 + sin 6y sin O3 cos(p1 — ¢2)

Prej omenjene konfiguracije (n,m) so za velike M (nad 400) vcasih le lokalni ekstrem,
globalni minimum energije pa nima osamljenih pozitivnih disklinacij v oglis¢ih iko-
zaedra, ampak jih nadomestijo skupki pozitivnih in negativnih disklinacij s skupnim
"nabojem” 1. Take ”brazgotine” lahko Se vedno predvidimo z zgornjim ra¢unom. Pri
Se ve¢jih M lahko predpostavimo celo zvezno porazdelitev disklinacij in predvidimo
radialne snope iz dvanajstih ”goris¢”. Podrobnosti lahko pogledate v literaturi ([4],

[3)-

Slika 5: Levo: Kontinuumski priblizek disklinacije obravnava kot delce. Desno: Primer ”braz-
gotin”, energijsko ugodneje je, da je prisoten Se en ”dipol” pozitivne in negativne disklinacije.

5 Sorodni problemi

5.1 Splosni potencial

Do zdaj sem obravnaval le Coloumbov potencial. Za potencial s sploSno potenéno
odvisnostjo lahko v enem zamahu izracunamo priblizne energije za poljubno Stevilo
delcev. Za ta namen pa potrebujemo oceno energije trikotne mreze, ki v zgornjih
racunih nastopa kot parameter. Predpostavimo zacasno, da je poleg M nabojev na
povrsini prisotno Se pozitivno ozadje z enakim nabojem, ki kompenzira odbojne sile.
Tokrat ne iSéemo novega ekstrema (ki bi bil drugje), ampak poskusamo le zapisati
novo energijo. Ta sestoji iz odbojne energije nabojev, ki jo is¢emo, lastno energijo
pozitivnega ozadja, in interakcijo med obema prispevkoma.

1 2= el b o2t=r

Eror = Eo + 50 -
ror =80t 9pa RY2—~

7 uvedbo pozitivnega ozadja smo dosegli, da so sile zaznavne le Se lokalno. Tako lahko
levo stran aproksimiramo s planarnim kristalom znotraj ene Seitzove celice. Karakte-
ristiéno razdaljo med naboji dobimo z razmerjem povrsin Td2M = 47 R?:

2R

=



1z fizike Wignerjevih kristalov povzamemo ra¢un, pri katerem strukturo mreze zapaki-
ramo v Madelungovo konstanto M, tako da je energija osnovne celice kar

4
Ey = —M(’)’)df{

Upostevamo, da je osnovnih celic M in izrazimo nepoznano energijo Fy:

1=y
Bo(M) = | 2 a2 - M)y
2R [2— 971

Enako odvisnost po precej daljsem rac¢unu dobimo s pomocjo elasti¢nega formalizma,
glej vir [4], le da je tam mogoce pridelati Se dodaten popravek oblike as M 7/2. Made-
lungova konstanta za ta primer je lahko kar prost parameter, ki ga da fit. Za klasi¢en
potencial v =1 in R = 1 dobimo

1
Eo(M) = agM? — a1 M*/? + a;aM*/? ~ 5M2 —0.55230M3/2 + 0.0689N/2
Ujemanje v povpre¢ju velja na 6 decimalnih mest.

5.2 Naboji na povrsini ali volumsko

S tem rezultatom zdaj lahko enostavno izratunamo energijo, ko enega izmed nabojev
postavimo v sredisée krogle. Interakcija M — 1 nabojev s tistim v sredini prinese k

energiji %;1, razlika energije s tisto z naboji na povrsini pa je zdaj
M-1
AE(M)=Ey(M —1) — Eo(M) + oz

Za v > 1 obstaja kriti¢no stevilo nabojev, pri katerem je energijsko ugodneje, ce
se nekateri naboji umaknejo v notranjost krogle ([5]). Kriti¢no stevilo divergira kot
Me ~ ﬁ ko gremo z v — 1 + 0. Zanimivo je dejstvo, da je ravno Coulombski
potencial kriti¢cna meja, pri kateri naboji dejansko pobegnejo na povrsino. To dejstvo
torej le ni tako samoumevno! Se vedno pa so stanja z naboji na povrsini metastabilna,
kar enostavno vidimo tako, da izvedemo virtualni premik delca proti sredis¢u. Ker
z majhnim premikom ne preckamo sekantne ravnine, ki jo napenjajo sosedi, se nam
energija lahko samo poveca.
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Slika 6: Narascanje energije s Stevilom delcev in desno sprememba energije, ¢e en delec posta-
vimo v sredino, za potenciale z eksponenti v = {1.0,1.1,1.2,1.3,1.4} od zgoraj navzdol. Pri
~v > 1 obstaja §tevilo delcev, pri katerem je ugodneje, da so porazdeljeni volumsko.



5.3 Pakiranje trdih krogov ali Fejes-Té6thov problem

Limita v — oo pripelje do zanimive limite, ko je potencial kar enak potencialu trdih
krogel. To pomeni, da nimamo vec¢ sil dolgega dosega, in s tem ne odvodov potenciala,
ki nam pomaga racunati minimum energije. S tem je problem Se tezje resljiv. Se pa v
praksi precej pojavlja, kadarkoli naletimo na vpraSanje razporejanja togih teles po kro-
gli. Zato obstajajo razlicne priblizne resitve problema, med drugim tudi Monte-carlo
simulacije, enakomerne porazdelitve po kolobarjih, predvsem pa spiralne porazdelitve
s koeficienti v razmerju zlatega reza. To reSitev narava s pridom uporablja pri razpore-
janju semen sonc¢nic ali regrata, pa tudi pri storzih. Resitve kazejo drugacne lastnosti
ze pri nizkih Stevilih, ze pri M = 7 se krogi razporedijo v vzporednih ravninah po
1:3: 3, za razliko od Thomsonovega problema, kjer je konfiguracija 1:5 : 1.

5.4 Porazdelitev povezanih nabojev

Zanimivo variacijo problema dobimo, ¢e delce povezemo v verigo s togimi ¢leni. V
nasprotju s Thomsonom tukaj sosednji delci sploh niso pomembni, toliko ve¢jo vlogo
pa igra globalna oblika verige. Dodatni parameter je tudi razdalja med sosednjima
delcema oz. dolzina verige. Prispevek [6] pokaze, da za dolge verige zelo dobro velja,
da lezijo na sferi¢ni vijacnici.

Slika 7: Levo: Primer porazdelitve trdih krogov na ”disko krogli”, eksperimentalni napravi,
ki so jo poslali v nizko orbito okrog zemlje. Desno: Relaksirana veriga nabojev na krogli.
Naboji so togo povezani.

6 Primeri iz fizike

Prvotna zamisel Thomsonovega problema je bila miSljena kot model atoma. Danes
vemo, da Thomsonov model atoma ne velja, se pa podobni problemi pojavljajo na
visjih skalah. Resitve z nizkimi Stevili elektronov npr. povedo razporeditev prostih
elektronskih parov pri ve¢jih molekulah in jim s tem dolo¢ajo obliko. Dobesedna re-
alizacija konfiguracij se pojavi na mehurckih plinastega helija v teko¢i fazi. Koli¢ine
elektronov so skoraj makroskopske (~ 106). Problem povezanih nabojev na povrsini
krogle pojasnjuje vezavo polimernih molekul na koloidne delce, to lepljenje povzroca
koagulacijo koloidov, zato je pomembno bolje razumeti mehanizem povezav. Za primer
razporejanja nabojev po krogli v prvi vrsti potrebujemo kroglo. Primer substrata za
tako razvrscanje so med drugim fulerenske molekule, e posebno molekula Cyg, ki je
natanko take oblike (obsekani ikozaeder oz. nogometna zoga), kot predvideva resitev



Thomsonovega problema z dodanim pozitivnim ozadjem. S prihodom modernih me-
tod za raziskovanje tridimenzionalne strukture virusov (njihovih proteinskih ovojnic
— kapsid), so ugotovili, da ve¢ina sferi¢nih virusov kaze 5-Stevne simetrije in nasploh
ikozaedri¢no obliko. To¢no obliko virusa lahko zelo dobro dolo¢imo, ¢e vzamemo kar
trikotno mrezo Thomsonovega problema in izvedemo polno 3D elasti¢no relaksacijo.
Opazili so tudi elasti¢ne prehode med oblikami virusov ([7]). Oblike lahko klasificiramo
z opisanimi pozardelitvami (n,m), ki sta jih prva uporabila Caspar in Klug.

Slika 8: Levo: Rekonstrukcija oblike virusa SV40, osnovana na slikanju z elektronskim mi-
kroskopom. Desno: Primer izracunane kapside za bolj kompleksen virus. Upostevana je
elasti¢nost, zato oblika ni ve¢ sferi¢na. Barva pomeni razdaljo od tezisca.

7 Uporaba v modeliranju

Topologija krogle onemogoca, da bi na njej porazdelili tocke tako, da bi bile enakovre-
dne, ali vsaj podobne glede na stevilo sosedov (na ravnini ali torusu to ni problem).
Take mreze pa potrebujemo pri vseh racunih na krogli, kjer uporabljamo metodo
konénih elementov, pri ¢im bolj enakomernem predalCkanju vzorcev na sferi, shra-
njevanju podatkov in prikazu s 3D grafiko. Primer so zvezdne karte, zemljevidi, npr.
karta mikrovalovnega ozadja projekta COBE. Glede na Zelnjene lastnosti lahko za ta
namen uporabimo mreze katerega koli izmed generaliziranih problemov. Zaradi kom-
putacijske zahtevnosti pa se najveckrat ne izplaca uporabiti relaksiranih metod ampak
kar mreze, ki jih dobimo z razpolavljanjem ikozaedra in renormalizacijo (subdividing
mesh).

8 Numeri¢éne metode

Kljub zgornjim analitiénim priblizkom moramo za konkretne energije numeri¢no resevati
minimizacijski problem, ki sem ga navedel v drugem odseku. Ena moznost je direktna
minimizacija, z enim izmed znanih minimizacijskih algoritmov. Izbiramo lahko med
surovimi metodami, ali pa tistimi, ki uporabljajo informacijo o odvodih energijskega
funkcionala. Slabost teh algoritmov pa je, da so pocasni in predvsem, da se radi uja-
mejo v Stevilne lokalne minimume. Direktna minimizacija je torej uporabna izbira za
Stevilo delcev manjSe od nekaj sto. Za probleme vecjih razseznosti pa so uporabne
edino stohasticne metode, predvsem genetski algoritmi in simulirano ohlajanje. Za-
dnje poteka tako, da simuliramo termi¢no gibanje delcev po Maxwell-Boltzmannovi
porazdelitvi in postopoma znizujemo temperaturo. S tem se vsaj deloma izognemo
plitvim lokalnim minimumom. Pogosto se sprva dela z diskretnimi polozaji na krogli



in se preide na zvezni problem Sele na koncu, z uporabo navadnih minimizacijskih algo-
ritmov. Za potenciale kratkega dosega lahko uporabimo lokalno relaksacijo mreze, kar
zniza potenco ¢asovne zahtevnosti na O(N). Kljub uporabi boljsih algoritmov pa za
velike probleme ponavadi ne najdemo najnizjega minimuma, ker je osnovno energijsko
stanje zelo degenerirano. Boljse rezultate lahko pricakujemo, ¢e poskusimo veckrat in
izberemo boljso vrednost.

Za dolocanje sose§Cine in postavitev mreze je uporabna Delaunayeva triangulacija ali
algoritmi za iskanje konveksne lupine. Ker pa v tem primeru notranjih tock ni, veéina
algoritmov tece v worst-case scenariju, ki je za konveksno lupino O(N 2) v primerjavi
s povprecnim O(N log N).
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