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Povzetek

Casimirjeva sila je sila, ki deluje na nevtralne delce in je posledica fluktua-
cij v elektromagnetnem polju. V tem seminarju predstavimo primere v kate-
rih casimirjeva sila deluje kot trenje in zaradi linearne odvisnosti sile od hitro-
sti, lahko definiramo “viskoznost” praznega prostora, v katerem imamo zgolj
vakuumske fluktuacije v elektromagnetnem polju. Predstavimo še razširitev
disipacijske Casimirjeve sile pri od nič različni temperaturi ter posledice te
sile v kozmologiji. Če to silo priredimo še za supertekočine, lahko pokažemo,
da je tudi tudi supertekočina “viskozna”. Čeprav je ta efekt pri supertekočini
zelo šibek, gotovo dominira pri hitrostih manǰsih od kritične.
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1 Uvod

Viskoznost je lastnost tekočin in plinov, ki predstavlja notranje trenje v snovi.
Razlog za viskoznost je prenos gibalne količine med plastmi medija z različno
hitrostjo. Mehanizem, ki omogoča prenos gibalne količine med plastmi je v
večini primerov Brownovo gibanje, kar pomeni da si različne plasti izmenju-
jejo delce z različnimi hitrostmi, posledica česar je strižna napetost. V tem
seminarju bomo predstavili mehanizem izmenjevanja gibalne količine zaradi
prenosa fotonov, ki so lahko tudi rezultat vakuumskih fluktuacij. To pomeni
da objekti čutijo neko viskozno silo, čeprav jih obkroža zgolj kvantni vakuum.

2 Casimirjev pojav

Casimirjev pojav je fizikalni pojav, ki ga je leta 1948 napovedal nizozemski
fizik Hendrik Brugt Gerhard Casimir, zaposlen v Philipsovih raziskovalnih
laboratorijih. Predvidel je da se bosta dve vzporedni nevtralni popolnoma
prevodni plošči privlačili zaradi kvantnih fluktuacij v EM polju.

Slika 1: Casimirjeva sila na vzporedni plošči.
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V praznem prostoru se jakost električnega polja E ter jakost magnetnega
polja H pokoravata enačbam

∇2E(r) + ω2E(r) = 0 ∇E(r) = 0

∇2H(r) + ω2H(r) = 0 ∇H(r) = 0 (1)

in so možne vse frekvence, vendar znotraj plošč, zaradi robnih pogojev, niso
možna več vsa valovanja. Znotraj plošč so možne frekvence

ωlmn(D) = c

√
l2π2

L2
+
m2π2

L2
+
n2π2

D2
, (2)

kjer smo se omejili na kvadratno površino plošče velikosti L2 in D je razdalja
med ploščama. Zaradi kvantnih fluktuacij, ki jih omogoča Heisenbergovo
načelo nedoločnosti, lahko med ploščama zaznamo polje, vendar zgolj polje
s frekvencami, ki jih določa enačba (2).

Skupna energija fluktuacij EM polja polja med ploščami bi tako bila

E(D) = 2
∑
l,m,n

h̄ωlmn(D)

2
. (3)

Zaradi prispevka dveh možnih polarizacij imamo predfaktor 2. Hitro vidimo,
da zgornja vsota divergira, zato se moramo poslužiti nekaj trikov, da lahko
povprečno energijo fluktuacij primerno normiramo. Dobimo

E(D) = − π2h̄c

720D3
L2, (4)

iz česar direktno sledi sila med ploščama

F (D) = −∂E(D)

∂D
= − h̄cπ2

240D4
L2. (5)

Torej je tlak med ploščama p = − h̄cπ2

240D4 negativen in obratno sorazmeren s
četrto potenco razmika med ploščama. Dobili smo privlačno silo med popol-
noma prevodnima ploščama, ki je rezultat kvantnih fluktuacij v EM polju.

Če želimo izračunati silo med dvema dielektrikoma, pa stvari niso tako
enostavne, saj se plošča za različne frekvence različno odzove na zunanje polje
in so robni pogoji bolj komplicirani.
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Slika 2: Casimirjevi robni pogoji za idealen prevodnik ali “hard boundary”
(levo) in Lif̌sic-ovi robni pogoji za realni dielektrik ali “soft boundary” (de-
sno).

Teorijo za silo med dielektrikoma je prvi postavil Lif̌sic, ki je upošteval,
da je sistem pri neki temperaturi T in da je dielektričnost plošč frekvenčno
odvisna. Njegov končni rezultat je

〈pzz(D)〉 =
kBT

πc3

∞∑
n=0

ω3
n

∫ ∞
1

p2

{[
(s1 + p)(s2 + p)

(s1 − p)(s2 − p)
e−

2pωnD
c − 1

]−1

+

+

[
(s1 + pε1)(s2 + pε2)

(s1 − pε1)(s2 − pε2)
e−

2pωnD
c − 1

]−1
}

dp, (6)

kjer so si =
√
εi − 1 + p2, ωn = 2πnkBT

h̄
, εi = εi(iωn) = 1 + 2

π

∫∞
0

ζ=(ε(ζ))dζ
ω2+ζ2

in 〈pzz(D)〉 termično povprečje zz komponente napetostnega tenzorja EM
polja in ga lahko interpretiramo kot tlak med ploščama. Izkaže se, da je
vpliv temperature v večini primerov nepomemben. V limiti, ko je razdalja
med ploščama zelo velika in če računamo za idealni prevodnik (ε(0) → ∞)
dobimo znan rezultat

〈pzz(D →∞)〉 = − π2h̄c

240D4
. (7)

To pomeni, da je Lif̌sicov rezultat posplošitev Casimirjevega.

3 Disipativna komponenta Casimirjeve sile

Do sedaj smo računali za mirujoči plošči razmaknjeni za D. Kaj pa če se
plošči premikata ena na drugo z neko hitrostjo v?
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Slika 3: Premikajoči si plošči.

Plošča, ki se premika ne čutiti več enakega polja kot prej in se robni
pogoji za njo spremenijo zaradi Lorentzovega potiska.

B′⊥ = γ(B⊥ − (v ×B)/c2)

B′‖ = B‖

E′⊥ = γ(E⊥ + (v ×B))

E′‖ = E‖ (8)

Zaradi tega, ker se ena plošča drugače odzove na enake fluktuacije v EM
polju dobimo tudi druge komponente napetostnega tenzorja od nič različne.
Zanimajo nas komponente xz, yz ter zz, vendar je komponenta yz zaradi
zrcalne simetrije enak nič.

Iz komponente xz napetostnega tenzorja lahko izpeljemo disipativno kom-
ponento Casimirjeve sile med dvema ploščama.

Fx =
h̄L2

4π3

∫ ∞
−∞

dkx

∫ ∞
−∞

dky

∫ ∞
−∞

e−2kD=
[
ε(kxv − ω)− 1

ε(kxv − ω) + 1

]
=
[
ε(ω)− 1

ε(ω) + 1

]
dω

(9)
V primeru dielektrika s konstantno dielektričnostjo dobimo

Fx =

[
=ε− 1

ε+ 1

]2
3h̄v

26π3D4
, (10)

kar spominja na Stokes-ovo formulo F = ηSv/D, kar pomeni da lahko ob teh

pogojih definiramo “viskoznost” vakuma η = a/c · (p̄xz)
∣∣∣
z=0

. “Viskoznost” je

v narekovajih, ker je odvisna od razmika med ploščami in dielektričnih funkcij
plošč. Vendar smo kljub vsemu pokazali, da se lahko vakuumske fluktuacije
obnašajo kot viskozna tekočina z zelo nizko viskoznostjo.
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4 Disipativna Casimirjeva sila na delec pri

končni teperaturi

Poglejmo kako vplivajo fluktuacije EM polja na en sam delec. V tem primeru
moramo upoštevati še temeraturo, saj če imamo T = 0, potem ne obstaja
nobena referenca glede na katero bi se delec lahko premikal in je sila nanj
zaradi EM fluktuacij očitno enaka nič. V primeru pa da imamo neko od
nič različno temperaturo, lahko rečemo da se naš delec premika glede na
fotonski plin (svetlobo črnega telesa) pri temperaturi T . Taka obreavnava je
tudi veliko bolj fizikalna, saj nas ponavadi ne zanimajo pogoji s T = 0.

Imejmo majhen (dovolj majhen da čuti fluktuacije polja homogeno po
celem volumnu) nevtralen polarizabilen delec s susceptibilnostjo χ, ki se giblje
glede na fotonski plin pri temperaturi T s hitrostjo v.

Slika 4: Delec, ki se premika glede na fotonski plin.

Odziv delca na neko zunaje polje določa njegova susceptibilnost χ.

P(r, t) = ε0

∫
χ(t− t′)E(r, t′)dt′ (11)

Dogovorimo se da bomo v realnem prostoru uporabljali koordinate r in t ter
v Fourier-jevem koordinate k in ω. Fourier-jevo transformacijo neke količine
ne bomo eksplicitno označevali ampak bo narava količine razvidna že od tega
od katerih koordinat je odvisna.

X(r, t) =

∫
X(k, ω)e−ik·r+iωtdk dω

(2π)4
(12)

Tako je zaradi izreka o konvoluciji

P(k, ω) = ε0χ(ω)E(k, ω). (13)
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Poglejmo kakšna je sila na naš delec v nekem zunanjem brezizvirnem polju.
Imamo ρ = −∇ · P (definicija polarizacije) in j = ∂P/∂t, kar je posledica
kontinuitetne enačbe za naboj ∇ · j + ∂ρ/∂t = 0.

F =

∫
(ρE(r, t)︸ ︷︷ ︸

=0

+j(r, t)×B(r, t))dr (14)

=

∫
∂P(r, t)

∂t
×B(r, t)dr (15)

=

∫ (
∂

∂t

∫
P(k, ω)e−ik·r+iωtdk dω

(2π)4

)
×
(∫

B(k′, ω′)e−ik
′·r+iω′tdk′ dω′

(2π)4

)
dr

(16)

S pomočjo enačbe (13), Faraday-evega zakona v Fourier-jevem prostoru B(k, ω) =
1
ω
k×E(k, ω) in vektorske identitete A× (B×C) = B · (A ·C)−C · (A ·B)

lahko zadnjo enačbo, če izvedemo še odvod po t, zapǐsemo kot

F = −iε0
∫

dr

∫
d kdω

(2π)4

∫
dk′ dω′

(2π)4
e−i(k+k′)·r+i(ω+ω′)tχ(ω)×

×
( ω
ω′

k′[E(k, ω)E(k′, ω′)]− [k′E(k, ω)]E(k′, ω′)
)
, (17)

kjer znak × ne pomeni vektorskega ampak navadno množenje.
Mi želimo v resnici izračunati termalno povprečje sile v sevanju črnega

telesa medtem ko se delec v njem premika. To pomeni, če želimo 〈F〉, po-
trebujemo korelatorje polja 〈Ei(k, ω)Ej(k

′, ω′)〉, saj so vse ostale količine v
enačbi (17) na termalno povprečje neobčutlive (〈a〉 = a).

Za izračun korelatorjev 〈Ei(k, ω)Ej(k
′, ω′)〉 si pomagamo s statistično fi-

ziko EM polja. Dobimo

〈Ei(k, ω)Ej(k
′, ω′)〉 = (2π)4δ3(k + k′)δ(ω + ω′)〈EiEj〉k,ω, (18)

kjer je

〈EiEj〉k,ω =
2π2h̄

ε0k

(
ω2

c2
δij − kikj

)
[δ(ω/c− k)− δ(ω/c) + k)] (1 + 2n(ω,k))

(19)
in

n(ω,k) =
1

eβh̄(ω−k·v) − 1
, (20)

kjer je β = (kBT )−1 in k = |k|. Zgoraj je n(ω,k) Bose-jevo zasedbeno
število za sevanje črnega telesa, kjer upoštevamo, da se naš sistem premika
s hitrostjo v. Zapǐsimo χ = χ′ + iχ′′, kjer sta χ′ in χ′′ realna in razvijemo
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n(ω,k) do prvega reda po hitrosti. Upoštevamo še, da je polje po vsem delcu
homogeno in ob integraciji po r dobimo zgolj predfaktor V , ki je volumen
delca. Po integraciji po ostalih spremenljivkah nam ostane zgolj

〈F〉 = v
V h̄2

3πc5kBT

∫ ∞
0

ω5χ′′(ω)dω

sinh2
(

h̄ω
2kBT

) . (21)

Dobili smo silo na naš delec za majhne hitrosti in vidimo da se v tej limiti
fotonski plin pri temperaturi T obnaša kot viskozna tekočina in je sila odvi-
sna od velikosti delca ter imaginarne komponente susceptibilnosti delca χ′′.
Izkaže se, da bi vǐsji redi po hitrostih to silo samo še zmanǰsali, zato vǐsjih
redov niti ne bomo računali, saj nas ta sila zanima v območju kjer nekako
vpliva na sistem in ne v območju, kjer je šibka.

Gibanje, ki ga inducira takšna sila je v = v0 exp(−t/τ), kjer lahko para-
meter τ enostavno izrazimo

1

τ
=

(
h̄2

3πρMc5kBT

)∫ ∞
0

ω5χ′′(ω)dω

sinh2
(

h̄ω
2kBT

) , (22)

kjer je ρM = M/V in M masa delca.
Poglejmo kolikšna je naša sila v primeru kovine, kjer je χ(ω) = −σ/(iε0ω).

To nam prinese

1

τ
=

(
h̄2

3πρMc5kBT

)∫ ∞
0

ω5(σ/ε0ω)dω

sinh2
(

h̄ω
2kBT

) =

(
16k4

Bπ
3

45h̄3ε0c5

)
σT 4

ρM
. (23)

Torej je τ = C/T 4. V primeru majhnega kosa aluminija pri temperaturi
300K znaša karakteristični čas τ približno sedem dni, kar pomeni da je ta
sila pri sobnih pogojih izjemno šibka.

Slika 5: Logaritem relaksacijski časa τ v letih v odvisnosti od temperature
T v kelvinih. Zelena črta predstavlja kovino z ε0/σ ≈ 10−18. Rdeča črta
predstavlja dielektrik, o čemer bo še govora.
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5 Disipativna Casimirjeva sila v kozmologiji

Rezultati preǰsnjega poglavja lahko resno spremenijo dosedanje razumeva-
nje razvoja vesolja. V kozmologiji je do sedaj znano, da je, preden so se
formirali prvi atomi, vesolje napolnjevala plazma protonov in elektronov, ki
je bila sklopljena s svetlobo. Prosta pot fotonov je bila zelo majhna, ker
so le-ti konstantno interagirali z nabitimi delci z mehanizmom Comptono-
vega sipanja. Ko se je pa vesolje zaradi širjenja dovolj ohladilo, so se začeli
formirati prvi atomi in so zaradi svoje nevtralnosti prenehali interagirati s
svetlobo. Takrat se je prosta pot fotonov drastično povečala in snov v vesolju
je postala prozorna za svetlobo. Preostanek te svetlobe še danes opazimo kot
mikrovalovno sevanje ozadja. Kozmologi pravijo, da se je takrat snov razklo-
pila od sevanja. Izračuni v preǰsnjem poglavju pa kažejo, da kljub temu, da
so atomi nevtralni, še vedno čutijo šibko disipativno silo znotraj fotonskega
plina zaradi fluktuacij v EM polju. To pomeni, da je bila snov še vedno šibko
sklopljena s sevanjem, tudi po tem ko so se formirali atomi. Ta sklopitev s
sevanjem, bi lahko vplivala na strukturo in anizotropije opažene v sevanju
ozadja.

Slika 6: Prikaz anizotropije temperature v sevanja ozadja.

Po nastanku prvih atomov so vesolje v veliki večini napolnjevali vodikovi
atomi, zato poglejmo kako fluktuacije v elekromagnetnem polju vplivajo na
njih. Za silo potrebujemo imaginarno komponento susceptibilnosti vodika.
Poglejmo kako se atom vodika odzove v nekem zunajem polju frekvence ω.
Vodikov atom obravnavajmo klasično, kjer je položaj elektrona r ujet v mi-
nimumu potenciala, ki je v prvem pribljižku kvadraten. Upoštevamo še silo
odvisno od ṙ, ki je posledica disipativnih efektov.

r̈ + γ0ṙ + ω2
0r =

e

M
E(t) (24)
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Če enačbo (24) prepǐsemo v fourier-jev prostor dobimo

r(ω) =
e

M

E(ω)

(ω2
0 − ω2)− iγ0ω

. (25)

Takšen odmik elektrona inducira električni dipol atoma p = er s čimer
določimo polarizacijo in s tem susceptibilnost. Polarizacija P(ω) = χ(ω)E(ω)
je gostota dipolnega momenta v snovi, torej imamo za en sam atom P =
er/V . Če pomnožimo enačbo (25) z e/V lahko iz nje enostavno razberemo

χ(ω) =
e2

MV

1

(ω2
0 − ω2)− iγ0ω

. (26)

V realnosti bi morali upoštevati, da obstaja več resonanc ωi in se njihovi
prispevki seštevajo. Če vzamemo samo imaginarni del susceptibilnosti imamo

χ′′(ω) =
∑
i

e2

MV

γω

(ω2
i − ω2)2 + (γω)2

. (27)

Če je koeficient γ dovolj majhen in če se zaradi enostavnosti osredotočimo
zgolj na eno frekvenco ω0 lahko χ′′(ω) aproksimiramo kar s
χ′′(ω) = χ0δ(ω/ω0− 1) in se izračun sile zelo poenostavi. S to susceptibilno-
stjo in z x = h̄ω0

2kBT
dobimo

τ =

(
3πρMc

5h̄4

26χ0(kBT )5

)
sinh2(x)

x6
. (28)

Ta rezultat je močno odvisen od absorbcijske frekvence ω0, kot tudi od tem-
perature.

Slika 7: Logaritem relaksacijskega časa τ v letih v odvisnosti od logaritma
frekvence ω0 pri temperaturah T = 300K, T = 1000K in T = 3000K (zgor-
nja, srednja in spodnja krivulja). Za ρM in χ0 ≈ 1 smo vzeli podatke za
vodo. Minimum poljubne krivulje je pri frekvenci ω0 = 5, 9694 · kBT/h̄.
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Mnogi kozmologi so na te rezultate odgovorili, da gre pri tej sili najverje-
tneje za Rayleigh-jevo sipanje izpeljano na nenavaden način. Vpliv Rayleigh-
jevega sipanja pa je že dolgo vštet v vseh kozmoloških modelih. Vendar če
pogledamo silo na delce zaradi Rayleigh-jevega sipanja v naših približkih,
kjer je elektična susceptibilnost aproksimirana z delta funkcijo pri frekvenci
ω0, dobimo

FR =
512π6µ0e

4k8
BT

8

405ε0m2c6h̄7ω4
0

v. (29)

Definirajmo razmerje η med silo zaradi fluktuacij in silo zaradi Rayleigh-
jevega sipanja.

η =
FC
FR

=
405mc3ε0h̄

2γ0

504πe2k2
B

1

T 2
= (0, 126K2s)

γ0

T 2
(30)

Vrednost γ0 za vodik najdemo izračunano v [9] in sicer γ0 = 2e2ω0/(3mc
3) =

1, 67 · 108Hz (pri ω0 = 167Hz). Tako lahko pogledamo velikost sile zaradi
fluktuacij v primerjavi z Rayleigh-jevim sipanjem.

Slika 8: Logaritem razmerja η v odvisnosti od temperature T za vodikov
atom.

Kot vidimo je sila zaradi fluktuacij lahko za nekaj velikostnih redov večja
od sile zaradi sipanja, še posebej pri nižjih temperaturah. Glede na to, da je
v času nastanka atomov v vesolju bila temperatura okoli 3000K, bi morala
biti ta sila všeta v kozmološke modele, saj je očitno dominantna. Vendar je
potrebna še širša obravnava vpliva te sile na formacijo vesolja.
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6 Trenje v superfluidni tekočini

Superfluidost je pojav, pri katerem viskoznost nekaterih tekočin pri dovolj
nizki temperaturi pade točno na 0. Prvič je bil ta pojav eksperimentelno
zaznan pri tekočem 4He pod temperaturo Tλ = 2, 1768K ter kasneje še pri
3He in Bose-Einsteinovih kondenzatih.

Teoretično je pojav prvi obrazložil Landau, ki je predvidel ničelno visko-
znost pod neko kritično hitrostjo vc, nad katero tok postane nestabilen in
tudi viskoznost ob takih pogojih naraste na neko od nič različno vrednost.
V eksperimentu pa se izkaže, da tok postane vizkozen že pri mnogo nižji
hitrosti.

Slika 9: Meritev[13] disipacije energije v BEK-u pri premikajočem se makro-
skopskem objektu (blue-detuned laser) v odvisnosti od mešalne hitrosti.

Podobno kot smo do sedaj iskali silo na delec zaradi fluktuacij v EM polju,
se lahko tukaj vprašamo na kakšen način kvantne fluktuacije v supertekočini
vplivajo na neko nečistočo znotraj supertekočine. Najlažje je obravnavati
kar idealen Bose-Einsteinov kondenzat (BEK). Če pogledamo BEK zaprt
med dvema ploščama, bomo prav tako kot pri Casimirjevi sili dobili neko
silo zaradi fluktuacij, s tem da ne bomo imeli prispevkov dveh polarizacij,
kot pri EM polju in namesto hitrosti svetlobe nam bo v enačbi nastopala
hitrost zvoka cz v BEK-u.

pBEK = − π2h̄cz
480D4

(31)

Zaradi tega, bo tudi neka nečistoča, ki se premika glede na BEK, čutila
disipativno komponento Casimirjeve sile.
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Slika 10: Fluktuacije v toku supertekočine, zaradi katerih makroskopski
objekt čuti šibko silo linearno odvisno od hitrosti tekočine.

V primeru nečistoče, ki se giblje s hitrostjo v glede na šibko interagirajoč
BEK pri temperaturi T = 0 je sila na nečistočo

F ∝ η2p0ξ
2
√
n0a3

cs(ln(κ)) · v, (32)

kjer so η = 2πh̄2b/m, p0 = gn0/2, ξ = (8πn0acs)
−1/2, κ ≈ ξ/acs in g =

4πh̄2acs/m. Tu so n0 gostota delcev v BEK, a je dvodelčna sipalna dolžina
atomov v BEK, ki imajo maso m in b je sipalna dolžina nečistoče z atomom
in BEK. Torej obstaja disipativna sila za vsako hitrost nečistoče v > 0 in ta
efekt dominira pri hitrostih manǰsih od kritične.
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