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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 2

1 Uvod

V seminarju se bom ukvarjal s splo$no teorijo ravninske elasti¢nosti. Dvodimenzional-
nih problemov se v splosnem lahko lotimo klasi¢no. Podrobneje si bomo ogledali pred-
vsem primer takoimenovane ravninske napetosti in primer ravninske deformacije. Primer
ravninske napetosti ustreza problemu tanke plosce konstantne debeline, na katero delu-
jemo na robu samo s silami v ravnini ploS¢e. Problem ravninske deformacije pa ustreza
plosci, ki je na povrsSini obremenjena z enakomerno porazdeljenim bremenom. Na koncu se
bom ukvarjal Se z uporabo kompleksnih funkcij v dvodimenzionalni teoriji elasti¢nosti. Za
ponovitev najprej zapiS§imo osnovne enacbe elastomehanike. Kot prvo zapi§imo Greenov
tenzor deformacije, katerega linearna komponenta je definirana kot

1 0u; Ouy

e 1.1
in napetostni tenzor o
dF;
L=t 1.2
Oik dSk ) ( )

ki nam predstavlja silo na enoto povrsine, ki deluje v smeri 7, ¢e normala elementa povrsine
kaze v smeri k. Osnovna enacba elastomehanike je drugi Newtonov zakon za elasti¢no

telo, ki ga zapiSemo kot
. Joy
i = pfi . 1.3

Zanimala nas bodo ravnovesna stanja, torej oblika Ze deformiranih teles. V takih primerih
so vsi pospeski enaki 0 in se ena¢ba ravnovesja glasi
Doy,

8:vk ’

0=pfi+ (1.4)
Prvi ¢len na levi strani nam opisuje zunanje sile, ki delujejo na telo, drugi pa opisuje
notranje napetosti v telesu. Za resevanje enac¢be potrebujemo $e povezavo med napetost-
nim tenzorem o, in deformacijskim tenzorjem wu;,. Dobro znani Hookov zakon za splosno
izotropno elasti¢no telo zapisemo v obliki

Enacbo lahko obrnemo in dobimo wu;; izraZzen s oy

1
Uiy = E((l + 0)oiw — o(Trow)di)- (1.6)
Zaradi boljSega pregleda in lepSega zapisa enach, uporabljam pri zapisu enkrat Laméjeva
koeficienta A in p, drugi¢ pa Young-Poissonove koeficiente E in 0. Zveze med obema
naboroma konstant zapiSemo v obliki

5o p(3A +2p) A

T A tp TP 4
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 3

oziroma Ce zapiSemo drugace

FEo E

A= b=t +o)

(1=20)(1+0) (1.8)

Ponovili smo vse glavne povezave in lahko se lotimo reSevanja Newtonove enacbe za
omenjena primera.

2 Primer ravninske deformacije

V primeru ravninske deformacije se ukvarjamo s problemom, ko imamo plo$¢o obremen-
jeno z enakomerno porazdeljenim bremenom po povr§ini. V tem primeru bo komponenta
vektorja deformacije v z smeri enaka ni¢, u, = 0, komponenti u, in u, pa sta od z
neodvisni. Ob predpostavki, da gre debelina plos¢e proti ni¢, lahko zapiSemo pogoje za
problem ravninske deformacije kot

Ugy = Uy, = Uy, = 0. (2.1)
Ce zapiSemo osnovne enacbe v skalarni notaciji, dobimo

004y~ 004y

g By +pfz =0,
Y ag;,y +ply =0,
Oup = MUsz + Uyy) + 2Usg,  Ugy = %(am — 0(0yy + 022)),
Oyy = MUga + Uyy) + 20ty Uyy = %(Uyy — 0(03z + 022)),
Ooz = MUgz + Uyy), 0= %(Uzz — 0(0uz + 0yy)),

Oy = 2Ugy.

Hitro lahko vidimo, da s poznavanjem o,, in oy, in upoStevanjem, da je u,, enak nic,
lahko hitro izracunamo o,, preko zveze

A
zz — TT s 2.2 3
g 2('“ + )\) (U + Oyy) ( )
oziroma
Ory = 0(04s + 0yy). (2.3)
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 4

V tem trenutku lahko oblikujemo problem v terminologiji komponent napetostnega ali
komponent deformacijskega tenzorja. Zapi§imo najprej komponente napetostnega ten-
zorja malo drugace:

E  Ou, o Ouy Ouy

= 2.4
oz 1+0(8x+1—20(8m+3y)’ (24)
E Ou, o ,0uy, Ouy
= 2.
Tuy 1—|-0(8y4_1—2(7((3735+8y)7 (2:5)
E 1 0u, Ouy
oy = — ) 2.6
Ce to vnesemo v Nevtonovo enacbo in prera¢unamo dobimo takoimenovano Navier-ovo
enacbo 1 8.9 5
2 Uz Uy
- = 2.
1 0 0u ou
? — (5= Y = 2.8

pri ¢emer je V? dvodimenzionalni Laplaceov operator, konstanta G pa strizni modul.
Strizni modul, Youngov modul in Poissonovo $tevilo niso neodvisni, ampak so povezani
2z 2vezo G = E/2(1 4 ¢). Prigli smo do dveh sklopljenih enacb za u, in u,. Ce hogemo
formulirati problem s komponentami napetostnega tenzorja sledimo slede¢i proceduri:
Definirajmo P kot

ou, Ou
P =00t 0y = 20+ 20) (G + ). (2.9
Hookov zakon lahko potemtakem zapisem kot
ou, 1+o
L M 2.10
e = 52 = 12, — o) (2.10)
ou 1+o
Uyy = a—; = T[ayy —oP]. (2.11)
Po odvajanju enacbe (2.6) dobimo
%oy 0, PPuy,
= . 2.12
0x0y 'u(('?xayz + 8x28y) (2.12)
Ko nadomestimo du,/0x in du,/dy dobimo
0o E 9* 1+o0 o(l+o0) ? 1+o o(l+o0)
27w _ g _— (L v — P -2 %py,
0x0y 14+ 0(8y2 E ° E I+ 6:52[ E w E )
oy O 0?
% e+ — V2P. 2.13
0xdy  O0y? + az27w ~° (2.13)

Seminar Bozi¢ Samo



Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 5
ZapiSemo sedaj Se ravnovesno enacbo v obliki
004, 004y
T — — = an
pf (5, 9 )
004y 0oy,
= — =F,.
Zgornji enacbi najprej odvajamo in nato sestejemo, tako da dobimo
oF, % B _(820;” a%—yy n 2820%)
Ox oy Ox? Oy? 0xdy
Ce enatho se prav premecemo dobimo
oy 0%04, 0%0y, OF, OF,
— = . 2.14
0x0y 0x? + 0y? + ox * Jy (2.14)
S kombinacijo ena¢b (2.13) in (2.14) dobimo
V2P —oV2+VEF =0,
pri emer je F = (Fy, F,). Konéno lahko zapiSemo
1 —
V2(0pp + 0yy) = — - VFE (2.15)

Dobljena enacba sestavlja skupaj z ravnovesnima ena¢bama sistem treh enacb za tri nez-
nane komponente napetostnega tenzorja oy, 0y, in 0,,. ZapiSimo enacbo Se malo drugace.
Definirajmo dve novi konstanti ¢* in E* kot

o E
* = EYf=— . 2.16
o 1—-0’ 1—o02 (2.16)
Enacbe dobijo potem obliko
* * 1 *
Oas = ﬁ(um + 0 uyy), Yaze = E(Um — 7o),
) * 1 *
Tyy = 1 o*2 (uyy + 0" tgz), Uyy = E(Uyy — 0% 044),
14 0*
Uay = — g Oay-
Navierova enac¢ba ima potemtakem obliko
1+0* 0 ,0u ou
G[V?u, — (== “WN+F, =0, 2.17
[ u+1—a*6x(8x Oy)]+ ( )
140" 0 ,0u ou
G[V? — (== D+ F,=0. 2.18
V2, + 1 o (G S+ F, (218)

Sistem enacb za izraCun neznanih komponent napetostnega tenzorja 04, 04y in o4, lahko
zapiSemo v obliki
Viow + F, =0,
VE(0ss + 0yy) = —(1 + 0"V F),

Zakaj smo vpeljali konstanti z zvezdico, bomo spoznali nekoliko kasneje.

(2.19)
(2.20)
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 6

3 Primer ravninske napetosti

Pogoje za problem ravninske napetosti, ko na tanko plos¢o delujemo na robovih le s silami,
ki lezijo v ravnini zy, lahko zapiSemo kot

Ogz = Oy, = 04, = 0. (3.1)

Enacbe elasti¢nosti imajo torej obliko

0o, oo
T+ WL F, =0,
ox oy *
O0oyy  Ooyy
+ F, =0,
or 0y v
F, = 0,
O, Oy 1 Ou, Ou,
Yoo = "5 oy = oy’ tay = 2(8y ax)’
1
Ogg = )\(u:c:c + Uyy + U'zz) + 2/1'u:c:ca Ugy = E(O-ww - any):
1
Oyy = MUaz + Uyy + Uszz) + 2y, Uyy = E(Uyy — 0044),
o
0= A(uzz + Uyy + uzz) + 2,“!“227 Uzz = _E(amm + ayy)a
1+o0
Ogy = 2iUgy, Ugy = —TJW.

Resevanja se lotimo podobno kot v primeru ravninske deformacije. Iz enacb izlo¢imo
komponento u,,, tako da jo izrazimo z ug, in uy, ali z 04, in o,y. Omeniti je treba,
da v sploSnem wu,, ni enaka ni¢ in ug,u, in u, so funkcije z-ja. Zato primer ravninske
napetosti ni pravi dvodimenzionalni problem. Da bi zapisali Navierovo enac¢bo, izrazimo
komponento u,, s preostalima komponentama u,, in u,,. Tako dobimo

o

Uzs = — 77— U(um + Uy ), (3.2)
9 1+0 0 Ouy Ouy B
G|V uw+1—0533(8a: + ay)]+Fw_0, (3.3)
9 1+0 0 0Ou, Ouy
— F,=0. A4
G[Vuy+1—08y(8x+8y)]+ y =0 (3.4)

Ena¢bi imata enako obliko kot enac¢bi (2.17) in (2.18), ki ju dobimo v primeru ravninske
deformacije z upeljavo konstant z zvezdico E* in o*. Enacbi sicer nista povsem ekviva-
lentni, saj Laplaceov operator v primeru ravninske napetosti vsebuje nenicelne odvode
po koordinati z. Da bi zapisali podobne enac¢be za neznane komponente napetostnega
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 7

tenzorja, potrebujemo v tem primeru ve¢ podatkov, ker nimamo opravka s pravim dvodi-
menzionalnim sklopom enacb. Ce pa odvisnost po koordinati z zanemarimo (primer kvazi
ravninske napetosti) dobimo za tretjo ena¢bo sistema

V2(04e 4 0yy) = —(1 + 0)VE. (3.5)
Enacbe za primer kvazi ravninske napetosti so torej po obliki identi¢ne ena¢bam za primer
ravninske deformacije, razli¢en je samo nabor konstant.
4 Biharmonicne resitve

Ravninske probleme lahko reduciramo na problem reSevanja biharmoni¢nih funkcij. Enac¢bi
(3.3) in (3.4) lahko zdruzim v eno enac¢bo kot

l1+o F
i i)+ — = 0. 4.1
Vu+1_JV(Vu)+G 0 (4.1)
Predvidevamo, da ima vektor @ obliko
i = AV?P — BV(VP), (4.2)

pri ¢emer bomo konstanti A in B izbrali pozneje. Substitucija v enac¢bo (4.1) vodi do
enache

1+o 1+o0

- - - - F
AV?*V2P — BV*(VVP) + - GAVV(VQP) -1 JBVVQ(VP) =-5 (4.3)
Ker operatorja V? in V komutirata, velja
V3(VVP) = VV(V?P) = VV*(VP). (4.4)

Konstanto B zapiSemo v odvisnosti od konstanta A in jo izberemo tako, da se zadnji trije
¢leni na levi strani enacbe izni¢ijo. Dobimo torej

140 140

—-B+ A B =
+ 1—0o 1—0 0,
l1+o
B= 5 A. (4.5)
Tako dobi glavna enacba obliko
-~ F
VAP = —. 4.6
\AY YT (4.6)
Ce ni zunanjih sil, zapiSemo enacbo v obliki
V2V2P = 0. (4.7)
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 8

Vsako funkcijo, za katero velja (4.7), imenujemo biharmoni¢na funkcija.

Oglejmo si raje malce starejso formulacijo, ki jo je predlagal G.B. Airy. Izberimo napetosti
v odvisnosti od funkcije ¢, tako da zadostimo ravnovesnim enac¢bam v primerih, ko imamo
opravka s konzervativno silo

F=-VV. (4.8)
Izberimo sledec¢i napetostni tenzor
0=Vl —VVp+VI, (4.9)
ki ga v kartezi¢nih koordinatah zapiSemo kot
O = V2<p<5,-k — ViVip + V. (4.10)
Ko tako izbran napetostni tenzor vnesemo v ravnovesno enac¢bo
Viou — ViV =0, (4.11)

dobimo
VkV2<p - V2ng0 + VKV - VKV =0. (4.12)

Vidimo, da z izbrano substitucijo zadostimo ravnovesni enac¢bi. Ravnovesni enacbi sami
namigujeta na obstoj funkcije ¢. To lahko vidimo, ¢e zapiSemo posamezni ravnovesni
enacbi v obliki

0 0
——(0gg — V) + =0,z =0, 4.13
50 = V) + 50, (1.13)
0 0
Enac¢bi namigujeta na obstoj dveh funkcij A in B tako da velja
0A 0A
T V= ] T — T A >
7 oy T o
0B 0B
Uzy = a—y, Uyy -V = —%, (415)

Ker je napetostni tenzor simetricen, sta komponenti o, in o,, enaki, tako da velja

0A OB
gz — 4.1
% + By 0 (4.16)

Torej lahko zapiSemo
0
A 0y B %

= =——. 4.17
oy or ( )
Ce to vnesemo v enacbe (4.15) dobimo izraze za napetosti
0% 0% 0%
Ozg = 6—y2 +V, Oyy = 922 +V, Ozy = _axay' (4.18)
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Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 9

Kot lahko opazimo so enac¢be razvita oblika ena¢b (4.9) in (4.10). Ker nam tako defini-
rana funkcija ¢ zadosti ravnovesne enacbe, pa nam enacba (3.5) po substituciji sluzi kot
definicijska enacba za Airy-jevo napetostno funkcijo ¢.

ViV%p +2V?V — (1 + 0)V?V = 0,
ViV2p = —(1 — 0)V?V. (4.19)

5 Nekaj teoreticnih osnov kompleksne analize

V tem poglavju bom na kratko omenil in zapisal nekaj matemati¢nih osnov v teoriji
kompleksnih §tevil. Kompleksno §tevilo z in njegovo konjugirano vrednost Z definiramo
kot

z =1+ 1y, zZ=x— 1. (5.1)
Analogno vsaki kompleksni funkciji kompleksne spremenljivke f(z) pripada konjugirana

vrednost f(z)

f(z) = u(z,y) + iv(z,y), m =u(z,y) — w(z,y). (5.2)

Realni in imaginarni del kompleksnega Stevila dobimo s seStevanjem in odstevanjem enach
(5.1). Dobimo

e= (47, y=—jilz—3). (5.3)
In podobno za kompleksno funkcijo
w(e,y) = (4@, v(wy) = =i(f(2) — F2). (5.4)

2 27
Funkcija f(z) analiti¢na, ¢e so izpoljeni Cauchy-Riemann-ovi pogoji,
ou  Ov ou  Ov
or 0y’ oy 0z’
pri Cemer sta u in v zvezni. Ce je funkcija f (z) analiti¢na, sta funkciji u(z,y) in v(z,y)
harmoni¢ni

(5.5)

Viu=0, Vw=0. (5.6)

Omenimo Se, da je odvajanje kompleksnege funkcije s kompleksno spremenljivko, ¢e so
izpolnjeni Cauchy-Riemann-ovi pogoji, dolo¢eno s operatorjem

0 1,0 .0 0 1,0 .0

- 2o 'y a2 Ty o0
S seStevanjem in odstevanjem enac¢b (5.7) dobimo izraZene parcialne odvode po posameznih
koordinatah v obliki 9 9 5 5 P P

Ostale zakonitosti in relacije pa si po potrebi lahko pogledamo v matemati¢nem priro¢niku
ali kaksni podobni literaturi.
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6 Uporaba pri problemih dvodimenzionalne elasti¢nosti

Zapisimo zvezo med napetostmi in deformacijami, do katere pridemo pri sploSnem rese-
vanju problema ravninske deformacije, v zvezi z Airy-jevo napetostno funkcijo:

Ou,  Ouy ou,  0%*p
O (6x+6y)+ Gax oy?’ (6.1)
_,Oug | Ouy u, 0%
oy = A( oz + 3—3/) + 2G8—y = 52 (6.2)
L Oug  Ouy 0%
ozy = G( oy + e ) = 920y (6.3)
Ce enacbi (6.1) in (6.2) sestejemo dobimo
Oug  Ouy 1 9
= } A4
oz + oy 2()\+G)V(p (64)
Ce vzamemo za P = V2, lahko enacbe (6.1) in (6.2) zapiSemo Se malo drugace
ou, 0% A o A+2G
2 -2v_ P=- P .
S W A TS e 922 T 20+ Q) (6:5)
ou 0%¢ A Pp  AN+2G
26— = — P=- P. 6.6
oy 022 200+ Q) o T2+ 0 (6.6)
Ker je P harmoni¢na funkcija
V2V2p = V?P =0, (6.7)

lahko vpeljimo s pomod¢jo Cauchy-Riemann-ovih pogojev konjugirano harmoni¢no funkcijo

Q, tako da velja
orP  0Q or @

el =% 6.8
or Oy’ oy Ox (6:8)

Tako lahko vpeljemo neko kompleksno analiti¢no funkcijo oblike
f(z) = P +1Q. (6.9)

ReSevanja problema se lotimo tako, da uporabimo dve kompleksni analiti¢ni funkeiji v(z)
in x(z). Definirajmo analiti¢no kompleksno funkcijo v(z) kot

(2) = p+iq = % [ $2) d. (6.10)

Ce funkcijo odvajamo dobimo

_Opdx  Opdy  Oa0r 040y

'(2) = — == (o 229, 11
() Oor 0z Oyo0z Z(6x82+8y8z) (6.11)
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Ob upostevanju relacij (5.3) lahko odvod funkcije zapisemo kot
(6.12)

Funkcija v(2) je analiti¢na, torej veljajo Cauchy-Riemann-ovi pogoji tudi za p in ¢q. Torej
dobimo za odvod funkcije relacijo

, Op .Op
v'(z) = (% 'H%)

1

1 (P +iQ). (6.13)

Ce izenacimo realne in imaginarne dele in upostevamo Cauchy-Riemann-ove pogoje do-
bimo

Jop 0Oq 1
- Y=_p .14
(55 =3, = 1" (6.14)
op _ _9qy_ 1

Z vpeljavo dveh razli¢nih oblik enacb (6.14) v enac¢bi (6.5) in (6.6) pridemo do

du,  0%¢  2(A+2G)0dp

2 - _ - NI
“or = ot TATG oo (6.16)
ou ¢  2(A+2G) 0q
22 =— —. 6.17
dy O A+G dy (6.17)
Ce enacbe pointegriramo, dobimo
do  2(A+2G)
WGy = — = + 2Ty 6.18
Gue=": " xva P (6.18)
do  2(A+2G)
2 =—-——4+ —-——"q. 6.19
Gy =3y x¥a ¢ (6.19)
Pomnozimo enac¢bo (6.14) s §tiri, tako da dobimo
op _,0p  ,0q
4—=2—+2—=P 6.20
oz Oz * oy ’ (6:20)
oziroma ¢e zapiSemo Se malo drugace
dp  0q 2
2(— + —) = V7. 6.21
(m+50 = V% (6:21)
Izraz v oklepajih lahko zapiSemo tudi kot
dp  0q 2
— 4+ —) = . 6.22
(8x+8y) Vi(pz + qy) (6.22)

Seminar Bozi¢ Samo



Teorija elasti¢nosti v dveh dimenzijah 12

Ce enachi (6.21) in (6.22) med seboj odstejemo, dobimo izraz

V(o —pr —qy) =0, (6.23)

kateri predstavlja katerokoli harmoni¢no funkcijo. Ce ge definiramo ze prej omenjeno
kompleksno analiti¢no funkcijo x(z) kot

x(2) = p1 +iq, (6.24)
smemo zapisati
(¢ —pz —qy) = p1. (6.25)

S pomodjo enalb (5.4) lahko izrazimo realni in imaginarni del izraza (6.10) kot funkcijo

analiti¢nih funkcij y(2) in v(2)

p=500)+1(2),  a=gilr(z) —7(2))- (6.26)

Ko dobljeni izraz ob upostevanju zveze (5.3) vstavimo v (6.25) dobimo

0~ 102 +7EN(E+2) + 1(0(2) = - =

Ko posamezne ¢lene zmnozimo in zdruzimo dobimo

20 — v(2)z — v(2)Z = 2p. (6.27)
Izraz za 2p, se da po drugi strani zapisati kot
2p1 = x(2) + x(2)- (6.28)

Na osnovi enacb (6.27) in (6.28) lahko Airy-jevo napetostno funkcijo zapisemo kot funkcijo
kompleksnih analiti¢nih funkcij v(z) in x(z) kot

20 =7(2)z +v(2)z + x(2) + x(2)- (6.29)

Ker pa je Airy-jeva napetostna funkcija skalarna funkcija z neko realno vrednostjo, smemo
zapisati naslednje enakosti

v(2) =7(2),  x(2) =x(2)- (6.30)
Posledi¢no lahko enac¢bo (6.29) zapisemo krajse kot
© = Re[zv(z) + x(2)]. (6.31)

Taksno obliko Airy-jeve napetostna funkcije je prvi leta 1898 zapisal francoski matematik
E.Goursat. Ko odvajamo Airy-jevo napetostno funkcijo po operatorjih odvajanja (5.8)
dobimo

0 0
dp 09 _

9 Zay v(z) + 27'(2) + X'(2)- (6.32)
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ODb uporabi enacb (6.18),(6.19) in (6.32) lahko zapiSemo kompleksni premik kot
2G (ug +1uy) = 17y(2) = 27'(2) = x'(2), (6.33)

pri ¢emer je faktor n enak

426
T=NF G

(6.34)
in velja za

3—0
1+o0

Ce z uporabo enacbe (6.32) izra¢unamo napetosti, pridemo do takoimenovanih "funda-
mentalnih" napetostnih kombinacij, ki imajo obliko

{ (3—40) > 1 primer ravninske deformacije
’]7 =

> 1 primer ravninske napetosti

(0ua + 04y) = 2(7'(2) +7(2)) = 4Re[7'(2)], (6.35)
(Ouz + Oyy + 2i04y) = 2(Z7"(2) + X" (2))- (6.36)

Zapisane enacbe so vse analiti¢ne funkcije za spremenljivki x in y. Z rac¢unanjem real-
nih in imaginarnih delov enac¢be (6.36) ob uporabi (6.35), dobimo tri enacbe, s pomodjo
katerih dolo¢imo tri neznane komponente napetostnega tenzorja. Tudi komponente de-
formacijskega tenzorja lahko izrazimo s pomod¢jo kompleksnih analiti¢nih funkcij v(z) in
X(z), s ¢imer pa se v seminarju ne bom ukvarjal.

7 Konformne preslikave

Pogosto se nam pri obravnavanju raznih problemov v praksi zgodi, da imamo Ze pri
definiranju robnih pogojev matemati¢ne tezave. Se vedje tezave pa nastopijo, ko skusamo
dolo¢iti kompleksni funkeiji v(z) in x(z), saj se morata podrejati robnim pogojem. Ce
uspemo dolo¢iti taksni funkciji, da se podrejata robnim pogojem, potem lahko dolo¢imo
tudi napetostne koncentracije v neposredni blizini napak v materjalu (razpoke, zareze,
luknje...). Ker pa so v sploSnem te napake najrazli¢nejsih oblik, si lahko tezavno matem-
ati¢no izpeljevanje olajsamo s konformnimi preslikavami.

Oglejmo si kot primer konformno preslikavo oblike

k 1

w= E(z—l-;), k = konst > 0. (7.1)

Vstavimo z = € in zapiSemo realno in imaginarno komponento w:

1 1
u= g(r + ;)cos 0, v= g(r - ;)Singo. (7.2)

Krogi s polmerom r = ry v z-ravnini se preslikajo v elipse v w-ravnini:

u?  v? k 1 k 1
e T A .
o + B za a 2(7“0 + 7“0)’ b 2(7'0 7‘0) (7.3)
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Y w=fe) |"
—

M R
U/ X u

g-ravnina w-ravnina

Slika 1: Primer konformne preslikave

Gorisci elipse sta tocki +k realne osi. Enotski krog » = ry = 1 se transformira v dvakrat
Steto daljico (—k, +k) realne osi. Notranjost in zunanjost enotskega kroga se preslika na
celotno w-ravnino, ¢e izvzamemo daljico (—k, +k). Obratna funkcija ima obliko

Y gy

z= p . (7.4)

Ce bi torej poznali reSitev elasti¢nosti za en primer, v naSem primeru je to krog, in poznali
konformno preslikavo, bi posledi¢no poznali reSitev tudi za primer elipse. Ce veliko os
elipse povecujemo v neskonc¢nost, bi dobili daljico. Posledi¢no bi poznali reSitev problema
tudi za razpoke.

8 Zakljucek

Kot smo imeli priloznost spoznati, predstavlja kompleksni zapis dvodimenzionalnih prob-
lemov elasti¢nosti u¢inkovito orodje za reSevanje le teh. Zapis sam po sebi ne bi bil ni¢
posebnega, ¢e skupaj s kompleksno analizo (predvsem lastnosti konformnih preslikav) ne
bi bil mnogo bolj uporaben in u¢inkovit od klasi¢ne poti raSevanja omenjenih problemov.
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