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Povzetek

V seminarju predstavimo pojav kolektivnega gibanja v skupinah samognanih organizmov. Analiziramo
diskretne matematične modele z metodami statistične fizike, predstavimo kontinuumski model ter rezultate
numeričnih simulacij teh sistemov. Opǐsemo analogijo z ravnovesnimi sistemi in feromagneti. Orǐsemo
univerzalne vzorce urejanja v takih sistemih. Dotaknemo se vodenja in doseganja konsenza v skupinah
samognanih organizmov. Na koncu predstavimo rezultate eksperimenta StarFlag.
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1 Uvod

Kolektivno oz. koherentno gibanje (angl. flocking) je pojav spontanega organiziranega gibanja v zelo raznolikih
kompleksnih sistemih, sestavljenih iz velikega števila avtonomnih enot. Gre za splošno znan koncept, ki ga
pogosto srečamo v vsakdanjem življenju v raznih bioloških sistemih kot so jate ptic, rib (slika 1) in roji žuželk,
a obstajajo tudi manj trivialni primeri, kot npr. kolektivne migracije rakavih celic pri metastazi tumorja [1, 2].

Pojavlja se na zelo velikem obsegu dolžin, od kilometrov v primeru velikih čred gnujev do mikrometrov v
primeru enoceličnih mikroorganizmov. Kljub poznanosti in vsenavzočnosti fenomena pa so se šele v zadnjih 15
letih pojavile raziskave, ki so določile in razložile nekatere univerzalne značilnosti kolektivnega gibanja.

Obnašanje takšnih sistemov je kompleksno, kar pomeni, da podrobno razumevanje posamezne enote ne
razloži nujno tudi kolektivnega obnašanja večih enot. To spominja na Aristotelov citat: ,,Celota je več kot
vsota njenih delov”. Razumevanje populacijskih lastnosti velikih interagirajočih sistemov in kako te lastnosti
izhajajo iz posameznih komponent je osnovni problem v bioloških znanostih [2].

Raziskovanje kolektivnega gibanja je izrazito multidisciplinarno področje, ki zaobjema eksperimente, mate-
matične metode in modele ter simulacije. V fiziki je kolektivno gibanje definirano kot koherentno gibanje skupine
samognanih delcev, ki se pojavi iz enostavnih interakcij med sestavnimi deli skupine. Ker gre za veliko število
organizmov se uporabljajo predvsem metode statistične fizike ter kontinuumski pristop.

Slika 1: Primeri kolektivnega gibanja v jatah rib (levo) [3] in ptic škorcev (desno) [4].
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2 Kolektivno gibanje

Kolektivno gibanje je ena od oblik bolj splošnega razreda pojavov, imenovanega kolektivno oz. koordinirano
obnašanje. Značilno je za sisteme z velikim številom interagirajočih enot, ki se združujejo v jate (z jatami
so mǐsljene vse oblike kolektivnega gibanja, kot so jate, črede, roji itd.). Takšni sistemi izkazujejo tudi razne
druge kolektivne pojave, npr. kolektivno inteligenco, spomin in izmenjavo informacij [1]. Kolektivno gibanje
v bioloških sistemih omogoča posameznim organizmom bistveno večje možnostmi preživetja, saj jim omogoča
lažje izogibanje plenilcem, bolǰse iskanje prostora za pristanek in hranjenje, omogoča kolektivne migracije ter
podobne koristi. Poglavitna lastnost kolektivnega obnašanja je, da je obnašanje posamezne enote večinoma
določeno z vplivi njenih sosedov, enota se tako obnaša različno kot kadar ni sosedov. Takšni sistemi kažejo
zanimive ureditveno fenomene, ko enote usklajeno spremenijo svoje obnašanje v skupen vzorec [5].

Pomembna značilnost obnašanja živih sistemov je nedoločljivost na srednjih časovnih skalah. Denimo da se
v določenem trenutku enote v sistemu gibljejo večinoma iz leve na desno, potem je nemogoče določiti, v katero
smer se bodo gibale npr. pet minut kasneje. Na zelo kratkih časovnih skalah je gibanje precej predvidljivo, saj
se bodo enote čez eno sekundo gibale v približno enaki smeri. Ta lastnost je edinstvena za kompleksne sisteme
in se razlikuje od kaotičnega obnašanja (ki nima ne kratkoročne kot tudi ne dolgoročne določljivosti) ter tudi
od urejenega obnašanja (statičnega ali periodičnega). To ustreza Langtonovemu opažanju iz leta 1990, da se
življenski pojavi uvrstijo na rob kaosa [6].

Čeprav je samognano gibanje posebna značilnost živih organizmov, imajo tudi razni fizikalni in kemični
sistemi lastnosti samognanih enot. Primeri so drogi in diski različnih vrst na vibrajoči mizi. Tako obstaja
veliko število primerov iz živega in neživega sveta, kjer opazimo bogato obnašanje v sistemih, ki vsebujejo
interagirajoče, permanentno gibajoče se enote. Nekateri izmed sistemov, v katerih je bilo opaženo kolektivno
gibanje, so: neživi sistemi (nematske tekočine, vibrajoči kovinski drogovi, nano-plavalci, enostavni roboti, čolni),
makromolekule, kolonije bakterij, amebe, celice, insekti, ribe, ptice, sesalci, ljudje [1]. Za takšne sisteme je
značilna intrinzična samogonilna sila enot. Interakcije med posameznimi enotami v sistemu so kratkega dosega,
saj organizmi s svojimi čuti zaznavajao samo bližnje sosede in ne poznajo gibanja celotne jate. Takšna interakcija
privede do efektivne interakcije dolgega dosega, ki povzroči globalni fenomen kolektivnega gibanja celote.

3 Modeli kolektivnega gibanja

Prvi, ki je raziskoval gibanje skupin ptic v odvisnosti od njihove medsebojne interakcije, je bil strokovnjak za
računalnǐsko grafiko Craig W. Reynolds, leta 1987 [1, 7]. V svojih simulacijah je vzpostavil tri enostavna pravila
za gibanje ptic (imenoval jih je boids) [6]:

a) ločenost : lokalno izogibanje trkom s sosedi (odboj kratkega dosega)

b) poravnavanje: zavijanje v smeri povprečne smeri lokalnih sosedov, ujemanje hitrost sosedov

c) kohezija: zavijanje proti povprečnem položaju sosedov (privlak dolgega dosega med objekti, ki povzroči,
da se gibljejo skupaj) oz. centriranje jate

Simulacije tega modela so prikazale nadvse realistično gibanje, ki močno spominja na jate ptic. Čeprav zgornja
pravila enotam nikjer ne predpǐsejo gibanja v jatah, se to vseeno vzpostavi. Model je tako potrdil, da kolek-
tivno gibanje izvira iz lokalnih interakcij med objekti jate. Dejstvo, da se pri kolektivnem gibanju iz lokalnih
interakcij pojavi red dolgega dosega, je privedlo do zanimanja fizikov. Z namenom razumevanja kompleksnega
obnašanja neravnovesnega sistema večih delcev je bilo predstavljenih več modelov. Kot prvi so madžarski fizik
Támas Vicsek et al. leta 1995 fizikalni skupnosti predstavili koncept kolektivnega gibanja z uvedbo enostavnega
statistično-fizikalnega modela [8]. To je bila prva kvantitativna interpretacija gibanja ogromnih jat v prisotnosti
naključnih perturbacij [1].

Pojavljata se dva trenda modelov kolektivnega gibanja, fizikalni se osredotočajo na naravo vzpostavitve redu
in na minimalne potrebne pogoje za kolektivno gibanje ter vključujejo veliko število delcev, medtem ko bolj
kompleksni biološki modeli bolj realistično opǐsejo interakcije med enotami ter se ukvarjajo z manǰsim številom
organizmov. V nadaljevanju bomo opisali enostavne modele obeh vrst, ki razkrijejo nekatere zanimive lastnosti
kolektivnega gibanja.

Samognani delci Koncept samognanih delcev (SGD) oz. angl. self-propelled particles [9] je v teoriji ma-
tematičnega modeliranja kolektivnega gibanja osnovnega pomena. To so delci, gnani z intrinzično silo, ki se
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gibljejo s konstantno hitrostjo, a v različnih smereh. Obnašajo se kot avtonomni in vsi sledijo enakim pravilom,
ki določajo njihovo obnašanje.

Smer vsakega izmed delcev se spremeni glede na pravilo najbližjih sosedov; to je lokalno pravilo, ki hitrost
delca zamenja s povprečjem njegove smeri in smeri njegovih najbližjih sosedov. Simulacije pokažejo, da primerna
pravila najbližjih sosedov povzročijo, da vsi delci rojijo skupaj, čeprav ni v sistemu nobene centralizirane
koordinacije in se najbližji sosedi s časom vseskozi spreminjajo. SGD tako močno spominjajo na organizme v
bioloških sistemih. Pravtako so raziskave pokazale, da je gibanje organizmov, ki se gibljejo kolektivno, ponavadi
neodvisno od njihovih interakcij s sosedi [10], kar opravičuje enostavnost modela SGD.

3.1 Standardni Vicsekov model

Edino pravilo sistema je, da se delci ob vseh časih gibljejo s hitrostjo konstantne velikosti, ki kaže v povprečni
smeri gibanja delcev iz okolice v določenem radiju in dodane naključne perturbacije. Na začetku so identični
točkasti delci naključno razporejeni v kvadratu velikosti L × L, njihove hitrosti so enako velike, |~vi| = v0, in
kažejo v naključnih smereh θi. V časovnih korakih velikosti ∆t = 1 se premikajo za dolžine v0, pri čemer se
upoštevajo periodični robni pogoji. Smer gibanja j-tega delca je določena s kotom θj , ki ga izračunamo iz
preǰsnjih smeri vseh delcev k, ki ležijo znotraj interakcijskega radija r0 = 1 > v0∆t:

θt+1
j = arg

∑
k∼j

eiθ
t
k

+ η ξtj , (1)

kjer je ξtj naključno število iz enakomerne porazdelitve ξ ∈ [−π, π]. Za enoti časa in dolžine sta tako izbrana

Slika 2: Polje hitrosti iz simulacije Vicsekovega modela za 300 delcev s hitrosjo v0 = 0.03, spreminjata se gostota
in šum. (a) Na začetku so delci in njihova usmerjenost naključno porazdeljeni. (b) Za majhne gostote in šum
delci tvorijo naključno usmerjene skupine. (c) Pri vǐsjih gostotah in šumu se delci gibljejo naključno z nekaj
korelacije. (d) Najbolj zanimiv primer je pri vǐsjih gostotah in manǰsemu šumu, ko gibanje postane urejeno na
makroskopski skali: večina delcev se giblje v spontano izbrani smeri [8].

∆t in r0, prosti parametri modela pa so velikosti L, amplituda šuma η, povprečna gostota ρ = N/L2 in velikost
hitrosti v0. Obnašanje modela se raziskuje kot funcijo šuma η in gostote ρ, medtem ko je velikost hitrosti v0
konstanta, saj ne vpliva bistveno na obnašanje sistema v raziskanem območju [8]. V limiti ničelnega šuma
se delci popolnoma poravnajo, kar hitro privede do popolne orientacijske urejenosti, medtem ko se v limiti
maksimalnega šuma (η = 1) gibljejo po naključnih poteh. Prehod v utejeno stanje se zgodi nekje med tema
dvema limitama (slika 2).

Naravo faznega prehoda v urejeno stanje preučujemo z opazovanjem povprečne absolutne hitrosti oz. gibalne
količine delcev

ϕ =
1

Nv0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

~vi

∣∣∣∣∣ , (2)

pri spreminju količine šuma in gostote delcev (slika 3). Za naključno porazdeljene smeri delcev je ϕ ≈ 0, za
koherentno gibajoče (urejene smeri hitrosti) pa je ϕ ≈ 1, zato lahko ϕ smatramo za parameter urejenosti.
Kolektivno gibanje se pojavi pri ϕ > 0.

Pri postopnem zmanǰsevanju količine šuma za celice različnih velikosti in fiksno gostoto opazimo fazni prehod
iz stanja z neurejenim gibanjem v stanje koherentnega gibanja delcev (slika 4). Zgodi se kinetični fazni prehod
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Slika 3: Tipične konfiguracije položajev SGD za različne vrednosti gostote in šuma. Pri dovolj majhem η
opazimo skupke delcev, ki se gibljejo koherentno in s povečevanjem η postopoma izginejo. Amplitude šuma η
za posamezne slike so: 0.2 (a,d); 0.4 (b,e); 0.8 (c,f); 0.6 (g); 1.2 (h) in 1.8. Pripadajoče vrednosti ureditvenega
parametra ϕ so: 0.75 (a,d); 0.19 (b); 0.025 (c); 0.3 (e,h); 0.05 (f,i) in 0.85 (g). Enote so podane v enotah
interakcijske dolžine [10].

iz stanja brez transporta v stanje s končnim celotnim transportom preko spontanega zloma rotacijske simetrije.
Na sliki 4 je prikazano tudi spreminjanje ϕ od gostote pri konstantnem šumu. Simulacije tako pokažejo, da
navkljub enostavnosti, model prikaže realistično dinamiko.

Prehod SGD v urejeno stanje opisujemo z metodami iz statistične fizike ravnovesnih sistemov. Izakazalo
se je namreč, da obstajajo presenetljive podobnosti med faznimi prehodi v ravnovesnih sistemih in v sistemih
SGD. Fazni prehod se smatra za zveznega (2. reda), a so se v zadnjem času pojavile trditve, da obstaja mejhna
velikost sistema L∗ nad katero postane prehod nezvezen [1].

Pri zveznih faznih prehodih obstaja t.i. kritična točka, pri kateri se zgodi fazni prehod. V bližini te
točke lahko obnašanje nekaterih količin sistema opǐsemo s kritičinimi eksponenti. Numerični rezultati so v
termodinamski limiti (L→∞) pokazali obstoj faznega prehoda, ki ga lahko opǐsemo z

ϕ(η) ∼


(

1− η
ηc(%)

)β
za η < ηc(%)

0 za η > ηc(%)
, (3)

kjer je ηc(%) kritična amplituda šuma, ki ločuje urejeno in neurejeno stanje. Iz simulacij sledi vrednost β2d =
0.42 ± 0.03, ki je različna od vrednosti povprečnega polja, 1/2. Obnašanje na velikih razsežnostih ni odvisno
od specifične izbire mikroskopskih detajlov kot je prikazano na sliki 5. V bližini kritične linije, to je črte ηc(%)
na η − % grafu, ki ločuje urejeno stanje od neurejenega (slika 6), pride podobno kakor v ravnovesnih sistemih
do povečanja fluktuacij ureditvenega parametra, σ2 = 〈ϕ2〉 − 〈ϕ〉2, kjer se povprečje računa čez stacionarna
stanja iz različnih simulacij (za stacionarno stanje N = 105 delcev v sistemu 100 × 100 je potrebnih okoli 104
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Slika 4: Fazni prehod pri Vicsekovem modelu. Pri konstantni gostoti spreminjamo naključnost delcev η in
velikost celice (levo). Urejenost v sistemu se spreminja tudi z gostoto % pri konstantnem η, L = 20 (sredina) [8].
Odvisnost prehoda od magnitude hitrosti v0 pri L = 128, N = 4096 (desno) [1].

korakov [11]). Krivulja fluktuacij je simetrična in eksponentno upada z oddaljevanjem od kritične točke (slika 6):

σ ∼ |1− η/ηc|−γ , (4)

kjer je γ ∼ 2, kar je zopet drugačna vrednost kot v teoriji povprečnega polja. Za kritično linijo velja:

ηc(%) ∼ %κ, (5)

kjer je κ = 0.45 ± 0.05. V limiti η → 0 se kritična gostota izniči %c(η) → 0, kar pomeni, da bodo delci v
našem končnem sistemu vedno prǐsli dovolj skupaj, da bodo interagirali in tvorili urejeno stanje, kar se npr. v
razredčenem feromagnetu ne zgodi [11].

Periodični robni pogoji v Vicsekovem modelu so pomembni, saj onemogočajo razprševanje delcev. Kohezivno
vlogo lahko vpeljemo tudi preko drugačnih interakcijskih potencialov, npr. Lennard-Jonesov potencial med delci
v sistemih z odprtimi robnimi pogoji lahko skupaj s pravilom poravnave prikaže podobne značilnosti kolektivnega
gibanja [12].

Pomembnost robnih pogojev za kolektivno gibanje lahko preučujemo z vpeljavo odbojnih robnih pogojev v
Vicsekov model, kjer dodamo še odbojni potencial trde sredice kratkega dosega med delci, s čimer je omejena
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Slika 5: Prikaz dveh različic modela SGD (levo). V prvi (S1) delec interagira s sosedi, ki se nahajajo v
krogu, v drugi (S2) pa z delci iz sosednjih devetih celic mreže (dvakratni doseg). Povprečna gibalna količina
sistema v stacionarnem stanju (desno) v odvisnosti od normalizirane velikosti šuma η/ηc je prikazana za različne
interakcijske range in gostote. Prazni simboli predstavljajo interakcijo S1, polni pa S2. Fazni prehod se zgodi
neodvisno od lokalnih interakcij med SGD [10].
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Slika 6: Kritična linija v faznem diagramu η−% je potenčna funkcija (levo). Fluktuacije ureditvenega parametra
σ v stacionarnem stanju za dva nabora podatkov povprečena čez različne gostote % pri L = 100 [11]. Takšno
povečanje fluktuacij v kritični točki je značilno za ravnovesne sisteme z zveznim faznim prehodom.

maksimalna lokalna gostota v sistemu. Simulacije pokažejo, da se v takšnem, bolj realističnem modelu, pri dovolj
nizkem šumu in dovolj veliki gosoti vzpostavi rotacijsko urejeno gibanje, katerega smer je določena s spontanim
zlomom simetrije (slika 7). Model se uporablja za raziskave kolektivnega gibanja v kolonijah bakterij, enem
izmed najbolj enostavnih sistemov, ki sestojijo iz velikega števila interagirajočih organizmov. Kolonije, ki rastejo
na mokrih agarjevih površinah, prikažejo zanimiv nabor vzorcev kolektivnega gibanja (slika 7), tudi značilne
rotirajoče vzorce, ki se lahko pojavijo daleč stran od robov, kar kaže na to, da so efektivni odbojni robni pogoji
posledica interakcij med bakterijami [1].

Slika 7: Stacionarno stanje modela SGD v krožni simetriji z odbojnimi robovi, ki poleg pravila poravnave
hitrosti vsebuje še odbojno interakcijo med delci, ki prepreči kopičenje v ozkem pasu (levo) [10]. Tipična
vrtinčna kolonija bakterij Bacillus subtilis (levo). Črni diski vsebujejo na tisoče bakterij, ki skupinsko krožijo,
in se pomikajo navzven med rastjo kolonije [1].

3.2 Model z neelastičnimi trki

Za modele podobne Vicsekovemu, ki izvirajo iz opazovanja bioloških sistemov, je tipično, da vsebujejo me-
hanizem poravnave hitrosti. Nekatere variacije vsebujejo tudi privlačne in odbojne sile, ki izvirajo denimo iz
daljnosežnih zaznavnih sposobnosti preučevanih organizmov. Podobno kolektivno gibanje je mogoče opaziti
tudi v bolj minimalističnih modelih kot posledico pasivnih mehanizmov, kot so trki med enotami z določenim
interakcijskim potencialom [1].

Eden takšnih modelov [13] vsebuje enote v obliki okroglih diskov, ki se gibljejo na ravni površini brez trenja
in interagirajo s specifičnimi neelastičnimi interakcijami (angl. spring-dashpot model). Poleg pasivnih interakcij
takšne delce poganja notranja sila, ki se nad določeno velikostjo hitrosti izklopi. Podobni modeli se uporabljajo
za dinamične granularne sisteme, npr. zrna na vibrajoči mizi.

Numerični eksperiment pokaže, da se v modelu pojavi prehod v urejeno kolektivnega gibanje, odvisno od
tega kakšne reflektivne robne pogoje predpǐsemo (slika 8). Poleg vrtinčnega urejenega stanja, model prikaže
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še stanje kolektivne migracije in naključnega gibanja podskupin. Razlog za pojav kolektivnega gibanja v tem
modelu, je povečanje korelacij hitrosti pri vsakem neelastičnem trku [13]. Model prikazuje kvalitativno podobno
kolektivno gibanje Vicsekovem modelu navkljub odsotnosti aktivne korelacije hitrosti med dvema enotama.

Slika 8: Formacija vrtinca v modelu neelastičnih trkov z dvema različnim oblikama reflektivnih robnih pogojev.
Položaji ter pripadajoče povprečno hitrostno polje v urejenem stanju za število diskov N = 900 [13].

3.3 Primerjava z ravnovesnimi sistemi

Kolektivno gibanje lahko uvrstimo v zelo široko kategorijo neravnovesnih dinamičih sistemov z veliko prosto-
stnimi stopnjami. Kljub temu pa lahko najdemo veliko podobnosti z ravnovesnimi sistemi kot smo pokazali
zgoraj.

Posebno zanimiva je primerjava med kolektivnim gibanjem in feromagnetizmom, ki temelji na podobnosti
vektorja hitrosti posameznega SGD in (klasičnega) magnetnega spina železovega atoma v feromagnetu. Na-
tančneje, Vicsekov model SGD je analogen klasičnemu feromagnetnemu XY modelu [10]. V feromagnetnem
sistemu je prisotna težnja k poravnavi orientacij spinov, medtem ko pri SGD velja pravilo poravnave hitrosti
delcev. Analogija temperaturi v feromagnetnem modelu je raven naključnih perturbacij η. Hitrost v0 predsta-
vlja kontrolni parameter, s katerim se v limiti v0 → 0 sistem SGD zreducira na XY feromagnet, pri v0 6= 0 pa
imamo neravnovesni model s transportom delcev v ravnini.

Navkljub podobnostim se model SGD pomembno razlikuje od feromagnetnega sistema, je namreč inherentno
dinamičen in neravnovesen, medtem ko je XY model statičen in ravnovesen. Presenetljivo je, da pri modelu SGD
opazimo fazni prehod v urejeno stanje tudi v dveh dimenzijah. Znano je namreč, da v XY modelu ne pride do
urejene faze pri T 6= 0 zaradi formacije Kosterlitz-Thoulessovih vrtincev. Simulacije modela SGD so pokazale,
da pri v0 = 0 dejansko nastanejo vrtinci v prvih korakih evolucije, ampak postanejo pri vsaki neničelni hitrosti
v0 6= 0 nestabilni in po določenem relaksacijskem času izginejo, da se lahko vzpostavi red dolgega dosega [11, 10]
kot je prikazano na sliki 9.

(a) (b) (c) (d)

Slika 9: Časovni potek simulacije sistema SGD z N = 4000, L = 40 in v0 = 0.01 po (a) 50, (b) 100, (c) 400 ter
(d) 3000 korakih [11]. Na začetku sistem spominja na XY feromagnet, kjer se tvorijo vrtinci, ki onemogočajo
ureditev, vendar so tukaj vrtinci nestabilni, zato se s časom razvije red dolgega dosega.

Običajna gibajoča faza v modelu SGD, v kateri se vse enote v povprečju gibljejo v isto smer, je analogna
feromagnetni fazi, kjer vsi spini v povprečju kažejo v isto smer. Vzpostavitev neničelne povprečne hitrosti težǐsča
jate namreč zahteva spontani zlom zvezne simetrije (rotacijske), enako kot vzpostavitev neničelne magnetizacije
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spinov v feromagnetu zlomi zvezno rotacijsko simetrijo spinov (kar pa se ne zgodi v Isingovem modelu, ki je v
tem pogledu diskreten model) [14].

V ravnovesni statistični mehaniki velja Mermin-Wagnerjev teorem, ki pravi, da v dvodimenzionalnih siste-
mih, ki so v termalnem ravnovesju in vsebujejo samo interakcije kratkega dosega, ne more priti do spontanega
zloma zvezne simetrije pri neničelni temperaturi. Od tod sledi, da ravnovesni Vicsekov model z v0 = 0 ne more
nikoli vzpostaviti reda dolgega dosega (v katerem vse ~vi v povprečju kažejo v isto smer: 〈~v〉 6= 0), saj takšno sta-
nje zlomi zvezno rotacijsko simetrijo. Za gibajoče se SGD pa takšno urejenost ni težko doseči (sliki 2 in 9). Kljub
temu, da ima sistem na videz vse sestavine Mermin-Wagnerjevega teorema pride do zloma simetrije. Razlog je
seveda v tem, da sistem ni v termalnem ravnovesju, saj se SGD vseskozi gibljejo. Kako takšno gibanje omogoči,
da sistem zaobide Mermin-Wagnerjev teorem razkrije kontinuumska hidrodinamska teorija ”feromagnetnega”
stanja jat [1, 14, 15].

Bistvena razlika med kolektivnimi pojavi v ravnovesnih in neravnovesnih sistemih je v t.i. pravilu trka,
ki določa, kako se hitrosti dveh enot spremenita med njuno interakcijo. V ravnovesnih sistemih se gibalna
količina v skladu z Newtonovo mehaniko ohranja, v sistemih SGD pa ne, saj morajo vzdrževati približno
konstantno absolutno hitrost. Za naključne začetne hitrosti je celotna gibalna količina majhna, tako da se
različno orientirane hitrosti posameznih enot izničijo. S časom, ko se ustvarjajo tokovi, se gibalna količina
postopoma povečuje. Da se bo takšna ureditev v sistemu SGD vzpostavila, morajo biti naključne perturbacije,
ki delujejo proti ureditvi, dovolj majhne [1].

Kjub pomembnim razlikam lahko med ravnovesnimi statistično-fizikalnimi sistemi in tistimi iz živih orga-
nizmov (SGD) opazimo veliko podobnosti. V obeh sistemih se pojavi le nekaj dobro definiranih makroskopskih
oz. kolektivnih stanj, prehodi med temi stanji pa so pravtako podobni.

3.4 Kontinuumski model

Podobno kot v hidrodinamiki imamo pri kolektivnem gibanju sistem velikega števila delcev, kjer ni mogoče
najti analitičnih rešitev ~ri(t) za vsak delec posebej. Zato tudi tu uporabimo kontinuumski pristop, pri katerem
sistem opǐsemo z zveznimi polji gostote ρ(~r, t) in hitrosti ~v(~r, t), ki jih dobimo s povprečenjem številčne gostote
in hitrosti preko karakterističnega hidrodinamskega volumna. Rešitve kontinuumskih enačb veljajo za dolžine, ki
so mnogo večje od karakteristične hidrodinamske skale ter za čase mnogo večje od pripadajočega mikroskopskega
časa.

Toner in Tu sta prvi kontinuumski opis sistema SGD izpeljala tako, da sta zapisala najbolj splošne kontinu-
umske enačbe gibanja za ~v in ρ, ki so konsistentne s simetrijami in ohranitvenimi zakoni problema [14]. Takšen
pristop omogoča opis celotnega sistema SGD z samo nekaj fenomenološkimi parametri, katerih numerične vre-
dnosti določimo iz eksperimenta ali iz mikroskopskih lastnosti in so lahko funkcija |~v|2 ter ρ. Členi, ki nastopajo
v enačbah, niso odvisni od mikroskopskih podrobnosti sistema.

V modelu SGD imamo rotacijsko in translacijsko simetrijo. Nimamo pa Galilejeve invariantnosti, kajti če
hitrosti vseh organizmov spremenimo za konstantno hitrost ~vb, te nimajo več velikosti v0. Takšna omejitev v
Vicsekovem modelu je realistična, saj se tudi organizmi v jatah gibljejo skozi resistiven medij (zrak, morje), kjer
je disipacija odvisna od hitrosti. Zaradi odsotnosti Galilejeve invariantnosti dobimo člene, ki v Navier-Stokesovi
enačbi niso prisotni.

Nadaljna poenostavitev enačb je s časovnim in prostorskim gradientnim razvojem ~v in ρ, kjer se obdržijo
samo členi najnižjega reda. S tem se omejimo samo na lastnosti sistema za dolge razdalje in čase. Enačbe, ki
sledijo, so [14]:

∂t~v + λ1(~v · ∇)~v + λ2(∇ · ~v)~v + λ3∇|~v|2 = α~v − β|~v|2~v −∇P +DB∇(∇ · ~v) +DT∇2~v +D2(~v · ∇)2~v + ~f (6)

Členi z λi na levi strani so analogni substancialnemu odvodu v Navier-Stokesovi enačbi, s to razliko, da so
sedaj zaradi odsotnosti Galilejeve invariantnosti dovoljene vse tri kombinacije gradienta in dveh hitrosti. Člena
z α, β > 0 poskrbita, da ima lokalna hitrost neničelno magnitudot v0 =

√
α/β v urejeni fazi, kjer je α > 0.

V neurejeni fazi je α < 0. Lokalne fluktuacije hitrosti se širijo zaradi sklopitve med sosedi. Viskozni členi s
koeficienti Di vodijo do elastičnosti v sistemu SGD, ki povzroči urejenost dolgega dosega. ~f je naključna gonilna
sila, ki predstavlja šum. Edini ohranitveni zakon je ohranitev števila organizmov:

∂ρ

∂t
+∇ · (~vρ) = 0 (7)

Tlak P je odvisen samo od lokalne gostote ρ(~r) in je podan z razvojem okoli srednje vrednosti ρ0, kjer so σn
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koeficienti v razvoju:

P = P (ρ) =

∞∑
n=1

σn(ρ− ρ0)n (8)

Slika 10: Numerična rešitev enačb 6 - 8 v heksa-
gonalni regiji z zaprtimi robnimi pogoji. Tur-
bulentno stanje z več vrtinci se pojavi pri visoki
stistljivosti in nizki viskoznosti fluida SGD ter
s časom preide v en sam vrtinec [10].

Numerične rešitve zgornjih enačb poleg zveznega prehoda v
urejeno stanje kot funkcije magnitude šuma prikažejo tudi tur-
bulenten režim kolektivnega gibanja, ki je značilen za kolonije
bakterij (slika 10) [10].

Problem je mogoče analizirati tudi s teorijo dinamične nor-
malizacijske grupe ter pokazati obstoj urejene faze v dveh di-
menzijah. Pomemben rezultat je, da konvekcija, ki je osnovna
lastnost neravnovesnih sistemov, zatre fluktuacije hitrosti pri
dolgih valovnih dolžinah, zaradi česar so mnogo manǰse od ana-
lognih fluktuacji v feromagnetih. Rezultat velja v vseh prostor-
skih dimenzijah d < 4, kjer tako obstaja urejena faza [1, 14].

Nedavno so hidrodinamske enačbe izbolǰsali z vključitvijo
členov vǐsjih redov in bolj natančnih koefcientov, kar je
omogočilo natančneǰso analizo faznega prostora. Z numerično
in teoretično analizo kolektivnega gibanja v dveh dimenzijah,
kjer so upoštevali tudi tipično podolgovato obliko SGD, ki se
gibljejo v smeri dalǰse osi na inertnemu substratu (upošteva
se trenje), so določili fazni diagram (slika 11). V urejenem
stanju so opazili obstoj dveh različnih stanj, v prvi je sistem
makroskopsko urejen, vendar kaže velike fluktuacije gostote in
ureditvenega parametra, v drugi pa se vzpostavi bolj stabilen
črtasti red visoke in nizke gostote delcev. Obe stanji sta bili
opaženi že prej v simulacijah Vicsekovega modela [1].

Slika 11: Fazni diagram v (v0, %0) ravnini. Pri ρ0 = ρc se v sistemu zgodi prehod iz izotropnega stanja (I) z
ϕ = 0 v homogeno polarizirano stanje (HP) z ϕ > 0. V HP stanju je mogoče ločiti dva režima kompleksnega
obnašanja, pri nizkih v0 se vzpostavi polarizirano gibajoče stanje z velikimi fluktuacijami gostote in parametra
urejenosti. Pri vǐsjih hitrostih se vzpostavi stabilna črtasta faza, kjer črte visoke in nizke gostote potujejo v
smeri označeni z belo puščico [1].
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4 Osnovni vzorci kolektivnega gibanja

Kolektivno gibanje je mogoče opaziti v zelo različnih sistemih, od takih, ki sestojijo iz molekul do človeških
sistemov. Sistemi iz ekstremno kompleksnih enot vzpostavijo relativno enostavne vzorce kolektivnega gibanja,
saj so interakcije med njimi mnogo bolj enostavne kot njihova struktura. Iz mnogih opazovanj in eksperimen-
tov je mogoče sklepati, da so vzorci kolektivnega gibanja v teh sistmih zelo podobni, kar nakazuje na obstoj
univerzalnih razredov kolektivnega gibanja, podobno kot v ravnovesni statistični fiziki. Na podlagi dosedanjih
raziskav, so predlagani naslednji osnovni načini kolektivnega gibanja [1, 5]:

1. neurejeno (delci se gibljejo v naključnih smereh)

2. popolnoma urejeno (delci se gibljejo v enaki smeri)

3. urejeno rotacijsko (znotaj kvadrata ali kroga)

4. kritično (gruče vseh velikosti se gibljejo koherentno v različnih smereh; celoten sistem je zelo občutljiv na
perturbacije)

5. korelacije hitrosti kvazi-dolgega dosega

6. zaskočenost (stanje, kjer je mobilnost zelo omejena)

Opaženih je še nekaj drugih, manj pogostih vzorcev, npr. v sistemih, sestavljenih iz dveh ali več bistveno
različnih tipov enot. Prehodi med zgornjimi stanji so lahko zvezni ali nezvezni in se ponavadi zgodijo s spremi-
njanjem gostote ali magnitude perturbacij. Kritična faza se pojavi, ko se raven šuma η približuje ηc, v tej fazi
je prenos informacij med enotami največja, zato bi lahko bila najpomembneǰsa v sistemih ptic in rib [5]

Nekatere osnovne vzorce opǐsejo že najbolj enostavni modeli kolektivnega gibanja, stanja 1., 2. in 4. lahko
opazimo tudi v originalnem Vicsekovem modelu. Predlagani so bili tudi nekateri biološko bolj realistični mo-
deli, ki so kategorizirali kolektivno gibanje. Eden takšnih je tridimenzionalni model, v katerem enote sledijo
naslednjim trem osnovnim pravilom: (i) vzdržujejo določeno razdaljo s svojimi sosedi, (ii) če ne izvajajo prvega
pravila, čutijo privlačno silo sosedov, (iii) svojo smer prilagajajo sosedom. Območja, v katerih interagirajo s
sosedi, so razdeljena na tri neprekrivajoče volumne z določenimi radiji (slika 12). Smer gibanja i-te enote v
naslednjem koraku je določena z

~di(t+ ∆t) = −
∑
j 6=i

~rij(t)

|~rij(t)|
+
∑
j

~vj(t)

|~vj(t)|
+
∑
j 6=i

~rij(t)

|~rij(t)|
, (9)

kjer se v prvi vsoti sešteva po zor, drugi po zoo in tretji po zoa. Stohastične efekte se upošteva z naključnim
zasukom vektorja ~di. Model omejuje tudi polje v stožcu, ki je definiran s kotom α (α = 360◦ pomeni zaznavanje
v vseh smereh). Obnašanje modela so opazovali s spreminjanjem parametrov modela, kot je število enot,
magnituda hitrosti, hitrost obračanja ter dosegi interakcij. Pri tem so izračunali ureditveni parameter ϕ ter
vrtilno količino skupine okoli težǐsča. Ugotovljena stanja kolektivnega gibanja so prikazana na sliki 12. V
modelu je opaziti tudi histerezno obnašanje urejenosti s spreminjanjem dosega zoo, kar nakazuje na kolektivni
spomin opisanih sistemov [16].

5 Vodenje skupine in doseganje konsenza

Mnogi biološki sistemi, ki se gibljejo kolektivno, so sestavljeni iz identičnih organizmov, kateri nimajo zmožnosti
individualne razpoznave ostalih. V takšnih sistemih mora biti obstajati mehanizem za prenos informacij po sku-
pini z namenom kolektivnega odločanja o mestu hranjenja, pristanka, poti migracije itd. Z majhno prikrojitvijo
enostavnega modela, podobnega tistemu v preǰsnjem poglavju, lahko opǐsemo vodenje in odločanje v skupinah
s kolektivnim gibanjem [1, 17].

Model opisuje sistem, v katerem ni prisotne komunikacije med organizmi in ti ne vedo, kateri med njimi so
obveščeni. Skupina je sestavljena iz N enot s položaji in hitrostmi ~ri ter ~vi, ki so sposobni prilagajti svojo hitrost
glede na bližnje sosede. Vsaka enota i želi ohranjati minimalno razdaljo α z vsemi ostalimi j z obračanjem stran
v tem rangu, kar predstavlja prva vsota v enačbi 10. To pravilo izogibanja trkom ima najvǐsjo prioriteto. Če
v tem rangu ni nobenih sosedov, se bo enota poskušala poravnati s sosedi j iz dosega ρ. Željena smer je tako
definirana z

~di(t+ ∆t) =
∑
j 6=i

~rj(t)− ~ri(t)
|~rj(t)− ~ri(t)|

+
∑
j 6=i

~vj(t)

|~vj(t)|
. (10)
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Slika 12: Prikaz območij interakcije v biološkem modelu kolektivnega gibanja (levo). Enota je v sredǐsču, sledijo:
zor-območje odboja, zoo-območje orientacije ter zoa-območje privlaka. Model lahko upošteva še območje brez
interakcije (t.i. slepi volumen). Osnovni vzorci kolektivnega gibanja modela v treh dimenzijah za N = 100,
α = 270◦ (desno): (a) roj (b) torus (c) dinamična usmerjena skupina (d) močno usmerjena skupina [16].

Definiramo še pripadajoči enotski vektor, d̂i(t) = ~di(t)/|~di(t)|. Delež p informiranih posameznikov v skupini ima
informacijo o preferenčni smeri ~g. To upoštevamo tako, da njihovi željeni smeri prǐstejemo člen v preferenčni
smeri z neko obtežbo ω, medtem ko so vsi neinformirani posamezniki naivni, brez preferirane smeri:

~di(t+ ∆t) =
d̂i(t+ ∆t) + ω~gi∣∣∣d̂i(t+ ∆t) + ω~gi

∣∣∣ . (11)

Slika 13: Model SGD z enostavnimi pravili lahko opǐse
skupino, kjer je nekaj obveščenih posameznikov zmožno
voditi celotno skupino v preferenčni smeri. Natančnost
skupine se s povečevanjem deleža informiranih posame-
znikov asimoptotsko povečuje [17].

Natančnost skupine in s tem kvaliteto prenosa infor-
macije v sistemu so preiskovali z opazovanjem nor-
malizirane kotne deviacije smeri skupine okoli prefe-
renčne smeri ~g. Rezultati pokažejo, da se natančnost
asimptotično povečuje s p pri fiksni velikosti skupine,
z večanjem števila enot pa postaja celo bolj nelinearno
(slika 13). V večjih skupinah je torej potrebno manǰse
število informiranih posameznikov, da dosežemo sko-
raj maksimalno natančnost [17].

Obveščeni posamezniki se lahko razlikujejo tudi
glede na preferenčno smer. Izkaže se, da če je število
posameznikov, ki preferirajo eno ali drugo smer enako,
potem bo smer skupine odvisna od tega, kako močno
se preferenčni smeri razlikujeta (slika 14). Če sta pre-
ferenčni smeri podobni, se bo celotna skupina gibala
v povprečni preferenčni smeri. Ko se razliki med pre-
ferenčnima smerema dovolj povečata, bodo posame-
zniki naključno izbrali eno ali drugo smer in skupina
se bo razcepila. S povečanjem števila enot, ki prefe-
rerirajo eno od smeri, se bo celotna skupina gibala v
smeri večine, čeprav se ta razlikuje le za enega infor-
miranega posameznika [17].

6 Eksperimentalni rezultati

Kolektivno gibanje je teoretično in numerično podrobneje raziskano kot eksperimentalno. Pojavljajo se razni
modeli z zanimivimi napovedmi, katerih pa zaradi pomanjkanja eksperimentalnih podatkov ni mogoče natančno
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Slika 14: Na ordinati je prikazana verjetnost gibanja celotne skupine v primeru dveh podskupin različno
obveščenih posameznikov, kjer je prva iz n1 enot in preferenčno smerjo 0◦ (črtkana črta) ter druga iz n2 enot
ter preferenčno smerjo na abscisi. (a) n1 = n2 = 5 (b) n1 = 6, n2 = 5 (c) n1 = 6, n2 = 4. Bela črta predstavlja
povprečno preferenčno smer. Celotna skupina (N = 100) doseže konsenz le, če se njuni preferenčni smeri ne
razlikujeta preveč [17].

preveriti. Eksperimenti so težavni, predvsem v 3D, saj imamo opravka z velikimi dinamičnimi sistemi. Predvsem
z razvojem še bolj miniaturnih in natančnih GPS naprav je pričakovati natančneǰse meritve [1, 14].

Projekt StarFlag Z namenom preučevanja kolektivnega gibanja ptic in razumevanja njegove narave so v
Evropski uniji izvedli multidisciplinarni znanstveni projekt StarFlag [18] (2005-07). Eksperimentalno so se
osredotočili na kolektivno gibanje ptic škorcev (Sturnus vulgaris), ki imajo navado, da ob mraku, preden se
odpravijo gnezditi, približno dvajset minut letajo v jatah in značilno vrtinčijo. Jate škorcev so močno povezane
in imajo ostre robove ter lahko vsebujejo na tisoče ptic [4, 19].

Položaje ptic v letu so izmerili s stereometrijo in tehnikami računalnǐskega vida, kjer so uporabili trifokalno
tehniko slikanja iz treh različnih strani. Največji problem se pojavi pri trodimenzionalni rekonstrukciji jate,
saj je težko ločiti posamezne ptice na fotografijah posnetih ob istem času pod tremi različnimi koti in tako
slediti trajektorijam vseh ptic (slika 15). Skupina je razvila algoritem, ki uporablja metode statistične fizike
in omogoča določitev položaja vseh ptic v jati z manj kot 5% napako relativne in absolutne razdalje [19].

Slika 16: Kotna porazdelitev povprečnega števila pr-
vih najbližjih sosedov v jati škorcev normalizirana z izo-
tropnim primerom prikazana v Mollweidejevi projekciji.
Smer gibanja ptice ima smer od (ϕ, ϑ) = (0,±180◦) do
(0, 0). Kotna porazdelitev je izrazito anizotropna [19].

Strukturo jate so karakterizirali tako, da so izračunali
prostorsko porazdeljenost najbližjih sosedov. Glede
na referenčno ptico izmerijo kotno orientacijo naj-
bližega soseda glede na smer jate ter nato za refe-
renco vzamejo še vse ostale ptice. Rezultati na sliki 16
razkrijejo anizotropno strukturo s pomanjkanjem naj-
bližjih sosedov v smeri gibanja. Ta anizotropija velja
le do nekaj najbližjih sosedov, struktura postane po-
stopoma izotropna. Razlog za takšno anizotropijo je
najverjetneje v stranskem načinu vida teh ptic [19].

Glavna ugotovitev raziskave je, da posamezna
ptica v veliki jati interagira z nc = 6 − 7 najbližjimi
sosedi namesto s tistimi, ki so znotraj določene raz-
dalje, kot so to predvidevali predhodni modeli. Pri
merjenju odvisnosti oblike anizotropnosti interakcije v
odvisnosti od oddaljenosti od referenčne ptice so ugo-
tovili, da je pri jatah z zelo različnimi gostotami ptic
topološki interakcijski rang vedno enak, medtem ko
se metrični močno razlikuje. Interakcija med dvema
pticama v dveh jatah z različnima gostotama je torej
enako močna ne glede na razdaljo med njima.

Zanimiva je tudi interpretacija ugotovitve, zakaj ptice interagirajo samo z 6 − 7 najbližjimi sosedi, ko pa
je v njhovem neoviranem vidnem polju veliko več sosedov. Ena možna razlaga je, da so ptice sposobne slediti
naenkrat samo tolikšnemu številu premikajočih objektov, kar je v skladu tudi z neko drugo neodvisno študijo.
V pričujočem članku predstavijo alternativno razlago, da ima specifična vrednost nc funkcijo optimizirati odziv
proti plenilcem. Hipotezo se odločijo preveriti z originalnim Vicsekovim 2D modelom, ki ga ni težko prilago-
diti, da upošteva interakcijo s fiksnim številom sosedov. Urejeno jato izpostavijo zunanji perturbaciji, napadu
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Slika 15: Tipična jata iz 1246 ptic oddaljena približno 70 m (levo). (a,b) Sliki iste jate ptic ob določenem trenutku
iz dveh različnih perspektiv. (c-f) Tridimenzionalna rekonstrukcija jate iz (a,b) iz različnih pogledov. Na sliki
d je jata prikazana iz iste perspektive kot na sliki b. Levo: (a) Prikaz modela napada plenilca na urejeno jato
ptic. (b,c) Različni efekti napada v modelu z metričnimi in topološkimi interakcijami. (d,e) Analiza verjetnost,
da je prvotna jata med napadom razpadla na različno število komponent. Jata s topološkimi interakcijami je
bolj odporna na zunanje perturbacije kot tista z metričnimi [19].

plenilca, ki deluje na ptice z odbojnim potencialom 1/r kot je prikazano na sliki 15. Možen rezultat napada
je razpad prvotne jate na več posameznih enot in manǰsih jat, ki so zelo ranljive na napad plenilca. Izkaže se,
da je jata s topološkimi interakcijami res veliko bolj odporna na perturbacije kot pa tista z metričnimi in je
tako potrebna, da jata obdrži kohezijo med napadom plenilcev (slika 15). Simulacijo so ponovili še z variacijo
Vicsekovega modela, kjer se upošteva interakcija, ki inverzno pada z razdaljo 1/r in rezultati so bili zopet enaki.
Bolj kot specifična oblika interakcije je torej za preživetje ptic pomembna topološka narava interakcije [19].

7 Zaključek

Kolektivno gibanje lahko opǐsemo z enostavnimi modeli SGD, ki pojasnjujejo njegove osnovne lastnosti. Taki
modeli so zelo enostavni in nespecifični, zato sklepamo, da so tudi značilnosti kolektivnega gibanja podobne v
zelo različnih sistemih, kar potrjujejo tudi eksperimenti. Sisteme kolektivnega gibanja lahko primerjamo z rav-
novesnimi statistično-fizikalnimi sistemi, zanj lahko uporabimo mnoge metode statistične mehanike. Nekaterih
bolj naprednih, kot je metoda renormalizacijske grupe tukaj nismo predstavili. V modelih je potrebno poudariti
vlogo naključnih perturbacij in neohranitve gibalne količine med trki, ki sta povsod pristni bistveni sestavini.
Slednja je tudi najverjetneje vzrok globalne urejenosti v takšnih sistemih [1].

Področje kolektivnega gibanja je hitro rastoče in pomembno s stalǐsča razumevanja bioloških sistemov z
mnogimi potencialnimi aplikacijami iz vsakdanjega sveta, denimo razumevanje migracij rib ali rakavih celic
v tumorju [2]. Modeli kolektivnega gibanja so pomembni tudi za tehnične aplikacije, npr. jate robotov so
učinkovite pri raziskovanju neznanih območij. Študij kolektivnega gibanja robotov je hitro rastoč del kolektivne
robotike [5]. V raziskovanju kolektivnega gibanja je zato tudi v bodoče pričakovati veliko aktivnosti.
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