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1 Uvod

Teorija o omrezjih je mlada, interdisciplinarna veda. Zanimanje fizikov je pritegnila proti koncu
90-ih let, ko se je zaradi razvoja svetovnega spleta in racunalnikov prvi¢ pojavila moznost resne
primerjave modelov omrezij z eksperimentalnimi podatki. Za razliko od matematikov, ki se pri
preucevanju omrezij posluzujejo teorije grafov, se fiziki pri raziskovanju naslanjajo predvsem na
metode in koncepte statisticne mehanike. Namen, ki ga zelijo dosedi fiziki, je razumeti strukturo
omrezij in njihov ¢asovni razvoj. Te vrste razumevanje je zaradi poplave informacijskih in drugih
umetnih omrezij danes kljuénega pomena. Strokovnjaki, ki ustvarjajo spletne iskalnike ne mo-
rejo sestaviti ucinkovitih algoritmov brez razumevanja strukture svetovnega spleta, nacrtovalce
omrezij pa na primer zanima, kako mora biti omrezje zgrajeno, da bo ¢im bolj odporno na na-
kljuéne okvare. Slednjemu vprasanju je bilo zadnje ¢ase posveceno veliko pozornosti [1, 2, 3, 4, 5].
Vecina raziskav se je pri obravnavi tega problema osredotocila na izolirana omrezja, ki so povsem
neodvisna od okolice!. Realna omrezja, ki bi imela takine lastnosti so redka, zato predpostavka o
neodvisnosti ponavadi ni upravicena. Omrezja so tipi¢no medsebojno odvisna in okvare v enem
sistemu bodo imele posledice tudi v ostalih.

Ucinki zaradi medsebojne odvisnosti omrezij so lahko zelo veliki in vcéasih vodijo do celega
zaporedja katastrofalnih dogodkov. Kot primer navedimo izpad elektrike na Apeninskem polo-
toku 28. septembra 2003 [4]. Brez elektrike je ostala polovica drzave, pa ¢eprav je na zacetku
do napake prislo samo na eni izmed elektrarn, kar pa je sprozilo celo vrsto okvar tudi drugod po
omrezju. Neljub pripetljaj je bilo mo¢ pojasniti s pomoc¢jo medsebojnih vplivov med elektri¢nim
in telekomunikacijskim omrezjem, prek katerega je nadzorovana distribucija elektrike. Slika 1
prikazuje zemljevid Italije z vrisanim elektriénim in nad njim nekoliko zamaknjenim telekomu-
nikacijskim omrezjem. Ko je prislo do napake na eni izmed elektrarn (rde¢ kvadratek na sliki
1.a), so se zaradi pomanjkanja preskrbe z elektriko ugasnili stirje strezniki (rdece pike) v tele-
komunikacijskem omrezju. Dodatno so Se trije strezniki (zelene pike) postali nefunkcionalni, ker
niso bili ve¢ povezani z ostalimi deli omrezja. Nato je sledila cela vrsta dogodkov, kjer so se
najprej ugasnile elektrarne nadzorovane prek nedelujocih streznikov (slika 1.b), posledi¢no pa je
cela skupina ostala odrezana od preostalega dela omrezja, kar je povzrocilo motnje v preskrbi z
elektriko v tem delu drzave.

Slika 1: Prikaz nizanja okvar v dveh medsebojno odvisnih omrezjih na primeru izpada elektrike
v Italiji 28. septembra 2003 [4].

Na medsebojno odvisna omrezja ne naletimo samo pri infrastrukturi, kot bi lahko sodili iz
zgornjega primera, temve¢ taksne zglede lahko najdemo vsepovsod od biologije do ekonomije in
sociologije, zato so raziskave o robustnosti medsebojno odvisnih omrezij Se kako koristne. V tem
seminarju bom najprej razlozili nekaj osnov, s katerimi moramo biti seznanjeni, preden lahko s

1Pri okolici mislimo na ostala omrezja, ki so lahko z opazovanim sistemom sklopljena in imajo nanj dolocen
vpliv.



fizikalnega stalis¢a razglabljamo o omrezjih, nato pa bom predstavili nekaj rezultatov raziskav
odpornosti omrezij na naklju¢ne okvare.

2 Nekaj osnovnih pojmov pri teoriji omrezij

Formalno lahko omrezje oziroma graf G definiramo kot par dveh (konénih?) mnozic G = (V, E),
kjer je V mmnozica N toc¢k (vozlov), E' pa mnozica povezav med tockami iz V. Povezave so lahko
usmerjene ali pa neusmerjene. Graf narisemo tako, da za vsako tocko nariSemo krogec, povezave
pa prikazemo s értami, ki vezejo ustrezne tocke [6].

(a) (b)

Slika 2: Neusmerjen (a) in usmerjen graf (b).

2.1 Matrika sosednosti

Matrika sosednosti A(G) dimenzije N x N podaja informacijo o tem, katere tocke v G so med
sabo povezane in katere ne. Element matrike A;; je 1, ¢e obstaja povezava od tocke ¢ v j in 0
sicer. Osnovna predpostavka pri tem je, da tocke lahko med sabo razlo¢imo in jih torej lahko
oSteviléimo. Lastne vrednosti matrike A(G) imenujemo spekter grafa. Za neusmerjene grafe je
A(G) simetri¢na in so zato njene lastne vrednosti realne in med sabo ortogonalne. Statisti¢ni
ansambel omrezja lahko torej predstavimo z ansablom matrik sosednosti velikosti N x V.

2.2 Stopnja vozlisca

Stopnja k tocke s je Stevilo vseh povezav iz te tocke. Obic¢ajno to Stevilo ni enako za vsa vozlisca,
temveé se podreja neki statistiéni porazdelivi. Oznac¢imo s p(k, s, N) verjetnost, da ima tocka s
k povezav v omrezju velikosti N. Potem je celotna porazdelitev stopenj [7]

N
Pk, N) - % > pll N, (1)

Skupna porazdelitev stopenj P(k, N) je ena izmed osnovnih statisti¢nih lastnosti omrezja in pred-
stavlja verjetnost, da bo imelo nakljuéno izbrano vozlis¢e natanko k povezav. V veliki meri je
odvisna od tega, po kaksnem kljuc¢u tocke med sabo tvorijo nove povezave. Zavedati se moramo,
da je P(k,N) misljen kot povprecna porazdelitev, ki jo dobimo, ¢e opazujemo vse mozne realiza-
cije nasega modela omrezja. Celotna porazdelitev stopenj lahko pri dolo¢enem primerku odstopa
od P(k,N), vendar so te deviacije za velike N precej majhne.

2.3 Orjaske povezane komponente

Podmnozica tock grafa sestavlja povezano komponento, ¢e med vsakim parom tock iz te pod-
mnozice obstaja pot [8]. Graf ima lahko ve¢ povezanih komponent. Velikosti povezanih kompo-

2V splosnem lahko govorimo tudi o neskonénih grafih, vendar se bomo tukaj omejili samo na konéne dimenzije.



nent v omrezju nam povejo nekaj o njegovi globalni zgradbi. S staliica fizike je zanimiva predvsem
relativna velikost najveéje povezane komponente, ker so s tem povezani t.i. fenomeni perkolacije.
Za omrezja lahko perkolacijski problem formuliramo na naslednji nacin:

Imejmo omrezje z N vozli in med vsakim parom tock obstaja vez z verjetnostjo p. Zanima
nas, kaksna je odvisnost relativnih velikosti povezanih komponent od p v termodinamicéni limiti
(N — o0). Izkaze se, da grejo za p < p. vse relativne velikosti povezanih komponent proti nic,
za p > p. pa v omrezju nastane orjaska povezana komponenta, katere relativna velikost ostane
konéna, ¢eprav N naraste ¢ez vsako mero. Vrednost p. imenujemo prag perkolacije.

Poznamo ve¢ razlicic perkolacije. Zgoraj opisani problem spada k perkolaciji vezi. Obstaja
tudi varianta imenovana perkolacija mest, kjer med vse mozne vezi naklju¢no razporedimo pN vo-
zlov, pri ¢emer nas prav tako zanima odvisnost velikosti najvecje povezane gruce od p. Prisotnost
orjaske povezane komponente je nujno potrebna za uc¢inkovito delovanje omrezja in je neke vrste
indikator njegovega zdravja. Ce je orjaska komponenta odsotna, potem je omrezje sestavljeno iz
majhnih razkropljenih gru¢ in ne sluzi svojemu namenu. Kot bomo videli, je mozno v odvisnosti
relativne velikosti najvecje povezane komponente P, od parametra p prepoznati fazni prehod,
kjer p. nastopa v vlogi kriticne temperature 7., P pa predstavlja ureditveni parameter, ki je 0
za p < pe in razlicen od 0 za p > p.. Za razliko od temperaturnih faznih prehodov je perkolacijski
prehod geometrijske narave [9].

3 Modeliranje omrezij

Eden izmed pomembnih problemov pri preucevanju omrezij je iskanje konstrukcijskih postopkov
s katerimi lahko pravilno simuliramo rast omrezja in pojasnemo zakaj ima neko realno omrezje
doloceno zgradbo. Pri tem nas zanima predvsem kdaj in kako se v grafu tvorijo nove povezave
in kdaj se dodajajo novi vozli. Poglejmo si dva najpogostejsa modela.

3.1 Model Erdoés-Rényi

S to metodo zgeneriramo t.i. nakljuéni graf. Obstajata dve varianti ER modela, ki vodita do
enake porazdelitve stopenj v omrezju. Pri modelu G(N,p) imamo na zacetku N nepovezanih
tock, nato pa vsak par tock povezemo z verjetnostjo p, ki je konstantna. Porazdelitev stopenj za
nakljuc¢no vozlisce s v takem omrezju bo binomska

(2)

p(k,s,N)=p"(1 _p)N—Hc(N - 1)'

k

Ker je p(k,s, N) enaka za vsa vozliica, je skupna porazdelitev stopenj P(k) = p(k, N). V limiti,
ko je p majhen in N zelo velik, se P(k) zreducira na Poissonovo porazdelitev
Ik
_ kM
P(k)=e o (3)
pri Gemer je k srednja vrednost k in velja k = pN. Prag perkolacije za graf zgrajen po metodi
G(N,p) je priblizno p. ~ 1/N, kar pomeni, da se bo orjaska povezana komponenta pojavila pri
k>1.
Pri drugi razlicici ER modela, ki jo imenujemo G(N, M) med N vozlov nakljuéno razporedimo
M povezav. G(N, M) se od modela G(N, p) razlikuje po tem, da so pri fiksnem N in M vsa kon¢na
stanja enako verjetna, medtem ko moramo pri modelu G(N,p) stanjem naSega statisticnega
ansambla pripisati razlicne utezi [7]. Kljub temu je porazdelitev stopenj pri metodi G(N, M)
prav tako Poissonova.



Slika 3: Porazdelitev stopenj dobljena iz numeri¢ne simulacije nakljutnega grafa po metodi
G(N,p) (modra ¢rta) v primerjavi z vrednostmi binomske porazdelitve (rdeca ¢érta). V pri-
meru (a) je bil N =500 in p = 0.02, pri (b) pa smo vzeli N = 3 x 10% in p = 0.0005. Opazi se, da
so pri N =500 odstopanja od binomske porazdelitve vecja kot pri N =3 x 10%.

3.2 Model Barabasi-Albert

V zadnjem casu se je pozornost preusmerila od omrezij, pri katerih se porazdelitev stopenj zelo
naglo priblizuje nicli za velike k, k tistim, katerih porazdelitve stopenj bolj pocasi padajo k
nicli. To pomeni, da imajo tak$na omrezja bistveno vecji delez mocno povezanih vozlis¢ kot
nakljuéni grafi. Razlog za ta prehod je dejstvo, da so bile pri mnogih realnih omrezjih ugotovljene
porazdelitve stopenj, ki se za velike k obnasajo kot P(k) ~ ck™. Prva, ki sta zasnovala model
omrezja s potencno porazdelitvijo stopenj, sta bila fizika R. Albert in A.-L. Barabési (1999). Njun
model uposteva, da Stevilna omrezja neprestano rastejo (N ni fiksen), pri ¢emer se nova vozlisca
preferencno povezujejo s tistim vozli z vecjo stopnjo. Algoritem BA modela je naslednji [10]:

1. Za¢nemo z majhnim stevilom nepovezanih toc¢k mg. Nato na vsakem koraku dodamo po en
vozel in ga povezemo z m < mg starimi vozli.

2. Pri izbiranju m vozlov, ki jih bomo povezali z na novo dodanim vozlis¢éem upostevamo, da
je verjetnost II(k;) za izbiro i-tega vozla

ks
Yk

Pri prvem koraku, kjer je > k; = 0 lahko vzamemo, da so te verjetnosti za vse vozle enake.

1(k;) =

(4)

Porazdelitev stopenj v omrezju zgrajenem po zgornjem postopku je [11]

ck™ m<k<K

0 sicer

P(k) = { (5)

Porazdelitev je odrezana pri K zaradi efektov kon¢nih dimenzij. Za razliko od Poissonove po-
razdelive tukaj nimamo nobene naravne mere, ki jo v prvem primeru predstavlja parameter k.
V angleski literaturi zato takSna omrezja pogosto imenujejo tudi ” scale-free networks” (omrezja

brez skale).
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Slika 4: Simulacija rasti omrezja po BA modelu pri N =mg +t =3 x 10* ter mg = m = 2 (modre
pike) in mg = m = 3 (vijolicne pike). Crtkani krivulji sta prilagojeni na podatke z v = 2.77
(vijolicna) in y = 2.85 (modra). Porazdelitev stopenj, kakrsno vidimo na zgornji sliki, je zelo
pogosta in jo srecamo pri omrezjih kot sta npr. internet in svetovni splet.

Slika 5: Tipi¢na struktura grafa pri ER (a) in BA modelu (b) [11].

4 Odpornost omrezij na nakljuéne okvare

4.1 Samostojna omrezja

Kot smo omenili pod tocko 2.3, je za nemoteno delovanje omrezja nujno potrebna prisotnost
orjaske povezane komponente. Pri ugotavljanju pogojev, pri katerih pride do sesutja omrezja, je
torej dovolj, ¢e se osredoto¢imo samo na odpornost najvecje povezane komponente na nakljucéne
okvare. Trdozivost omrezja je zato tesno povezana z njegovimi perkolacijskimi lastnostmi. Iz
simetrijskih razlogov lahko perkolacijski problem opisan pod 2.3 obrnemo na glavo. Imejmo
raje neko zacetno konfiguracijo vozlov in povezav med njimi. Zanima nas, kaj se bo zgodilo
z najvecjo povezano komponento, ko iz omrezja nakljuéno odstranimo delez (1 — p) vozlov (ali
povezav). Izkaze se, da bo pri p = p,. prislo do perkolacijskega prehoda iz faze z orjasko povezano
komponento v fazo, kjer bodo relativne velikosti vseh povezanih komponent enake ni¢. Velikost
praga perkolacije p. je tukaj seveda druga¢na kot v primeru pod tocko 2.3, ker se p nanasa na
delez vozlov, ki jih Se nismo odstranili in ne na verjetnost, da med dvema naklju¢no izbranima



vozloma obstaja vez. Zavedati se moramo tudi, da je perkolacijsko teorijo smiselno uporabiti
samo pri dovolj velikih omrezjih, kjer ne bo prislo do bistvenih odstopanj od limite N — oo.

Osredotocimo se sedaj na dva konkretna modela omrezij: nakljuéni graf (ER model) in omrezje
s potencno porazdelitvijo stopenj (BA model). Relativna velikost orjaske komponente P,, glede
na zacetno stevilo vseh vozlov N je pri ER modelu v limiti N — oo

Peo ~ (p_pc)ﬂ (6)

za p>p. in 0 za p < p. [11]. Parameter S imenujemo kritiéni eksponent. Fazni prehod je drugega
reda in prag perkolacije je podan kot p. = 1/k, kjer je k povpreéna stopnja vozliséa. Pri BA
grafu so perkolacijske lastnosti odvisne od eksponenta . Za 2 <y < 3 je p. = 0, kar pomeni, da je
treba taksnemu grafu naklju¢no pobrati ven tako rekoc¢ vsa vozlis¢a, ¢e hocemo eliminirati njegovo
orjasko komponento. Omrezja s p. ~ 0 so ob predpostavki, da so neodvisna, izredno odporna na
naklju¢éne okvare. V to skupino spadata npr. internet in WWW. Za vrednosti eksponenta « nad
3 dobimo podobno kot pri ER grafu fazni prehod drugega reda, vendar z druga¢nim kriticnim
eksponentom S.

Pri obeh tipih omrezij je perkolacijski prehod (¢e do njega sploh pride) torej drugega reda,
kar pomeni, da se ureditveni parameter P, zvezno spusca proti nicli, ko iz omrezja naklju¢no
odstranjujemo vozlis¢a. Poleg tega je p. razmeroma majhen, kar kaze na robustnost teh dveh
sistemov. Kot bomo videli v nadaljevanju, so prekolacijske lastnosti medsebojno odvisnih omrezij
precej drugaéne in fazni prehodi so obicajno prvega reda.

4.2 Medsebojno sklopljena omrezja

Ceprav so medsebojno odvisna omrezja v praksi zelo pogosta, so bile njihove perkolacijske la-
stnosti raziskane Sele pred kratkim [4, 5] in razkrivajo nekaj presentljivih rezultatov, ki jih ni mo¢
napovedati na podlagi opazovanj neodvisnih omrezij.

Za model medsebojno odvisnih omrezij si zamislimo dve omrezji, A in B, obe z enakim
zacetnim Stevilom vozlov N. Sklopitev med A in B naj bo taksna, da je vsak vozel A; v omrezju
A odvisen od natanko enega vozla B; v omrezju B. Obratno je tudi B; odvisen od A;. Porazdelitev
stopenj v omrezju A in B ozna¢imo s pa(k) in pp(k), pri éemer k stopnjam vozlis¢ ne Stejemo
povezav med A in B [4].

Podobno kot pri neodvisnih omrezjih, tudi tukaj zacetno okvaro simuliramo tako, da nakljuéno
odstranimo delez 1 — p vozlov iz omrezja A. Tukaj pa se zgodba Se ne konca, ker bo taksnemu
posegu sledilo celo zaporedje okvar v A in B. Ob upo§tevanju, da sta omrezji sklopljeni, moramo
najprej odstraniti vse vozle v B, ki so povezani s pokvarjenimi vozli iz A. Iz A in B moramo
pobrati tudi vsako povezavo, ki ima en konec pripet na nedelujo¢ vozel. Po tej prvi fazi, se bodo v
A in B pojavile majhne gruce, ki bodo ostale odrezane od orjaske povezane komponente v svojem
omrezju. Ce se dva vozla A4; in Aj znajdeta v dveh razlicnih grucah, potem je povezava v B med
B, in Bj; (Ce le-ta obstaja) neuporabna in jo je potrebno v naslednjem koraku odstraniti [4]. To
dejstvo lahko v nekoliko poenostavljeni obliki pojasnemo na primeru izpada elektrike v Italiji iz
uvoda:

Recimo, da se dve elektrarni (A4; in A;) znajdeta v razlicnih povezanih komponentah in med
streznikoma B; in Bj, ki nadzorujeta A; in A; obstaja povezava. Ce se na primer na obmocju,
kjer je postavljana elektrarna A; zgodi, da poraba elektrike presega izhodno mo¢ A;, bo streznik
B, to zaznal in razposlal to informacijo na vse konce. Streznik B; bi posledi¢no lahko narocil A;
naj poveca proizvodnjo, vendar to ne bo imelo prav nobenega ucinka na A;, ker je le-ta v drugi
povezani komponenti. Zato je povezava med B; in B; povsem neuporabna.

Postopek eliminacije povezav nato nadaljujemo tako, da odstranimo Se vse povezave med pari
vozlis¢ v A, katerih pripadajoci vozli v B se nahajajo v razli¢nih povezanih komponentah. Celo-
ten postopek ponavljamo rekurzivno, dokler ni ve¢ nobene povezave, ki bi ustrezala opisanemu
kriteriju. Mozna rezultata zaporedja okvar ob zacetni odstranitivi deleza 1 —p vozlov sta dva. V
primeru, da je p nad pragom perkolacije p., se orjaska povezana komponenta vseeno ohrani, ce
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Slika 6: Modeliranje iterativnega procesa okvar. Na zacetku smo odstranili en vozel, ¢emur je
sledila razgradnja omrezij A in B na ve¢ med seboj nepovezanih delov (prirejeno po [4]).

pa je p < p, potem vodi zaporedje okvar do popolne fragmentacije omrezja in orjaska povezana
komponenta nenadoma izgine.

Zgoraj opisani perkolacijski problem je mozno za dve omrezji, zgrajeni po modelu Erdos-
Rényi, resiti eksplicitno z uporabo matematic¢nega formalizma rodovnih funkeij. Tukaj se ne
bomo poglabljali v potek reSevanja, navedimo le, da znasa prag perkolacije v primeru, da sta
porazdelitvi stopenj v A in B enaki (ka = ky = k)

b
2kf(1-f)

kjer je f resitev enacbe f = exp((f —1)/2f) in znasSa priblizno f ~ 0.28467, kar nam da p. ~
2.4554/k [11]. To je precej ve¢ kot pri neodvisnem omrezju, kjer je prag perkolacije enak p. = 1/k,
kar kaze na bistveno povecanje ranljivosti ER omrezja. Oznacimo s P delez vozlov v orjaski
povezani komponenti po koncu iterativnega procesa okvar v omrezju. Njegova odvisnost od
zacetnega deleza odstranjenih vozlov je drugac¢na kot odvisnost P.(p) pri neodvisnem omrezju.
Namesto zveznega spuscanja proti ni¢li, opazimo pri pragu perkolacije nenaden skok ureditvenega
parametra P., in perkolacijski fazni prehod je v tem primeru torej prvega reda.

(7)
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Slika 7: Odvisnost p, in skoka ureditvenega parametra (jlo,) od razmerja ka/kp za dve ER omrezji
s povpreénima stopnjama k4 in kg [11].

Enacba (7) velja v primeru, da sta porazdelitvi stopenj v ER omrezjih A in B enaki. Povejmo
Se, kaksne so perkolacijske lastnosti za dve poljubni sklopljeni ER omrezji. Slika 7 prikazuje



odvisnost perkolacijskega praga p. in skoka ureditvenega parametra pri tem pragu (ue), od
razmerja I%A/I%B. Pri tem je k 4 konstanten, tako da spreminjamo samo velikost kp. Za I}A//%B =1
je pe podan z enacbo (7) in fazni prehod je prvega reda, ko pa razmerje zmanjsujemo, postaja
P vse manjsi in v limiti k4/kp = 0 dobimo znan rezultat za neodvisno omrezje p. = 1/k4. Prav
tako postaja vse manj izrazit tudi skok ureditvenega parametra in pri k4/kp = 0 je fazni prehod
spet drugega reda. Manjsa vrednost razmerja k4/kp pomeni torej vecjo odpornost omrezij A in
B na naklju¢ne okvare v A.
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Slika 8: Delez vozlov p,/p v orjaski povezani komponenti po n iteracijah okvar za razli¢ne rea-
lizacije dveh medsebojno sklopljenih ER omrezij. Z rdeco je oznacena teoreticna krivulja. Po-
razdelitvi stopenj v obeh omrezjih sta bili enaki, N pa je bil 128000. Zacetni delez odstranjenih
vozlisé je bil tik pod pragom perkolacije, ki je za dve ER omrezji p. ~ 2.4554/k. Zaradi konénih
dimenzij sistema se je pri nekaterih simulacijah orjaska povezana komponenta ohranila [4].
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Slika 9: (a) Numeri¢na simulacija dveh sklopljenih ER omrezji s k4 = kg pri razli¢cnih vrednostih
N velikosti omrezja. Opaziti je, da so pri ve¢jih N krivulje vse bolj podobne stopnicasti funkciji
s skokom pri pe, ki je na sliki oznacen s puscico. (b) Odvisnost P od p za razlicne tipe dveh
medsebojno sklopljenih omrezij: model Erdés-Rényi (ER), naklju¢ni regularni graf (RR) in model
Barabési-Albert s porazdelitvijo stopenj P(k) o< k*(SF). V vseh primerih je bil N = 5 x 104,
povprecna stopnja vozliséa pa je bila 4 [4].

Za dve medsebojno odvisni omrezji zgrajeni po modelu Barabasi-Albert, so rezultati e bolj



zanimivi od tistih za dve ER omrezji. Pod tocko 4.1 smo omenili, da so omrezja s potenc¢no
porazdelitvijo stopenj (P (k) o< k™7) izredno odporna na nakljuéne okvare. Se posebej to velja pri
tistih omrezjih z 2 <y < 3, ker je prag perkolacije pri le-teh ni¢ in orjaska povezana komponenta
se vedno ohrani, ne glede na to, koliko vozlov smo odstranili. Rezultati simulacij za primer,
ko sta pa(k) = pp(k) o< k™ kazejo, da v primeru sklopitve pride do faznega prehoda tudi za
vrednosti eksponenta v < 3. Kar je pri tem presentljivo je, da so omrezja, ki spadajo v to
skupino, pri danem povprecnem k, celo bolj ranljiva od ER omrezij, ranljivost pa je vecja pri
manjsih vrednostih eksponenta ~.

Iz vseh zgornjih rezultatov lahko zaklju¢imo, da medsebojna odvisnost omrezij v splosnem
poveca njihovo ranljivost in jih naredi manj odporne na nakljuéne okvare. Ugotovitve lahko
strnemo v sliki 10.

1
1
1 .
Neodvisno | Sklopitev
omrezje |
P !
1 1. red
2. red :
1
: Zaporedje okvar,
Dbe 4 zlom omreZja
0
0 » X

Slika 10: Shematski prikaz ureditvenega parametra P, v odvisnosti od deleza vozlis¢ p, ki smo jih
pustili na miru. V primeru neodvisnega omrezja se P., zvezno spusca proti nicli in fazni prehod
je drugega reda s kritiénim eksponentom 3, pri dveh sklopljenih omrezjih pa zabelezimo nenaden
skok ureditvenega parametra pri vrednosti, ki je ve¢ja od praga perkolacije za neodvisno omrezje
(prirejeno po [11]).

4.3 Delno sklopljena omrezja

Pri realnih medsebojno odvisnih sistemih pogosto niso vsi vozli odvisni od stanja vozla v ne-
kem drugem omrezju. V omrezju elektrarn in streznikov se lahko npr. zgodi, da imajo nekateri
strezniki svoj lasten zasilni sistem napajanja, ki se vkljuci, ko pride do okvare na bliznji elek-
trarni. Upostevajo¢ to dejstvo, so R. Parshiani in sodelavci [5] pred kratkim razvili izpopolnjen
model dveh medsebojno odvisnih omrezij, ki ga brez tezav lahko uporabimo pri mnogih realnih
problemih.

Poglejmo si sedaj ¢isto splogen primer dveh omrezij A in B, s porazdelitvama stopenj pa (k)
in pg(k). Oznacimo s g4 delez vozlov v A, ki je odvisen od vozlov v B, g pa naj bo delez vozlov
v B, ki so odvisni od A. Limita g4 = gg = 1 ustreza popolni sklopitvi omrezij, opisani v razdelku
4.2; rezim g4 = qp = 0 pa ustreza dvema povsem neodvisnima omrezjema [11].

Iterativni proces okvar za¢nemo z odstranitvijo deleza 1 —p naklju¢no izbranih vozlov iz A in
vseh njim pripadajocih povezav. Nato odstranimo Se vse vozle v B, ki so odvisni od katerega izmed
odstranjenih vozlov iz A. V nadaljevanju predpostavimo, da so vsi vozli, ki niso ve¢ povezani v
orjasko komponento nefunkcionalni in jih prav tako izbrisemo iz grafa. Slednja predpostavka je
smiselna, ¢e nas zanimajo zgolj perkolacijske lastnosti, t.j. velikost najvec¢je povezane komponente.
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Slika 11: Ureditveni parameter P, kot funkcija p za dva razlicna tipa sklopljenih omrezij: ER
model (0, O) in BA model (A, >, v = 2.7). S érno in modro sta narisani krivulji za mo¢no
sklopitev med A in B (g4 = gg = 0.8), z zeleno in rdeco pa sta narisani krivulji za primer Sibke
sklopitve (¢ =0.1). V vseh primerih je bil N =5 x 10* [11].

Rezultati simulacij za zgoraj opisani model so pokazali, da zmanjSanje sklopitve med omrezjema
A in B poveca njuno trdozivost. Slika 11 prikazuje delez vozlis¢ v najveéji povezani komponenti
kot funkcijo p. Simulacija je bila narejena za dve ER in BE omrezji pri razli¢nih vrednostih ¢4
in gg. V primeru mocne sklopitve (g4 = gg = ¢ = 0.8) je odvisnost podobna obnasanju P., v
limiti ¢ = 1 in fazni prehod je prvega reda. Pri dveh sibko sklopljenih omrezjih (¢ = 0.1) je fazni
prehod drugega reda in prag perkolacije je precej nizji kot v prvem primeru. Za vse vrednosti
q > 0 vseeno pride do iterativnega procesa okvar, vendar je pri majhnih g ta proces bistveno bolj
pohleven.

Slika 12 prikazuje delez vozlov p, /p v orjaski povezani komponenti po n iteracijah okvar v
dveh ER omrezjih. Pri moé¢ni sklopitvi je odvisnost stopnicasta in vec¢ina okvar se zvrsti v dveh
fazah, med katerima je p,, /p nekaj ¢asa priblizno konstanten. V primeru §ibke sklopitve je krivulja
najbolj strma na zacetku, potem pa na vsakem koraku odpade manjse stevilo vozlov.

0.25 ——————— .

20

Slika 12: Delez vozlov p,/p v orjaski povezani komponenti po n iteracijah okvar za dva sklopjena
ER grafa z enakim $tevilom vozlov N4 = Ng = 8 x 10° in enako povprecno stopnjo k4 = kg = 2.5.
Tocke predstavljajajo rezultate simulacij pri razliénih realizacijah omrezij, povezana ¢rta pa je
teoreticna krivulja. (a) p = 0.7455, g4 = 0.7, gg = 0.6 (fazni prehod 1. reda). (b) p = 0.605,
ga =0.2, gg = 0.75 (fazni prehod 2. reda) [11].
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Konéne ugotovitve lahko povzamemo v faznem diagramu na sliki 13. Krivulja na tej sliki
predstavlja neke vrste ravnovesje med fazo z orjasko povezano komponento in fazo, v kateri je
sistem popolnoma fragmentiran. Ko preckamo krivuljo preide sistem iz ene faze v drugo. Na
abscisni osi so naneSene vrednosti deleza odstranjenih vozlov iz A, 1 — p, ki ima enako vlogo
kot temperatura pri obicajnih faznih prehodih (ko 1 - p raste se nered sistema povecuje). Na
ordinati so vrednosti deleza neodvisnih vozlov v A, 1 — ¢g4. Krivulja na grafu oznacuje tocke
faznega prehoda za omrezje B pri gg = 1. Pod kriticno tocko je prehod med fazama 1. reda,
za katerega je znacilen skok ureditvenega paramera pri pragu perkolacije p., nad kriti¢no tocko
pa je perkolacijski prehod 2. reda. Pod kriti¢no tocko k prehodu odloé¢ilno pripomore zaporedje
okvar, ki sledi po tem, ko iz omrezja odstranimo (1 —p)N4 vozlov. Nad to mejo je ta efekt manj
izrazit. Delez vozlisc, ki jih je potrebno odstraniti, da pride do faznega prehoda, je najmanjsi pri
1-q4 =0, ko sta A in B popolnoma sklopljena. Pri ve¢jih delezih neodvisnih vozlov v A je sistem
vse manj ranljiv [5].
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Slika 13: Fazni diagram za perkolacijski prehod omrezja B, sklopjenega z omrezjem A pri razli¢nih
velikostih sklopitve. Vsi vozli v omrezju B so odvisni od A, delez vozlov v A, ki so odvisni od B
pa spreminjamo. Do zagetnih nakljuénih okvar pride v omrezju A. Obe omrezji sta bili zgrajeni
po ER modelu s povpreéno stopnjo k4 = kg = 3 (prirejeno po [11]).
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5 Zakljucek

Brez zadrzkov lahko trdimo, da dandanes zivimo v svetu omrezij, s katerimi dnevno prihajamo
v stik. Nekatera smo ob napredku nase civilizacije zgradili sami, spet druga so bila tu ze ves ¢as
prisotna. Za nekatera izmed njih do nedavnega sploh nismo vedeli, da obstajajo, kot npr. omrezja
interakcij med proteini. Vsa ve¢ja omrezja so izredno kompleksni objekti, ki se s ¢asom razvijajo
in neprestano rastejo in kot taksna predstavljajo fizikom zanimiv izziv pri preuc¢evanju njihove
dinamike. Rezultati nedavnih raziskav medsebojno odvisnih omrezij, ki sem jih predstavil v tem
seminarju, porajajo kopico novih Se nerazjasnenih vpraSanj. Zanimivo bi se bilo npr. vpraSati,
kaj se zgodi, ko sklopimo med sabo dva razli¢cna modela omrezij. Kaj bomo o tem in Se mnogih
drugih vprasanjih izvedeli v prihodnosti, bomo Se videli, vsekakor pa se podro¢ju obeta zelo
plodno obdobje raziskav.
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