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Povzetek

V seminarju obravnavam protiionsko kondenzacijo v polielektrolitih, ki je specificen pojav
za cilindri¢no geometrijo, kjer tekmujeta privlacna elektrostatska interakcija in Brownovo
gibanje. Poleg preprostega modela dveh homogenih faz, navedem tudi tocno resitev
Poisson-Boltzmannove enacbe, ki se izkaze na primeru osmotskega tlaka DNA za pre-
cej tocno. Na primeru izsledkov nekaterih raziskovalcev se zdi, da je kriticni pogoj za
kondenzacijo precej neodvisen od ionskih korelacij. Na koncu podam Se dva primera G.
Manninga, kjer igra protiionska kondenzacija pomembno vlogo.
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1 Uvod

Veliko polielektrolitov pa tudi drugih biopolimerov, kot so DNA, aktin, tubulin in fd
virusi, je nabitih in togih. Na velikostni skali manjsi od persisten¢ne dolzine jih lahko
predstavimo kot ravne nabite cilindre. Brez prisotnosti dodatnih ionov tako potencial kot
entropija narascata z logaritmom razdalje, kar privede do tekmovanja obeh prispevkov
k prosti energiji in s tem do protiionske kondenzacije, kar mocno spremeni nekatere ter-
modinamske lastnosti sistema.

1.1 Nekaj osnov o polielektrolitih

Polielektroliti so makromolekule z veliko elektrolitnimi funkcionalnimi skupinami. V
raztopinah disociirajo v polivalentne makroione (poliione) in majhne ione nasprotnega
naboja (protiione). Velik elektri¢ni naboj makroiona proizvede elektri¢no polje, ki privlaci
protiione k sebi. Ta mocna interakcija med makroini in oblakom protiionov je izvor
karakteristicnih lastnosti polielektrolitov. Osmotski koeficient protiionov je zelo ma-
jhen tudi pri nizki koncentraciji polielektrolitov, dielektri¢na konstanta pa je zelo velika.
Morfologija polivalentnih makroionov je osrednji problem polielektrolitov. Ve¢inoma
so makroioni dolge gibljive verige, ki se v raztopinah zaradi disociacije naboja zelo
razprostrejo. Glede na koncentracijo naboja v raztopini, lahko zavzamejo morfologijo
zvitkov do popolnoma razprostrenih niti. Ze majhne razlike v interakcijah med makroioni,
njihovimi funkcionalnimi skupinami in protiioni, imajo velik vpliv na lastnosti polielek-
trolitov. Za razlago osnovnih lastnosti polielektrolitov, kot jih kazejo eksperimenti, so se
uveljavili razliéni modeli, ki jih za izbrane pogoje lahko resimo. Najbolj razsirjen preprost
model predstavi polieltrolite kot dolge nabite gibljive verige s protiioni in morebitnimi
ioni soli [1].

1.2 Fizikalni model

Makroioni so po svoji naravi zelo gibljivi, saj so ponavljajoce se enote ponavadi prosto
gibljive okoli vezi med njimi. Tako lahko makroion zavzame veliko stevilo moznih konfor-
macij. Katere konformacije pa bo verjetneje zasedel, doloc¢a prosta energija, ki je odvisna
od notranje proste energije, od interakcije med glavno in stransko verigo z ioni in moleku-
lami v raztopini. Klasifikacija konformacij se v splosnem deli na zvitke (ang. random
coil) in vijacnice (ang. helix). V zvitku zaporedni monomeri ne sledijo pravilnemu roti-
ranju in konformacija nima neke pravilne oblike dolgega dosega. Tu ima veliko Stevilo
konformacij priblizno enako prosto energijo, zato se posamezne konformacije s ¢asom iz-
menjujejo med seboj in tak polimer nima natanéno doloc¢ene oblike. Povprecen kvadrat
razdalje med obema koncema verige je sorazmeren s Stevilom monomerov. V vijacnici pa
so koti med sosednjimi monomeri dosti bolj natan¢no doloceni in tako ima celoten polimer
dosti bolj dolo¢eno obliko. Tu je srednja razdaja med koncema polimera sorazmerna s
stevilom monomerov. Konformacija zvitka, pa pri zelo nabitih makroionih zaradi lastne
odbojne sile, preide v cilindriéno konformacijo, kjer so makroioni bolj razprostrti. Poli-
akrilna kislina na primer ima pri nizkem pH obliko zvitka, z vecanjem pH pa se zacne
razprostrirati najprej v bolj sferi¢no obliko ter nato v cilindri¢no [1].



1.3 Elektri¢éni potencial okoli makroiona

Makroion v bolj ali manj zvitem stanju ustvarja nek potencial v svoji okolici, ki ga v pre-
prostem modelu lahko razdelimo na nekaj podrocij. Vsaka nabita skupina na makroionu
ustvarja ostro in globoko potencialno jamo v svoji neposredni okolici. Tu gre poleg elek-
tricnih interakcij tudi za kemijske vezi. Ve¢ nabitih skupin skupaj na skali linearne verige
ustvarja ozko potencialno dolino vzdolz makroiona. Zvit makroion v celoti ustvarja po-
tencialni jarek (ang. trough) v prostoru med vijugami. Tako je celotni prostor razdeljen
na Stiri obmocja potenciala: jame pri nabitih skupinah, cilindriéne doline vzdolz verige
makroiona, sferi¢ni jarek med vijugami makroiona in obmocje zunaj makroiona [1].

Slika 1: Stiri obmoéja potencialov makroiona. (1) Potencialna jama okoli nabitih funkcionalnih skupin,
(2) potencialna dolina vzdolz makroiona, (3) potencialni jarek v obmo¢ju med vijugami makroiona in
(4) podrogje zunaj makroiona. Vir [1].

Protiioni so porazdeljeni v vseh stirih obmocjih. Za protiione v prvih treh obmocjih
pravimo, da so vezani na makroion. Tisti, ki se nahajajo v potencialnih jamah, so
lokalizirani in tvorijo ionske pare. Protiioni v potencialni dolini in jarku, pa so mobilni.

2 Model dveh homogenih faz

Ravnovesno stanje porazdelitve protiionov po vseh potencialnih podrocjih makroiona
igra kljuéno vlogo pri termodinamskih lastnostih polielektrolitov. Toc¢na dolocitev po-
razdelitve pa je v splosnem komplicirana, saj imamo opravka s problemom vec¢ teles. Zato
so se izoblikovale razne priblizne poenostavljene teorije, ki priblizno opisejo porazdelitev.
Eno od taksnih teorij, ki vsaj kvalitativno opiSe nekatere lastnosti polielektrolitov in si
jo bomo sedaj ogledali je leta 1957 predlagal Oosawa [1].

Bistvo te teorije je v poenostavitvi spreminjajocega potenciala na stopnicastega, torej
odsekoma konstantnega. Na ta nacin dobimo porazdelitev protiionov na dve homogeni
fazi.

Zamislimo si raztopino velikosti V' v kateri je N makroionov, od katerih vsak zavzema
efektivno prostornino v. V raztopini vsak makroion sprosti n protiionov naboja e, tako
da jih je v celotnem prostoru n/N. V tem preprostem modelu dveh faz privzamemo, da je



je potencial znotraj makroionov konstanten in za 9y manjsi od konstantnega potenciala
zunaj makroionov. Tako se nekaj protiionov, ki jih ozna¢imo z n'N nahaja znotraj
efektivne prostornine makroionov Nv (vezani protiioni), ostali (prosti) nN — n’N pa se
nahajajo v vmesnem obmocju prostornine V' — Nv. V skladu s kanoni¢no porazdelitvijo
je ravnovesje med vezanimi in prostimi protiioni podano kot

nN nN-—-n'N ( e(w)
= exp [ ——— |,

(1)

Nv V- Nuv kT
oziroma ) 51
-« © e
] —In——— -~ 2
P 2)

kjer je « = (n — n')/n = n*/n stopnja disociacije makroiona, ¢ = Nv/V pa je relativni
volumen makroionov. Potencialni skok d1 je zelo odvisen od oblike makroiona oziroma
od njegove konformacije.

Zanima nas predvsem primer cilindri¢nega makroiona, torej zelo razprostrtih polimerov
persistencne dolzine bistveno vecje od razdalje med sosednjimi polimeri v raztopini. V
taksnem modelu si predstavljamo, da je makroion valj z radijem a in prostornino v, ki
pravzaprav predstavlja potencialno dolino.

Slika 2: Cilindri¢ni makroioni v raztopini.

Potencialno razliko med notranjostjo in zunanjostjo makroiona si predstavljamo kot po-
tencialno razliko med razdaljo a in R od cilindri¢no porazdeljenega naboja
n*e R
0 =

In — 3
2meel P (3)

kjer je 2R razdalja med sosednjimi makroioni, oziroma je R radij proste prostornine
makroiona, [ pa njegova dolzina. Relativni volumen makroionov je v tem primeru kar
¢ = a?/R?. Ce oznacimo Bjerrumovo dolzino Ip = (3 /4nee, in povpreéen razmak med
sosednjimi naboji na makroionu z d = [/n, potem se potencialni skok zapise tudi kot

¢’lp
=aQlnyp, (5)
kjer smo uvedli Manningov parameter
2
¢l
= — 6
Q="4 (6)



Pri tem ¢ predstavlja valenco protiionov. Manningov parameter je najpomembnejsa
kolicina v elektrostatiki cilindriéne geometrije, ki doloca jakost vezave protiionov. Pri
dani temperaturi je Manningov parameter sorazmeren s celotno koli¢ino naboja () x n,
torej je mera za koli¢ino vsega naboja, ki ga nosi cilindri¢ni makroion.

Ravnovesna enacba (2) se sedaj glasi

=In _ _ a@lnp. (7)

«o 1—0p
V razredceni raztopini makroionov, ko je ¢ < 1 se zgornja enacbha poenostavi v

11—«

— (1-aQ)ne. (8)

In

Enacbo za disociacijo makroionov o znamo eksaktno resiti le v limiti neskonéne razred-
¢enosti makroionov, torej ¢ — 0. V tem primeru je Inp — —oo na desni strani enache
(8). Imamo dve moznosti, da zadostimo enacbi. Prva moznost je, da gre izraz v oklepaju
na desni strani enacbe proti 0, tako daj je produkt na desni nekaj kon¢nega. Druga mozna
izbira pa je divergenca leve strani enacbe. Tako je v primeru ¢ — 0 resitev enacbe za
disociacijo
1 za () <1,
a= (9)
1/Q za @ > 1.

Pomen zgornjega rezultata Se bolje vidimo, ¢e si ogledamo koli¢ino a() o« n*, ki podaja
koli¢ino disociiranih (prostih) ionov.

Q
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Slika 3: Stopnja disociacije o (levo) in koli¢ina prostih protiionov (desno) kot funkcija Manningovega
parametra. Polna ¢rta prikazuje neskonéno razredéenost ¢ — 0, ¢rtkana pa ¢ = 0.01.

V zelo razredceni raztopini v rezimu () < 1, znasa a = 1, kar pomeni n* = n, ali z drugimi
besedami, vsi protiioni v raztopini so prosti. Pri teh pogojih torej nabit valj ni zmozen
vezati protiionov k sebi. Ce povecujemo Stevilo nabojev na posameznem makroionu in
s tem Manningov parameter (), se vsi razpolozljivi naboji odcepijo stran od valja kot
prosti protiioni. Ko pa presezemo vrednost () = 1, se stevilo prostih protiionov ustali na
konstantni vrednosti. To pomeni, da s povecevanjem naboja () ves presezek ostane vezan
vzdolz cilindriénega makroiona. Pojav je neke vrste kondenzacija.

Podobno se dogaja z molekulami plina v zaprti posodi. Ce povecujemo §tevilo molekul, s
tem narasca tudi parni tlak plina vse do nasicenega parnega tlaka. Potem pa se presezek
plina kondenzira v kapljevino. Nad kriticno vrednostjo vseh molekul je le dolo¢en del
molekul prostih v obliki plina, ostale pa se kondenzirajo. Pri nas pa namesto molekul



plina nastopajo protiioni, zato govorimo o protiionski ali Manningovi kondenzaciji. Ime
je ime dobila po Geraldu Manningu, ki se je bil v 70. in 80. letih 20. stoletja njen
utemeljitelj.

Vzrok za Manningovo kondenzacijo

Enacba (2) podaja ravnovesje med vezanimi in prostimi protiioni okoli cilindri¢nih mak-
roionov. Glavni vzrok za pojav Manningove kondenzacije lahko pojasnimo iz dosti bolj
kvalitativnega vidika. Predstavljajmo si nabit valj, okoli katerega se nahaja tockast
protiion e, ki je v termi¢nem ravnovesju. V ravnovesnem stanju je protiion zaradi
Brownovega gibanja nagnjen k difuziji stran od makroiona, da bi ¢imbolj zvisal entropijo
sistema. Hkrati pa ga elektri¢ni privlak makroiona vlece k sebi. Entropija protiiona znasa
TS = 2kT Inr, kjer je r razdalja od cilindricnega makroiona, medtem ko je elektrostatska
energija enaka U = 2kT Q) Inr. Oba prispevka sta logritemske odvisnosti od razdalje. V
celoti se sistem obnasa tako, da ¢imbolj zmanjsa prosto energijo F' = 2kT(Q — 1)Inr.
V primeru ) < 1 pricakujemo difuzijo protiiona stran od nabitega valja, pri Q > 1 pa
prevlada elektrostatski privlak.

Seveda je to zgolj kvalitativna razlaga, ki temelji na enem samem protiionu okoli nabitega
cilindra. Enacba (8) in primer njene resitve na sliki 3 pa kaze, da pri vec¢jem Stevilu
cilindrov (kon¢en ¢) ni ve¢ ostre meje () zasicenja.

Osmotski koeficient
Prosti protiioni v raztopini ustvarjajo osmotski tlak na steno posode. Z eksperimentalnimi
meritvami osmotskega tlaka tako lahko neposredno preverimo ujemanje med eksperimen-
tom in teorijo. V modelu dveh faz so protiioni zaradi konstantnega potenciala v posamezni
fazi enakomerno porazdeljeni po tistem delu prostora. Za osmotski tlak lahko uporabimo
plinsko enacbo, kjer upostevamo gostoto prostih protiionov
n*N

I, = V—kaT' (10)
Jakost efekta protiionske kondenzacije pa lahko ugotovimo tudi tako, da osmotski tlak
primerjamo s tlakom, ki bi ga imel hipoteti¢ni idealni plin protiionov v odsotnosti mak-
roionov Iy = (nN/V)kT. To razmerje ponavadi navajmo kot osmotski koeficient

IL
= 11
o= (1)
V primeru cilindricne geometrije v nasem modelu dobimo za osmotski koeficient
!
¢=1 (12)
-

V limiti neskoné¢ne razredcenosti ¢ — 0, je ¢ >~ a.

3 Analiti¢éna resSitev za cilindri¢ni makroion

V prejsnjem poglavju smo si ogledali preprostejso teorijo, ki je slonela na ravnovesju
dveh razlicnih faz. Protiioni so se lahko nahajali bodisi znotraj, bodisi zunaj makroiona
v konstantnem potencialu. Metoda je preprosta, a da ponavadi zgolj kvalitativno uje-
manje z bolj popolno Poisson-Boltzmannovo teorijo. Za primer cilindricne geometrije,



pa so Fuoss, Lifson in Katchalsky leta 1951 nasli eksaktno analiti¢no resitev Poisson-
Boltzmannove enacbe.

V tem poglavju si bomo ogledali to analiti¢no izpeljavo [2]. Obravnavamo celiéni model za
cilindriéno geometrijo, torej neskonéno dolg poln valj polmera a, ki je omejen z zunanjim
plascem polmera R. S tem smo dosegli podobno kot v prejsSnjem poglavju, namrec¢ da
imamo raztopino z ve¢ cilindriénimi makroioni, ki so v povprec¢ju na medsebojni razdalji

2R.

Slika 4: Celi¢ni model cilindri¢nega makroiona z radijem a in zunanjim plasé¢em R. Protiioni se nahajajo
med obema plasc¢ema valjev.

Za protiione med obema plas¢ema valja velja Poisson-Boltzmannova enacha
e

Vi = —8—&] et (1), (13)

kjer je ¢4 (r) koncentracija protiionov

¢ (r) = A exp(—Bet). (14)

Zaradi krajSega pisanja uvedimo brezdimenzijski potencial u = Bei. Robne pogoje druge
vrste izberemo tako, da elektri¢no polje ob valju ustreza polju, ki ga povzroca sam nabit
valj zaradi svojega naboja, polje na robu celice, pa mora biti enako 0, saj je to zaprt
nevtralen sistem. Torej

ou @

7 = 15
orla a ( )
du
—1 =0. 16
orlr (16)
Analiticni nastavek, ki resi zgornjo enacbo pa je [2]
2Q r?
u(r) = In [ﬁm sh?(Blnbr)| , (17)

kjer sta B in b konstanti, ki ju moramo dolociti iz robnih pogojev. Iz nasih robnih pogojev
(15) in (16) sledi

1- B
_ 18
@ 14 Beth (BInf)’ (18)
Blnb = —Bln R — Arth B. (19)

Pogoj (19) lahko takoj vklju¢imo v enacbo za potencial (17) in dobimo

u(r) =In { B2(12C;2 B9 R27“_ e [sh(B In %) - B ch(B In %)} 2} . (20)
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Iz danega nastavka dobimo tudi normalizacijsko konstanto A

_ Q
A= mlpg?(R? — a?)’ (21)

Koncentracija protiionov (14) okoli makroiona tako znasa
B 1- B?
27lpg*r? [sh(BIn %) — Bch(BIn%)]?

c(r) (22)

Kljub analiti¢ni resitvi pa moramo Se vedno resiti transcendentno enacbo (18) za kon-
stanto B.

1
0. 5i Lol T 0. 5i
//:/”———
/1777
m 0 pi 0
l
/4,
1y
-0.5 y -0.5
Yoo 1 15 2 25 3 3.5

Slika 5: Vrednost konstante B kot funkcija Manningovega parametra pri razli¢nih relativnih volumnih.
Po vrsti od zgoraj navzdol sledijo vrednosti za ¢ = 1072, ¢ = 1072, ¢ = 1075 (értkane) in ¢ — 0 (polna
érta).

Analiza pokaze, da realen B, ki lahko zavzame vrednosti od 0 do +1 zadosca vrednostim
za @ od 0 do In(R/a)/[1 + In(R/a)]. Imaginaren B pa zadosta vrednostim @) od iste
meje naprej.

Slika 5 prikazuje numeri¢no izracunane vrednosti konstante B v odvisnosti od @) pri
razlicnih relativnih volumnih ¢. Konstanto B pa lahko izracunamo tudi analiticno v
priblizku, ko je relativni volumen ¢ = a?/R? dovolj majhen.

- Rezim ) < 1
V tej limiti je B realen, medtem ko je R/a — oco. V enac¢bi (18) funkcijo cth zaradi
velikega argumenta prepisemo v

cthz ~ 14 2¢7 %%,
Tako dobimo kvazi-kvadratno enac¢bo za B
B>+ BQ(1+2¢%)+Q —1=0, (23)

kajti v prvem priblizku ¢len 2¢” zanemarimo, saj je zelo majhen in dobimo B =
1 — Q. V drugem priblizku (druga iteracija) pa prvi priblizek upostevamo pri prej
izvrzenem ¢lenu kot 20'~? in tako z razvojem do prvega reda dobimo

B=(1-Q) (1 — 1_LQ/2<,01_Q). (24)



- Rezim @@ > 1
V tej limiti je konstanta B zelo majhna in imaginarna. ZapiSsemo jo lahko kot
B =i|B| in velja |B| — 0. Enacbo (18) prepisemo v obliko

1+ |BJ?
IB|cte <|B\ 1n5) _q_1HIBE
a Q

Ker je desna stran enacbe kon¢na, mora biti tudi leva. Glede na to, da |B| — 0,
mora funkcija ctg divergirati. Temu pogoju je zadosceno, ce je argument v funkciji
ctg enak w. Lahko bi bil tudi kak drug veckratnik 7, toda potem to ne bi bila vec
prava resitev, saj bi pripadala drugi veji. Resitev je torej

27

Bl = —. 2
Bl =1 (26)

(25)

Izraz za potencial u(r) in gostoto protiionov ¢, (r) se v primeru neskonéne razredcenosti
© — 0, oziroma sistem enega samega cilindra, poenostavijo v

u(r) = 2Q1In 2, za Q < 1, (27)
u(r):21n£+21n[1+(Q—1)1n2], 72 Q> 1, (28)
ci(r)=0, zaQ <1, (29)
cy(r) = Q-1 ! 5, za @ > 1. (30)

2rlpr? [14(Q —1)Inr/a]

Izrazi za potencial (27), ki velja za Q < 1 ima obliko potenciala nabitega cilindra brez
protiionov. Pri @ > 1 pa prvi ¢len v izrazu (28) predstavlja potencial cilindra, kot da
bi bil @ = 1. Do taksnega sklepa, da nabit cilinder veze protiione tako, da ne bo imel
vecjega efektivnega naboja od () = 1, smo prisli tudi pri modelu dveh faz v prejsnjem
poglavju.

Osmotski koeficient

Teorijo lahko enostavno preiskusimo preko osmotksega koeficienta, ki smo ga ze definirali
v prejsnjem poglavju (11). Osmotski tlak namre¢ predstavljajo trki protiionov ob steno
zunanjega plasca, torej je odvisen od koncentracije ¢, (R)

C+(R) 1-— 32
- = ) 31
b=— 20 (31)

Iz priblizkov za B pri majhnih ¢ dobimo za osmotski koeficient

(.9 1-Q \ g

¢—<1 5 14 =02 © , za @ <1, (32)
1 472
=— (14— 1.

¢ 20 < + ln2g0) , za @ > (33)

Ce za relativni volumen postavimo ¢ = 0, imamo primer neskonéno razredcéene raztopine
polielektrolitov, oziroma sistem enega samega cilindra s protiioni v neskonc¢no velikem
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prostoru R — oo ali identicno neskonc¢no tanek cilinder a — 0. V¢asih to limito imenu-
jemo Oosawa-Manningovo limito

6 =1-

1
= —, za Q) > 1. 35
6= 135 Q (3)
Pri eksaktni resitvi Poisson-Boltzmannove enacbe dobimo torej nekoliko drugacne izraze
za osmotski koeficient kot pri modelu dveh homogenih faz v prejsnjem poglavju. Pri
@ < 1 je v tistem primeru osmotski koeficient enak 1, pri > 1 pa 1/Q. Model dveh
faz se torej le kvalitativno ujema z resitvijo Poisson-Boltzmannove enacbe. Na sliki 6

; za ) <1, (34)

| O

Slika 6: Osmotski koeficient (levo) in koli¢ina prostih protiionov kot funkcija Manningovega parametra.
Polna ¢rta prikazuje primer neskonéne razredéenosti ¢ — 0, ¢rtkana pa primer ¢ = 0.01.

desno imamo prikazano odvisnost Stevila prostih protiionov od Manningovega parametra.
Tudi tukaj je ocitna protiionska kondenzacija, ko se stevilo prostih protiionov ustali kljub
vecanju naboja () (Manningovega parametra) na cilindru. Seveda tudi tu kondenzacija pri
vecji koncentraciji makroionov (értkana krivulja na sliki) nima ostrega prehoda, temvec
zveznega okoli () = 1.

4 Osmotske lastnosti DNA

Teorija Manningove kondenzacije se pri vecini klasi¢nih polielektrolitov zelo dobro ujema
z eksperimenti. Nekaj pozornosti pa bomo sedaj namenili nekoliko bolj kompleksnemu
polielekrolitu namre¢ raztopini B-DNA. Osmotski koeficient pri molekuli DNA se lahko
razlikuje tudi za faktor 2 v primerjavi z Oosawa-Manningovo napovedjo 1/2Q). Razlog
je predvsem razmeroma velik premer molekul DNA kot tudi znacilna vija¢na struktura
v katero se posamezni protiioni ujamejo. Tokrat bomo eksperimentalne meritve primer-
jali z izracuni Poisson-Boltzmannove enacbe dveh modelov. Poleg modela iz prejsnjega
poglavja, bomo dodali Se nekoliko razsirjeno izvedbo Lifson-Katchalskega modela, v tem
smislu, da upostevamo tudi ujete protiione v molekulo DNA[3].

Ponovno imamo celi¢ni model z notranjim valjem radija a ter zunanji omejitveni plasc
radija R. Razlika je sedaj v tem, da protiioni lahko vdrejo v notranji cilinder. Pri
DNA molekuli se namre¢ ioni lahko ujamejo v veliki ali mali jarek. Obravnavati bi
morali cilinder kot delno prepusten, toda zaradi poenostavitve bomo tukaj vzeli, da je
popolnoma votel. S tem bomo dobili drugo skrajno mejo glede na moznost popolnoma
neprepustnega cilindra v prejsnjem poglavju. Nastavek u- (r) za Poisson-Boltzmannovo
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enacbo zunaj valja a < r < R je enak kot v primeru neprepustnega (17). Znotraj valja
r < a pa enacbo resi nastavek

u<(r) = up + 2In(1 + cr?). (36)

Na meji valja morata biti zadoS¢ena robna pogoja o zveznosti potenciala in skoku elek-
tricnega polja, elektricno polje na zunanjem plaséu pa mora biti 0.

u<(a) = us(a), (37)
Q)| duc(r)] _ 2Q
dr 1o dr lo a’ (38)
du(r)
dr ‘R =0 (39)

Dolo¢iti moramo Se parametre za molekulo DNA. Glede na to, da vsak bazni par odda dva
osnovna naboja in je razmak med dvem baznima paroma 3.4A, je parameter d = 1.7A,
tako da znasa Manningov parameter za molekulo DNA @ = 4.35 [3]. Razmik med
molekulami DNA a/R, oziroma relativni volumen ¢, v eksperimentu ponavadi navajamo
preko koncentracije fosfatnih skupin. Vsak bazni par v molekuli DNA namre¢ vsebuje
dve fosfatni skupini, tako da na dolzino d = 1.7A molekule pride ena fosfatna skupina.
Koncentracija fosfatov v celotni raztopini je tako cpna = 1/mR?d = ¢/wda?, kjer je
a = 10A polmer cilindra DNA. Tako imamo zvezo med koncentracijo fosfatov cpya in
relativnim volumnom ¢.

V primeru, ko v raztopini nimamo soli, je osmotski tlak enak

Moo = kT, (R). (40)

Ce pa v raztopino dodamo monovalentno sol, celi¢éni model napoveduje Hygm = ET[n:(R)+
n_(R) — 2no]. Tu je ny(R) = ngexp[Lu(R)], kjer je u(R) razlika potenciala med steno
in kopeljo raztopine soli. V Donnanovi limiti, ko se potencial u(r) malo spreminja, lahko
naredimo dekompozicijo ny(R) — ci(R) + n; in n_(R) — n;, kjer je ¢, (R) gostota
protiionov brez soli. V elektrokemijskem ravnovesju je [3]

ni(cy (R) +n;) = nd. (41)

Ta priblizek dobro deluje, ko je koncentracija soli 2ny majhna v primerjavi s koncentracijo
protiionov ¢, (R). Osmotki koeficient je potem enak

b= ci(R) + 2(n; — no). (42)

NDNA

Slika 7a prikazuje numeri¢no izrac¢unane vrednosti opisanega modela in nekatere eksper-
imentalne meritve. Preprosta Oosawa-Manningova teorija kondenzacije da zelo okvirno
vrednost 1/2¢) ~ 0.11, ki ni odvisna od koncentracije DNA (ravna prekinjena ¢rta), ka-
jti to je priblizek neskonc¢no tankih cilindrov. V primeru brez dodane soli se numeri¢no
izracunani osmotski koeficient pocasi spreminja z vecanjem koncentracije DNA in se tudi
zelo dobro ujema z analiticnim rezultatom (33) za majhne koncentracije. Zelo dobro se
ujemajo tudi vrednosti z dodatkom soli (2 mM in 10 mM). Slika 7b prikazuje sam os-
motski tlak kot funkcijo molarnosti raztopine DNA. Z obeh slik opazimo, da da model
votlega cilindra nekoliko boljSe rezultate kot model votlega cilindra. Ujetje ionov med
dvojno vijacnico ocitno igra kar pomembno vlogo.
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Slika 7: Levo: Izra¢unan in izmerjen osmotski koeficient v odvisnosti od epna (DNA fosfati) pri razliénih
vrednostih dodane soli (0, 2 mM in 10 mM). Desno: Izra¢unan in izmerjen osmotski tlak. Polne krivulje
ustrezajo modelu polnega, pikéaste pa modelu votlega cilindra. Vir: [3].

5 Vpliv korelacijskih efektov

5.1 Limita mocne sklopitve

Nedavno so bile narejene tudi Studije izven dosega teorije povprecnega polja, ki ga opisuje
Poisson-Boltzmannova enacba. Druga skrajnost, ki je zanimiva predvsem pri proucevanju
mocno nabitih sistemov, je rezim moc¢ne sklopitve [4]. Najbolj zanimivo vprasanje tu
je, ali je kriticni Manningov parameter za prehod Se vedno ). = 1, kot je to vedno v
priblizku povprecnega polja (za primer enega samega cilindra). V rezimu moé¢ne sklopitve
je sklopitveni parameter = = 27¢3l%0, bistveno vecji od 1. Tedaj namrec kljuéno vlogo
igrajo mocne korelacije med protiioni, kar privede sistem do precej drugacnih lastnostih

—

kot v primeru povprecnega polja, kjer je = < 1. Analiti¢na resitev gostote protiionov

okoli valja znasa [4]

1 7\ €
in je preprostejsa kot v primeru povprecnega polja, ko je potrebno posebej izracunati
koeficient iz dodatne enacbe.
Monte-Carlo simulacije (slika 8) prikazujejo kopicenje protiionov ob zunanjem plaséu pod
kriti¢no vrednostjo Manningovega parametra in kondenzacijo nad kriti¢no vrednostjo.
V rezimu mocne sklopitve se zaradi korelacijskih efektov poveca gostota protiionov (glede
na Gouy-Chapmanovo dolzino) v okolici nabitega valja (slika 8d).
Glavna dognanja Monte-Carlo simulacij, ki so sledila iz prouc¢evanja Manningove kon-
denzacije pa so univerzalnost kriti¢nih koli¢in. Kriti¢ni Manningov parameter v okviru
napake simulacij znasa Q). = 1.000 £ 0.002 [4], medtem pa se tudi drugi kriti¢ni ekspo-

13



fug 1ol In)

- - ol s
M | - & i
Sy DMk \‘R F""}ﬁ
- -
e s T

e

Slika 8: (a) Kopicenje protiionov v celicnem modelu z radijem A = In(R/a) = 100 pri razliécnih Man-
ningovih parametrih £ = @ in (b) £ = 1.0 pri dveh razli¢nih velikostih sistema (Stevilo delcev je 100,
sklopitveni parameter pa = = 0.1). (¢) Radialna gostota protiionov za razlicne velikosti sistema pri
Z = 0.1. (d) Porazdelitev protiionov pri £ = 3.0 za razliéne sklopitvene parametre =, ki se nahajajo
med dvema skrajnima limitama za povpreéno polje (MF-polna krivulja) in moé¢no sklopitev (SC-értkana
krivulja). (e) Ureditveni parameter [4] kot funkcija Manningovega parametra za razlicne sklopitve. Vir:

[4].

nenti ujemajo z napovedmi teorije povprecnega polja. Kot kaze, korelacije na kriti¢no
obnaSanje nimajo vpliva.

5.2 Manningova kondenzacija v dveh dimenzijah

V prid univerzalnosti kriticnega Manningovega parametra pa govori tudi teorija Man-
ningove kondenzacije v dveh dimenzijah. Posrecilo se je namre¢ eksaktno resiti hamil-
tonijan dvodimenzionalnega problema nabitega cilindra s protiioni [5]. Tu so tako inter-
akcije med protiioni in cilindrom, kot tudi med protiioni samimi logaritmske odvisnosti.
Eksperimentalna realizacija problema bi lahko bil sistem snopa vzporednih cilindri¢nih
polielektrolitov. Bolj pomembno pri taksSnem modelu pa je dejstvo, da se protiionska
kondenzacija prav tako pojavi nad vrednostjo Q) = 1.

V dveh dimenzijah torej korelacijski efekti nikakor ne vplivajo na kriti¢no vrednost Man-
ningovega parametra. Glede na to, da so korelacijski efekti v treh dimenzijah manjsi, to
dejstvo nakazuje, da bi tudi v treh dimenzijah kriticna vrednosti za kondenzacijo lahko
bila univerzalna, ). = 1.

6 Primeri nadaljnjih aplikacij

Pojav protiionske kondenzacije igra zelo pomembno vlogo pri vseh lastnostih polielek-
trolitov, ki imajo zato bistveno drugacne lastnosti od ostalih preprostejsih raztopin. Kot
smo videli je ze sam pojav Manningove kondenzacije zelo tezko eksaktno opisati s teo-
reticnega stalisca. Kompleksnejsi pojavi na katere ima protiionska kondenzacija vpliv
lahko zato teoreti¢no popisem le z zelo preprostimi modeli. V seminarju bomo omenili
dva zanimiva pojava, kjer igra Manningova kondenzacija pomembno vlogo in ki se jih da
razmeroma preprosto opisati.
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6.1 Titracijska krivulja

Prvi primer je t.i. titracijska krivulja polielektrolitov, ki opisuje parametre v kislinsko-
bazi¢nih reakcijah. Ta namre¢ kaze precejsnja odstopanja od obic¢ajne raztopine kisline
ali baze [6]. Pri tem je na§ problem izracun ravnovesne konstante kisline, ki jo opise
ravnovesna reakcija med vodikovim ionom in kislino H* + A~ = HA. V primeru idealne
raztopine dobimo znan zakon o kemijskem ravnovesju

[A”][Hs07]

Ko = [AH]

(44)

kjer je konstanta K, odvisna od temperature. Ce definiramo stopnjo disociacije o =
[A7]/([AH] + [A~]), dobimo za pH vrednost raztopine dobro znano enacbo iz fizikalne
kemije

Qo
H, = pK{ +1 : 45
kjer smo definirali pK? = —log K,. Vendar pa zgornja enacba velja zgolj za idealne

raztopine, kjer ni nikakrsnih prostorskih korelacije med skupinami A~ in AH. To seveda ne
drzi v primeru polielektrolitov, kjer so kislinske skupine porazdeljene vzdolz cilindricnega
makroiona. Odvisno od kislosti medija se aktivira razli¢no stevilo skupin in odda vodikov
ion. Na ta nacin se poveca naboj makroiona in s tem Manningov parameter. Povprecen
razmak med ioniziranimi skupinami A~ je odvisen od stopnje disociacije

, (46)

pri ¢emer je d razmak med naboji pri popolni disociaciji (o = 1). Ker je Manningov
parameter obratno sorazmeren z razmakom med naboji, je

Q(a) =a @, (47)

kjer je Q maksimalni Manningov parameter pri popolni disociaciji. Problem zahteva
obravnavo protiionov (in ko-ionov) po treh podrocjih potenciala. Poleg kondenziranih
v potencialni dolini (ang. territorially bound) in prostih, upostevamo Se ravnovesje s
protiioni (protoni) vezanih na funkcionalne skupine oz. potencialne jame kot smo to
imenovali v prvem poglavju (ang. site-bound). Celotno stevilo protiionov, ki nastopajo v
sistemu lahko izrazimo kot vsoto tistih, ki jih sprosti makroion, torej nya + na in tistih,
ki so v raztopini kot posledica soli ng

n’i = Ng + NHA + NA. (48)

Potrebno je dolociti elektrostatsko prosto entalpijo za taksno porazdelitev, ki se izkaze
da je [6]
g

NHA + 1A

2
Ga = —naRT (1 - ) Q(a) Inkyd(a), (49)
kjer n% predstavlja stevilo kondenziranih (territorially bound) protiionov. Porazdelitev
protiionov dobimo tako, da minimiziramo prosto entalpijo po vseh prostih parametrih. Z
nekaj racunanja pridemo do izraza za konstanto kisline v polielektrolitu [6]
0.434

pK, = pK® — 0.313 4 2log aQ — w0 log ¢, (50)
(8%
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pri cemer je ng vrednost kisline brez polielektrolitskih efektov. Teorija da izraz za kislin-
sko ravnovesje brez prostih parametrov. Primerjava z eksperimentalnimi vrednostmi kaze
na relativno dobro ujemanje, saj se izraCunana in izmerjena vrednost za pK, naceloma
ne razlikujeta za ve¢ kot 0.25.

6.2 Elektroforeza polielektrolitov

Kot drug primer pa si opisno oglejmo teorijo mobilnosti polielektrolitov pri elektroforezi,
torej pri gibanju makroionov skozi raztopino v elektricnem polju. Seveda preprosta
teorija elektroforeze, ki velja za enostavne elektrolite, povsem odpove pri polielektrolitih.
Obravnava teorije elektroforeze ima vsaj dva velika pomena. Prvi je seveda aplikativna
uporaba elektroforeze v biotehnologiji. 1z fizikalnega vidika pa je pomembno predvsem
razumevanje posameznih kompleksnih pojavov, ki se jih da z eksperimentalnim primer-
janjem bolje razumeti.

Modelov elektroforeze je razumljivo ve¢, saj gre za obravnavo zelo kompleksnega meha-
nizma, tukaj pa na kratko preglejmo nekaj zamisli modela, ki ga je leta 1980 predlagal
Gerald Manning [7].

Pri elektroforezi se nabit delec giblje pod vplivom elektricne sile F' = qF s konstantno
hitrostjo v zaradi viskoznega upora

F = fgv, (51)

kjer je fg koeficient upora. Na velikost koeficienta upora makromolekul vplivajo vsaj
stirje dejavniki. Prvi dejavnik je intrinzi¢na interakcija, ki predstavlja lasten upor posa-
mezne enote (monomera) makroiona zaradi viskoznega upora raztopine. Drug pomem-
ben dejavnik je hidrodinamska interakcija med posameznimi enotami. Vsaka gibajoca
enota namre¢ povzroca interakcijo na sosede preko viskoznega medija. Tretji dejavnik
je dodaten upor gibajocih se ionov v okolici makroiona, ki se gibljejo v nasprotni smeri
pod vplivom elektriénega polja. Cetrti dejavnik pa je deformacija ionske atmosfere v
okolici makroiona. V ravnovesju je namre¢ polion obdan s simetricno porazdeljenim
oblakom majhnih ionov, imenovano ”atmosfera”, ki je v primeru protiionov posledica
Mannigove kondenzacije, oziroma Debye-Hiickelova plast v primeru dodane soli. Ob pris-
otnosti elektricnega polja pa se ionska atmosfera zaradi naboja pomakne v nasprotni
smeri gibanja makroiona. Zaradi svoje asimetri¢ne oblike povzroci polje ionov elekricno
polje v nasprotni smeri zunanjega. Pojav nekateri imenujejo tudi asimetrijski efekt. Ko
imamo v raztopini dovolj soli, je atmosfera ionov tekoca, kajti majhni ioni se gibljejo vz-
dolz makroiona, zadaj pa jih nadomescajo novi. Na kratko povzemimo nekaj rezultatov
tega zadnjega efekta [7]. Nekoliko tezji ra¢un da za tok ionov izraz

D; Q
Ji/E o1 — <1_Fg) <1ifEuf)' (52)

Enacba velja za raztopino enostavne soli. Indeks ¢ = 1 predstavlja koli¢ine, ki se tic¢ejo
protiionov, indeks ¢ = 2 pa ko-ionov. Pri + znaku se zgornji nanasa na ¢ = 1, spodnji
pa na i = 2. D; je difuzijski koeficient ionov v polielektrolitni raztopini, D; pa koeficient
ionov v raztopini brez prisotnosti makroionov. Drugi ¢len v enac¢hi namrec¢ predstavlja
asimetrijski efekt, ki povzroci polje AE;,, ki deluje na ione v atmosferi

AE, (. D Q
F (“Ff) <1ifEus)' (53)
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Iz teorije lahko dobimo tudi razmerje difuzijskih koeficientov, ki precej splosno velja

Di _1 22 Q NCp

)

Dy 3lnzm|vi+e e (54)
kjer je N¢,/c,s razmerje koncentracij med makroioni in malimi ioni, 4 in v, Stevilo atomov
posemazne vrste na molekulo enostavne soli, z; pa valenca ionov. Celotno asimetri¢no
polje je seveda prispevek tako pozitivnih kot negativnih ionov, torej AE, = AE,; + AE,,.
Iz definicije koeficienta upora v = (¢/fg)E, definirajmo preostalo polje E* = E — AE,
in s tem tudi koeficient brez asimetrije polja v = (q/f;)E*, tako da dobimo za celoten
koeficient

R - (55)
|- 2k

Primerjave rezultatov med teorijo in eksperimentalnimi meritvami dajo, glede na kom-
pleksnost vseh mehanizmov, zadovoljive rezultate, ki se ujemajo na okoli 30% [7].

7 Zakljucek

Pri proucevanju porazdelitev majhnih gibljivih ionov v okolici polimerov, koloidov, biomem-
bran in biomolekul se je na zacetku 20. stoletja uveljavila Poisson-Boltzmannova teorija.
Kljub temu, da je to zgolj priblizek povprecnega polja, je zaradi svoje nelinearnosti
matematicno dokaj komplicirana. Ker je bilo ze dolgo znano, da Poisson-Boltzmannova
enacha ne opise zadovoljivo popolnoma vseh sistemov, ker ne uposteva korelacij, so nas-
tajale razne druge posebne teorije in modeli, ki temeljijo na dodatnih predpostavkah [8].
Kot primer smo v seminarju opisali model Oosawe, ki temelji na dveh homogenih fazah.
Seveda tudi te teorije popolnoma eksaktno ne opiSejo sistema, ja pa ponavadi njihva
prednost v preprostosti.

Na podroc¢ju protiionske kondenzacije je G. Manning v letih 1969 in 1977 razvil dve
teoriji protiionske kondenzacije ob nabitih cilindrih. Prva temelji na zvezni porazdelitvi
naboja po valju in se v primeru brez soli ujame s Poisson-Boltzmannovo resitvijo za tanek
cilinder (Oosawa-Manningova limita). Druga pa predstavi tockaste naboje porazdeljene
v ravni vrsti. Obe teoriji sta bili zelo uspesni in sta razlozili razne koligativne lastnosti
polielektrolitov [6, 7, 8, 9].

Pojavili so se zagovorniki tako pribliznih teorij, ki so dajale zadovoljive rezultate ob svoji
preprostosti kot zagovorniki fizikalno dosti bolj utemeljene Poisson-Boltzmannove teorije.
Preko raznih testov in primerjav med teorijami se je izkazalo, da da Poisson-Boltzmannova
teorija manjSo prosto energijo kot druge teorije, kar pomeni tocnejsi rezultat. Zato ima
Poisson-Boltzmannova teorija se danes veliko veljavo [8].
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