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Povzetek

Mehanika človeškega lasu je dober primer sistema s preprosto geometrijo ter kompleksnim meha-
ničnim obnašanjem. Kljub kompleksnosti problema se da kvalitativno precej dobro opisati njihovo
ravnovesno mehaniko in celo dinamiko. V seminarju bom povzela nekatere osnovne koncepte obrav-
nave mehanike las v dveh dimenzijah. Predstavila bom, kako na obliko lasu vplivajo različni parame-
tri, kot so njegove geometrijske in elastične lastnosti, gostota, spontana ukrivljenost pa tudi jakost
gravitacijskega polja. Na koncu bom nakazala, kako se da simulirati dinamiko las v treh dimenzijah,
kar pride še posebej prav pri simulaciji virtualnega sveta v računalniških igrah in podobno.
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1 Uvod
Poznavanje mehanike človeškega lasu ni pomembna le v kozmetični industriji. Izkaže se, da simulacija
las predstavlja enega največjih izivov v animaciji virtualnega človeka. Za doseganje realistične animacije
moramo najprej dobro poznati strukturo in lastnosti las.

Človeški lasje so narejeni iz izredno kompleksnega materiala in imajo tanko strukturo (približno 0.1
mm v premeru) z okroglim ali ovalnim presekom. Las je sestavljen iz lasnega mešička, ki predstavlja
živi del lasu in se skriva pod kožo, ter mrtvega, vidnega dela, ki ga želimo mehanično opisati. Notranjo
zgradbo lasu v grobem razdelimo na povrhnjo lasno kutikulo (slika 1), vmesno lasno skorjo ter lasno
sredico. Celice lasne sredice so napolnjene z izredno trdim materialom, keratinom, ki naredi las izredno
neprožen, ga pa je zaradi majhnega prečnega preseka lahko torzijsko in upogibno deformirati.

(a) (b)

Slika 1: Bližnji sliki zdravega (a) ter poškodovanega (b) lasu nam razkrijeta luskasto strukturo lasne
kutikule [8].

Geometrijski parametri opisujejo različne oblike las, ki jih v splošnem delimo na ravne, skodrane in
valovite. Karakteristika las je močno povezana z rasno skupino. Oblika afriških las spominja na močno
navite vijačnice z ovalnim prečnim presekom, za azijske lase pa je značilno, da so debelejši in skoraj
popolnoma ravni, t.j. brez naravne ukrivljenosti. Na videz azijski lasje izgledajo bolj gladki, medtem
ko afriški spominjajo na neurejene skuštrane lase. Oblika las belcev se nahaja nekje med tema dvema
ekstremoma [6]. V tabeli 1 so zbrane tipične vrednosti različnih tipov las, ki so jih uporabili pri simulaciji
dinamike las z modelom super vijačnice [6]. Kljub kompleksni naravi las se v teoretičnih modelih strukturo
običajno poenostavi v homogeno tanko cilindirično palico s konstantno gostoto ρ, katere tipična vrednost
je 1.3 g cm−1.

2 2D model lasu
Za začetek bom predstavila model za obravnavo enega samega lasu. Model temelji na elastičnemu odzivu
lasu, ki ga opišemo s Kirchhoffovo enačbo za elastične palice, pri tem pa upoštevamo še vpliv gravitacije
(lasje padajo pod lastno težo) ter spontano ukrivljenost las. Predpostavili bomo, da je las dvodimenzi-
onalen ne glede na to, ali je las skodran ali ne. Model ne upošteva interakcije z glavo in rameni, saj to
postane pomembno šele ko obravnavamo mehaniko vseh las na glavi.

Geometrijsko obravnavamo las z neraztegljivo krivuljo v ravnini, opisano z ločnim parametrom s,
L bo celotna dolžina lasu, presek lasu S ter njegova gostota ρ pa sta konstantni preko celotne dolžine
lasu. Vsak las ima spontano ukrivljenost κ0, pri čemer predpostavimo, da je κ0 konstantna preko celotne
dolžine lasu. Obliko lasu opišemo z njegovo ukrivljenostjo κ(s) in vertikalno koordinato z(s) (slika 2).
Energija poljubne konfiguracije lasu je

ε hair =

∫ L

0

ds
[
EI

2
(κ(s)− κ0)2 + ρgSz(s)

]
, (1)

kjer je I vztrajnostni moment preseka lasu in E Youngov prožnostni modul. Prvi člen predstavlja
upogibno energijo lasu, ki je sorazmerna razliki med lokalno ukrivljenostjo κ(s) in spontano ukrivljenostjo
κ0. Ta je enaka 0, če je ukrivljenost κ(s) enaka spontani ukrivljenosti κ0. EI je upogibni modul in je v
primeru cilindrične oblike palice iz homogenega materiala

EI =
Eπr4

4
. (2)
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Azijec belec belec Afričan
(ravni) (valoviti) (skodrani) (močno skodrani)

polmer (µm) 50 35 50 50
eliptičnost 1 1.1 1.1 1.2

polmer vijačnice (cm) 0 1 0.6 0.1
Youngov modul (GPa) 1 2 1.5 0.5

Poissonovo število 0.48 0.48 0.48 0.48

Tabela 1: Značilnosti različnih tipov las, ki so jih uporabljali pri modelu super vijačnice za simulacijo
gibanja las. Youngov modul E nam pove kako prožen je las, Poissonovo število σ pa nam pove, kolikšen
je prečni raztezek pri vzdolžni obremenitvi. Eliptičnost je definirana kot razmerje med maksimalnim in
minimalnim polmerom: e = rmax/rmin [6].

Drugi člen v enačbi (1) predstavlja potencialno energijo lasu v gravitacijskem polju g = −gez.

Slika 2: Geometrijska definicija 2D modela lasu s spontano ukrivljenostjo κ0 v gravitacijskem polju g.
Oblika lasu je parametrizirana z ukrivljenostjo κ(s) = θ′(s) in vertikalno koordinato z(s) [1].

V področju elastičnosti se torej las vrača v obliko podano s spontano ukrivljenostjo κ0, ta oblika lasu
pa je kompenzirana z gravitacijskim členom ρgSz(s), ki las odvija, saj je gravitacijski prispevek k energiji
najmanjši takrat, ko je z(s) čimbolj negativen.

Pri minimizaciji energije εhair upoštevamo, da las iz lasišča izhaja pod konstantnim kotom θ0, robni
pogoj na koncu lasu pa je prost (slika 2). Oblika lasu je po njegovi dolžini parametrizirana s kotom
θ(s), ki predstavlja kot med lokalno tangento na lasu in horizontalno smerjo, kot vidimo na sliki 2. V
ravnovesju, je funkcija θ(s) takšna, da bo energija εhair minimalna. Takšna parametrizacija vključuje
tudi neraztegljivost lasu, saj funkcija θ(s) zadoščuje vsem fizikalnim omejitvam glede konfiguracije las pri
lasišču.

Z definirano funkcijo kota θ(s) lahko sedaj definiramo tudi ukrivljenost κ(s):

κ(s) =
dθ
ds

, (3)

ki jo rešujemo z začetnim pogojem θ(0) = θ0. Za računanje potencialne energije potrebujemo tudi
vertikalno komponento z(s), ki je podana z integralom:

z(s) =

∫ s

0

ds′ sin θ(s′) . (4)

2.1 Klasifikacija tipov las v 2D modelu
Za potrebe klasifikacije različnih tipov las uvedemo brezdimenzijske spremenljivke: brezdimenzijski ločni
parameter s = s/L teče med 0 pri korenini in 1 na prostem koncu lasu, brezdimenzijska ukrivljenost
κ(s) = Lκ(s) ter brezdimenzijska vertikalna koordinata z = z/L. Z uvedenimi brezdimenzijskimi spre-
menljivkami je brezdimenzijska energija lasu

εhair =
L

EI
εhair =

∫ 1

0

ds
[
1

2
(κ(s)− α)2 + z(s)

β

]
, (5)
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kjer sta parametra α in β definirana kot:

α = Lκ0 , (6a)

β =
EI

ρgSL3
. (6b)

Ravnovesna oblika lasu, dobljena z minimizacijo energije (5), je odvisna od začetnega kota θ0 in od
parametrov α in β. Vrednosti parametrov se med ljudmi močno spreminjata, tipično pa ima α vrednost
med 0.1 in 1, parameter β pa vrednost med 0.1 in 10.

Parameter α predstavlja razmerje med dolžino lasu L in naravnim radijem ukrivljenosti 1/κ0, ki
predstavlja 2π števila kodrov, ki jih naredi las v odsotnosti gravitacije. Če je vrednost parametra α
velika, je spontana ukrivljenost pomembna, če je vrednost α majhna, pa so lasje skoraj ravni. Parameter
β meri, koliko se spremeni naravna oblika lasu, če ga odvija gravitacija. Pri velikem β je oblika lasu
naravna, t.j. takšna, kot jo določa spontana ukrivljenost κ0. Gravitacijski vpliv postane pomemben, ko
je β majhen; takrat se las zravna zaradi lastne teže, skodranost pa ostane samo pri konici lasu.

Brezdimenzijski parameter začetnega kota θ0 pri lasišču se izkaže za nepomembnega, saj je njegova
vrednost skoraj enaka pri vseh pričeskah in ni pomemben pri klasifikaciji tipov las. Pomemben je pri
kratkih laseh, saj se na lasiščih pojavljajo vrtinci, ki se zaradi nepojasnenega razloga večinoma pojavljajo
v smeri urinega kazalca.

Na podlagi parametrov α in β razvrstimo različne tipe las v fazni diagram (α, β), kot je prikazano
na sliki 3. Če sta parametra majhna, bodo lasje ravno padali pod vplivom gravitacije. Če je parameter
α velik, β pa majhen, je las skodran le pri konicah, saj je vrednost spontane ukrivljenosti majhna v
primerjavi s celotno dolžino lasu. Če sta oba parametra velika, las ostane skodran po celotni dolžini in
se ne odvije, temveč ostane blizu lasišča.

Slika 3: Klasifikacija tipov las v faznem diagramu (α, β): majhna parametra α in β opisujeta skoraj
raven las, las z velikim α in majhnim β opisuje las, ki je skodran pri konicah, velika parametra α in β pa
opisujeta skodran las [1].

2.2 Ravnovesna enačba
Ravnovesno obliko lasu lahko dobimo na dva načina. Pri prvem načinu predpostavimo, da je energija
εhair (1) minimalna v ravnovesju, na drugi način pa dobimo ravnovesno obliko direktno iz Kirchhoffovih
enačb.
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2.2.1 Direktna minimizacija energije

Oblika enačbe (5) ni najbolj priročna, saj vsebuje vertikalno komponento z(s), ki je povezana s kotom
θ(s). Zaradi tega gravitacijsko komponento upoštevamo malo drugače in zapišemo energijo kot

εhair =

∫ 1

0

ds
[
1

2
(κ(s)− α)2 + (1− s)

β
sin θ(s)

]
. (7)

V nadaljevanju bomo zaradi enostavnosti vse brezdimenzijske količine označevali brez dodatne črte.
Ravnovesni pogoj dobimo iz stacionarnosti energije z Euler-Lagrangevo metodo. Pogledati moramo

kakšna je sprememba energije δεhair ob spremembi kota δθ. Energijo εhair integriramo per partes pri
čemer upoštevamo, da vpeti konec lasu s = 0 zadošča robnemu pogoju θ(0) = θ0, prosti konec s = 1 pa
robnemu pogoju θ′(1) = α, ki pomeni ničelen navor. Integral, ki nam ostane po integraciji, mora biti
med mejama enak 0 za vsako spremembo kota δθ. Kot θ(s) mora torej predstavljati rešitev diferencialne
enačbe drugega reda

θ′′(s)− (1− s)
β

cos θ(s) = 0 (8)

pri robnih pogojih θ(0) = θ0 in θ′(1) = α. Ta nelinearna diferencialna enačba je analitično nerešljiva za
izbrane vrednosti α in β in jo rešujemo v različnih približkih.

2.2.2 Izpeljava iz splošne teorije palic

Izhajamo iz splošnega formalizma za 3D palice, ki ga prilagodimo našemu 2D modelu z upoštevanjem,
da se krivulja v eni smeri ne sme ukriviti izven opazovane ravnine κ(1)(s) = 0, v drugi smeri mora biti
ukrivljenost enaka κ(2)(s) = −θ′(s) (minus izhaja iz geometrijske konvencije in nima posebnega pomena),
palici pa tudi ne dovoljujemo torzije τ(s) = 0.

Za palico, ki ji sledimo vektorsko z (d1,d2,d3)
1, dobimo ravnovesno enačbo iz tradicionalnega zapisa

Kirchhoffovih enačb

F′(s) + p(s) = 0 , (9a)
M′(s) + d3(s)× F(s) + q(s) = 0 , (9b)

kjer M(s) predstavlja navor, p(s) gostoto sile, npr. teža palice, F(s) celotno silo s katero je obremenjen
las ter q(s) gostoto navora, ki je lahko npr. rezultat viskoznega toka okrog palice.

V našem primeru je gostota sile p = −ρgS ez, kjer je enotski vektor ez orientiran navzgor, kot
prikazuje slika 2. Integracija enačbe (9a) nam da silo F(s) = −ρgS (L− s) ez. Navor iz enačbe (9b) lahko
zapišemo v obliki M(s) = G(2)(s)d2(s), v kateri nastopa prožnostni modul G(2) = EI(2)

(
κ(2) − κ(2)0

)
=

EI (−θ′(s) + α). Ko združimo zgoraj navedene enačbe, dobimo diferencialno enačbo:

L2θ′′ − ρgSL3

EI

(
1− s

L

)
cos θ = 0 , (10)

ki predstavlja prav ravnovesno enačbo (8), le da je ta zapisana v fizikalnih spremenljivkah.

2.3 Šibka gravitacija
Enačba ravnovesja (8) v splošnem ni analitično rešljiva, zato jo rešujemo v različnih asimptotskih pri-
bližkih. Najlažji približek za obravnavo je približek šibke gravitacije. torej v limiti β →∞. Iz definicije
parametra β sledi, da je las v tej limiti zelo neprožen (velik EI), zelo lahek (majhen ρgSL) ali kratek
(majhen L). Člen (1−s)/β cos θ(s) v enačbi (7) je zanemarljiv, diferencialna enačba (8) pa se poenostavi
v θ′′ = 0. Rešitev, ki zadošča robnim pogojem je kar enostavno θ(s) = θ0 + αs.

Rešitev lahko še natančneje določimo, če upoštevamo, da je β velik, vendar končen. Omejimo se na
enostaven primer, ko je tudi α velik, čeprav je rešitev razširljiva tudi na splošno vrednost α. Naravna
konfiguracija lasu se v tem primeru navija okrog krožnice in naredi približno N ≈ α/2π zavojev, kjer je
N število, ki šteje, kolikokrat se kot θ spremeni za 2π, ko gre s od 0 do 1. Zanima nas premik prostega
konca proti vpetemu koncu skodranega lasu δzin kot vidimo na sliki 4 je ta veliko manjši kot L, ko je
β velik. Izračunati želimo premik v prvem redu, za kar dominantno rešitev kota θ(0)(s) = θ0 + αs brez

1d1, d2 in d3 so Cosseratovi ortogonalni enotski vektorji. d3 kaže v smeri tangente na krivuljo, med seboj pravokotna
vektorja d2 in d1 pa ležita v ravnini pravokotni na d3. Velja torej d1 = d2 × d3.
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Slika 4: Limita velikega β (šibka gravitacija) in velikega α (skodrani lasje). Premik prostega dela lasu
proti vpetemu delu lasu zaradi gravitacije je izračunan v enačbi (12) [1].

upoštevanja gravitacije dopolnimo s popravkom prvega reda θ(1)(s), tako da rešimo

d2θ(1)(s)
ds2

=
1− s
β

cos (θ0 + αs) . (11)

Splošno rešitev dobimo, če upoštevamo, da mora θ = θ(0) + θ(1) zadoščati robnim pogojem, torej mora
biti θ(1)(0) = 0 in θ′(1) = 0. Z izračunanim θ(s) dobimo tudi vertikalen položaj prostega konca lasu z(1)
in premik prostega konca proti vpetemu delu lasu zaradi gravitacije. Za velik parameter α k premiku
prispeva le dominantni del δz

δz = − 1

4α2β
= −ρgSL

2

4EIκ20
. (12)

Do istega rezultata pridemo tudi z dimenzijsko analizo. Koder lasu se obnaša kot vzmet, ki jo gravi-
tacijska sila prostega dela lasu razteguje. Z upoštevanjem, da je dolžina kodra velikostnega reda 1/κ0 ter
upogibni modul EI sestavimo koeficient vzmeti kodra kcurl ∼ EI(κ0)3. Vsak koder je torej naložen s težo
ρgSL zaradi katere se koder razpne v vertikalni smeri za δzcurl ∼ ρgSL/kcurl. Pri računanju premika
prostega konca proti vpetemu koncu lasu seveda upoštevamo, da se vseh N kodrov razpne za δzcurl in da
je število kodrov N ∼ Lκ0

δz ∼ Nδzcurl ∼
ρgSl2

EIκ20
. (13)

Ta rezultat se ujema z enačbo (12) do numerične konstante 1/4.

2.4 Močna gravitacija
Sedaj raziščimo še obratno limito, ko je parameter β majhen. Iz enačbe (6b) vidimo, da problem rešujemo
v limiti, ki opisuje dolge ali težke lase. Dominanten člen v enačbi (8) je v tem primeru (1−s) cos θ(s)/β, kar
pomeni, da ne rešujemo več diferencialne enačbe, rešitev pa tako avtomatsko zadostuje robnim pogojem.

Dominantna rešitev je taka, da je cos(θ) = 0. Ta rešitev predstavlja las, ki ga gravitacija vleče
naravnost navzdol pod kotom θ = −π/2. Takšna rešitev očitno minimizira gravitacijsko energijo, ki
postane dominantna, ko naredimo limito β → 0. Ta rešitev žal ne zadostuje robnim pogojem, razen v
nezanimivem primeru, ko je začetni kot θ0 = −π/2 in je las popolnoma raven κ0 = 0 ter pada vertikalno
navdol. Da formalna rešitev θ = −π/2 zadosti robnim pogojem uvedemo dve mejni plasti: prva plast
se nahaja blizu lasišča, kjer las spremeni svojo orientacijo od θ0 pri s = 0 do −π/2; druga plast pa se
nahaja blizu konca lasu pri s = 1, kjer gre ukrivljenost od 0 do α.

2.4.1 Mejna plast blizu lasišča

V mejni plasti blizu lasišča s = 0 se mora kot θ spremeniti θ0 do −π/2. To se zgodi v plasti debeline λ,
ki jo ocenimo iz enačbe (refrav). Prvi člen je reda 1/λ2, saj kot θ spremeni vrednost od začetnega kota
θ0 do −π/2 v tipični dolžini λ, drugi člen pa je reda 1/β. V mejni plasti morata biti člena v ravnovesju
in od tod lahko sklepamo, da je λ v brezdimenzijskih enotah reda β1/2 oz. v fizikalnih količinah Lβ1/2.
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Profil mejne plasti pri lasišču je prikazan na sliki 5a. Oblika lasu blizu lasišča je analitično določljiva
in se sklada z rešitvijo klasične palice, vpete na enem koncu, ki jo vlečemo v poševni smeri s silo (v našem
primeru je to teža) veliko večjo od sile EI/L2.

2.4.2 Mejna plast blizu prostega konca

Mejna plast pri prostem koncu lasu (s = L) je veliko bolj zanimiva za obravnavo zaradi različnih oblik
lasu, ki jih dobimo s tem modelom. Velikost mejne plasti λ′ dobimo na podoben način kot pri lasišču in jo
ocenimo na λ′ ∼ β1/3. Definiramo ločni parameter, ki upošteva velikost mejne plasti: s̃ = (1− s) /β1/3.

Ta mejna plast je težja za obravnavo kot mejna plast pri lasišču. Pri določanju profila lasu blizu
prostega konca upoštevamo robni pogoj θ′(0) = −γ, kjer je γ = αβ1/3. Čeprav smo predpostavili, da
je β majhen, je |γ| lahko velik ali majhen. Za končno vrednost γ nam numerična rešitev v mejni plasti
blizu prostega konca vrne različne profile. Na sliki 5b vidimo, da za majhen γ � 1 dobimo profil lasu, ki
na prostem koncu lasu le rahlo odstopa od vertikalne orientacije. V limiti γ � 1 pa bo prosti konec lasu
močno skodran.

(a) Mejna plast pri lasišču (b) Mejna plast blizu prostega konca

Slika 5: V limiti močne gravitacije (majhen β) definiramo mejno plast pri lasišču in mejno plast blizu
prostega konca lasu [1].

3 3D model lasu
V tem poglavju bom pokazala, kako se da 2D model razširiti v tri dimenzije. 3D model je bolj realističen,
saj lahko z njim opišemo npr. tudi pojav vijačnega kodranja lasu in sledimo gibanju las.

3.1 3D efekti
Obravnavo začnemo v najbolj splošni obliki Kirchhoffove teorije za elastične palice v treh dimenzijah.
Naj bosta κ(1) ter κ(2) ukrivljenosti materiala v glavnih smereh preseka lasu ter τ torzijo lasu. Podobno
kot pri 2D modelu zapišemo energijo poljubne konfiguracije lasu

εhair =

∫ L

0

ds
[
EI(1)

2

(
κ(1)(s)− κ(1)0

)2
+
EI(2)

2

(
κ(2)(s)− κ(2)0

)2
+
µJ

2
(τ(s)− τ0)2 + ρgSz(s)

]
. (14)

Enačba je le posplošena oblika enačbe (1). Ponovno zadnji člen predstavlja potencialno energijo lasu v
gravitacijskem polju. V energiji je upoštevana možnost neničelne spontane ukrivljenosti κ(1)0 in κ(2)0 ter
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spontane torzije lasu τ0. Zaradi lažje obravnave predpostavimo, da so spontane ukrivljenosti ter spontana
torzija lasu konstantne po celotni dolžini lasu, iz česar sledi, da je naravna oblika lasu opisana z vijačnico.

Ravnovesno enačbo lahko ponovno dobimo z minimizacijo energijskega funkcionala z Euler-Lagrangeovo
metodo, ali pa jo dobimo iz Kirchhoffovih enačb (9). Pri tem je sila F(s) ponovno enaka F(s) =
−ρgS (L− s) ez. V skladu z robnimi pogoji na prosti konec s = L ne deluje noben navor M(L) = 0.
V enačbi ravnovesja navorov (11) je sila F(s) poznana že v naprej, enoto tangentne vrednosti d3 pa ne
poznamo. Navor palice zapišemo kot vsoto upogibnih členov navora ter torzijskega momenta:

M(s) = G(1)(s) d1(s) +G(2)(s) d2(s) +H(s) d3(s) , (15)

kjer sta G(1)(s) in G(2)(s) prožnostna modula, H(s) pa torzijski modul:

G(1)(s) = EI(1)
(
κ(1)(s)− κ(1)0

)
, (16a)

G(2)(s) = EI(2)
(
κ(2)(s)− κ(2)0

)
, (16b)

H(s) = µJ (τ(s)− τ0) . (16c)

Relacije predstavljajo zveze z ukrivljenostmi in torzijo, v njih pa so upoštevani tudi naravni parametri
ukrivljenosti in torzije. Navor M(s) in orientacija materialnega okvirja (d1(s),d2(s),d3(s)) zadoščajo
diferencialnim enačbam z robnimi pogoji pri s = 0 in s = L. Struktura enačb je podobna enačbam za
θ(s), ki smo jih dobili v 2D modelu lasu, vendar so zaradi tretje dimenzije bolj zapletene. Analitične
rešitve so možne le v nekaterih limitah.

Reševanja ravnovesnih enačb za 3D model las se da numerično lotiti na tri različne načine. Pri tem se
moramo zavedati, da direktna integracija po s v ravnovesnih enačbah ni mogoča, saj ne poznamo začetne
točke, ki bi ustrezala Cauchyjevemu začetnemu pogoju za diferencialne enačbe. Za reševanje moramo
zato uporabiti strelsko2 ali relaksacijsko metodo3.

Ker las obremenimo s konzervativno silo, ni najbolj prikladno numerično reševati ravnovesne enačbe,
zato raje računamo z minimizacijo elastične energije lasu. Prednost obravnave direktno z energijskim
funkcionalom je, da jo je lažje izvajati kot ravnovesno enačbo, čeprav rešujeta isti fizikalni problem.
Metoda se izkaže za stabilno, kar je prednost, saj strelska in relaksacijska metoda nista nujno stabilni.

Las razdelimo na n ekvidistančnih korakov. Predpostavimo, da so na vsakem takem elementu ukri-
vljenosti in torzija konstantne. Konfiguracija lasu je torej opisana z n-timi vrednostmi ukrivljenosti κ(1)i ,
κ
(1)
i ter torzijami τi v vsakem segmentu i (0 6 i 6 n − 1) [2]. Princip odsekoma konstantnih ukrivlje-

nosti in torzije uporablja Ritzova metoda in nam vrne set možnih konfiguracij las. Ta metoda nam daje
svobodo spreminjanja ukrivljenosti in torzije, kar ustreza numeričnemu reševanju Kirchhoffove palice.

3.2 Polno lasišče
Simulacija polnega lasišča je izredno zapletena, saj je lasišče v povprečju sestavljeno iz 150 000 lasnih
mešičkov. Obstaja več metod za obravnavo problema, vendar so večinoma uporabne le pri določenemu
tipu lasu. Tako se kontinumska metoda izkaže za uspešno za mehke, ravne lase, vendar odpove pri
valovitih in skodranih laseh [6].

Metoda pri kateri razdelimo lase v posamezna pramena se je izkazala za primerno pri simulaciji
različnih tipov las. Vsak pramen je sestavljen iz glavnega lasu okoli katerega nanizamo ostale lase.
Pramena zasedejo obliko, ki je določena z minimizacijo 3D energije (14). Upoštevati je potrebno še
interakcijo med posameznimi prameni in interakcijo pramenov z deli telesa (glava, ramena, vrat). Odziv
na trke upoštevamo z elastično kazensko silo Fc [2]. Z uvedbo nove sile se spremeni tudi energija εhair,
ki ji prištejemo člen oblike kx2/2. Zaznavanje trkov in odzivanje na njih v primernem času je zahtevna
naloga, ki zahteva posebne algoritme. S tem modelom je postalo tudi oblikovanje pričeske enostavno. Na
sliki 6 je prikazan rezultat te metode.

Vpliv na obliko lasu ima tudi močenje las. Las v stiku z vodo postane težji, hkrati pa se zaradi absorb-
cije vode poveča njegov polmer za približno 13%. Pri modelu to upoštevamo s spremembo prožnostnega
modula E in radija lasu. Dodaten problem se pojavi pri izgubi volumna, ki ga poenostavimo z obratnim
postopkom sušenja las [3].

2Pri strelski metodi (angl. shooting method) variiramo neznane robne pogoje na začetku integracijskega intervala, tako
da je zadoščeno robnim pogojem na koncu integracijskega intervala.

3Pri relaksacijski metodi diskritiziramo diferencialne enačbe tako, da problem prevedemo na reševanje matričnega sistema
linearnih enačb za popravek k rešitvi. Izberemo si nek začetni približek, ki potem precej hitro skonvergira k pravi rešitvi.
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Slika 6: Primerjava realne slike frizure z rezultati metode za različne naravne ukrivljenosti κ0 ter genetsko
pogojen parameter e. Azijski tip lasu ima e vrednost približno 0, pri belcih zasede vrednost med 0 in 0.1
ter pr Afriških laseh vrednost med 0 in 0.2 [5].

Algoritem se da razširiti na striženje las z upoštevanjem, da se je dolžina pramena pred striženjem
Lprev spremeni v dolžino Lprev − Lcut, kjer je Lcut dolžina odstriženega dela lasu.

4 Dinamika
Dinamika palic, predvsem napoved njihovega gibanja pod vplivom vseh sil in vztrajnostnih momentov
predstavlja še težjo nalogo. Problem nas privede do Kirchhoffovih enačb za dinamiko palic. Te enačbe
so integrabilne zahvaljujoč modelu super vijačnice. Model super vijačnice (slika 7), ki nam omogoča
nastavljanje velikega števila spremenljivk, je bil izpeljan iz Crosseratove in Kirchhoffove teorije palic.

4.1 Model super vijačnice

Slika 7: Geometrija super vijačnice ter deli animacije za različne naravne ukrivljenosti κ0 in naravne
torzije τ0: a) raven, b) valovit, c) skodran in d) močno skodran las [7].

Osi lasu v času sledimo z vektorjem r(s, t). Ta krivulja v času t opiše obliko palice, ne pove pa
nam veliko o zasuku okrog sredine palice. Da lahko sledimo tudi torziji lasu, s Crosseratovim modelom
upeljemo di(s, t) v vsaki točki središčne linije lasu. Kirchhoffov model za elastične palice izhaja iz
matematičnega opisa Crosseratove krivulje in upošteva neraztegljivost lasu. V tem primeru, je okvir
(di(s))i=1,2,3 ortonormiran za vsak s in obstaja Darbouxov vektor Ω(s, t), da velja d′i(s, t) = Ω(s, t) ×
di(s, t) za i = 1, 2, 3. Vektor Ω(s, t) nam pove, kako se vrti koordinatni sistem, ko se premikamo vzdolž
osi palice in ga lahko zapišemo s prečnima ukrivljenostima κ(1), κ(2) ter torzijo τ :

Ω(s, t) = κ(1)(s, t) d1(s, t) + κ(2)(s, t) d2(s, t) + τ(s, t) d3(s, t) . (17)

Z notacijo τ(s, t) = κ(3)(s, t) poenostavimo zapis ukrivljenosti in torzije v
(
κ(i)(s, t)

)
i=1,2,3

.
Las razdelimo na n segmentov SQ (1 ≤ Q ≤ n). Segmenti so lahko različnih dolžin, predpostavimo pa,

da so ukrivljenosti in torzija konstantni na segmentu. Vpeljemo qi,Q(t) konstantno vrednost ukrivljenosti

11



κ(i) za i = 1, 2 ali torzije κ(3) = τ po dolžini segmenta SQ ob času t. Eksplicitni zapis ukrivljenosti in
torzije je potem

κ(i)(s, t) =

n∑
Q=1

qi,Q(t) χQ(s) , (18)

kjer χQ(s) predstavlja karakteristično funkcijo segmenta Q, ki je za s ∈ SQ enaka 1, sicer ima vrednost
0. Vrednosti qi,Q(t) zberemo v vektorju q(t) velikosti 3N , ki ga imenujemo generalizirane koordinate
modela.

Generalizirane koordinate q(t) se lahko uporabi za rekonstrukcijo oblike lasu v vsakem času t. Proces
rekonstrukcije je analitično rešljiv in sicer tako, da enačbo (19) vstavimo v (18) kar nas privede do
diferencialne enačbe, ki nam ponudi simbolično rešitev na segmentu SQ. Posamezni segmenti imajo
oblike vijačnice. Preostane nam samo še, da posamezne segmente povežemo med seboj. Prehodi med
posameznimi segmenti so zvezni, mehek prehod se zgodi v osi lasu in v materialu okrog središča lasu.
Zaradi tega si model zasluži ime super vijačnice [6]. V skladu s pogoji generalizirane koordinate q
parametriziramo super vijačnico z rSH (s,q) in dSH

i (s,q).

4.2 Dinamične enačbe za super vijačnico
Lagrangeov formalizem nam ponudi sistematično metodo za izpeljavo dinamične enačbe iz generaliziranih
koordinat q(t): q̈ = a (q, q̇, t). To naredimo z reševanjem dinamičnih Lagrangeovih enačb:

d
dt

(
∂T

∂q̇i,Q

)
− ∂T

∂qi,Q
+

∂U

∂qi,Q
+

∂D

∂q̇i,Q
=

∫ L

0

Ji,Q (s,q, t) · F (s, t) ds , (19)

kjer so na levi strani T (q, q̇, t) kinetična energija, U (q, t) notranja energija ter D (q, q̇, t) disipacijski
potencial. Na desni strani enačbe je Ji,Q = ∂rSH(s,q)/∂qi,Q Jacobijeva matrika, in F(s, t) sila, s katero
obremenimo palico.

Tri energije iz dinamične enačbe (20), ki so pomembne pri dinamiki lasu so:

T (q, q̇, t) =
1

2

∫ L

0

ρS
(
ṙSH(s,q)

)2
ds , (20a)

U (q, t) =
1

2

∫ L

0

2∑
i=0

(EI)i

(
κ(i),SH(s,q)− κ(i)n (s)

)2
ds , (20b)

D (q, q̇, t) =
1

2

∫ L

0

γ

2∑
i=0

(
κ̇(i),SH(s,q)

)2
ds . (20c)

Kinetična energija T (q, q̇, t) je definirana klasično z hitrostjo lasu ṙ. Notranja energija U (q, t) pred-
stavlja energijo εhair (14) brez gravitacijskega člena, ki je prepisana tako, da ustreza generaliziranim
koordinatam. Z disipacijsko energijo D (q, q̇, t) zaobjamemo viskozno-elastične efekte na lasu, kjer je γ
koeficient notranjega trenja.

Dinamične enačbe za super vijačnico dobimo tako, da najprej rekonstruiramo model super vijačnice,
nato s temi rezultati izračunamo energije (20), dobljene rezultate pa vstavimo v Lagrangeovo enačbo
(19). Postopek nas privede do dinamičnih enačb za super vijačnico

M [s,q] · q̈ +K · (q− qn) = A [t,q, q̇] +

∫ L

0

Ji,Q [s,q, t] · Fi(s, t)ds , (21)

kjer je M kvadratna matrika vztrajnostnega momenta velikosti 3N , nelinearno odvisna od q. Matrika
togosti K je enake velikosti in je diagonalna z ukrivljenostmi in torzijami na diagonali. Vektor qn je
napolnjen naravnimi ukrivljenostmi in torzijami κ(i)n . V vektorju A pa so zbrani vsi ostali vplivi na
gibanje las, kot so vpliv zraka in viskozno-elastična disipacija energije.

4.3 Aplikacija modela super vijačnice
Z modelom super vijačnice so najprej raziskali gibanje pramena sestavljenega z le okoli 100 lasmi. Šele ko
so dodobra raziskali, kako se pramen las odziva na različne premike, so se lahko lotili animacije polnega
lasišča las. Interakcijo med lasmi in ostali deli telesa se ponovno upošteva s kazensko silo Fc. Problem se
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pojavi le pri detekciji interakcije. Da so se izognili preveliki obremenjenosti računalnikov so interakcijo
detektirali z začasno lokalno koherenco.

Model super vijačnice reši dilemo izbire primernega modela, ki bi ustrezal določeni karakteristiki las,
saj se parametri prilagodijo različnim tipom las. Lastnosti enega samega lasu opisuje super vijačnica,
sosednji lasje pa so združljivi v pramena, ki jih obravnavamo kontinumsko.

Parameter γ meri velikost disipacije energije v super vijačnici med gibanjem. Še posebaj upošteva
disipacijo energije zaradi interakcije las z lasom, ki se pri gibanju pojavi znotraj pramena, ki ga vodi super
vijačnica. Parameter je določljiv med primerjavo gibanja realnih las s simulacijo. Običajno najboljše
rezultate dobijo, če je γ ∈

[
5 · 10−10, 5 · 10−11

]
kgm3s−1 [4]. Z določenim parametrom γ se da določiti še

trenje med lasmi in zrakom. Koeficient trenja zrak-lasje ν je upoštevan z dušenim gibanjem pramenov
las. Vpliv tega koeficienta je močno odvisna od lokalne konfiguracije posameznih pramen. Bolj kot so
skodrani lasje, večji vpliv ima zrak na gibanje.

Z razvitim modelom so opravili veliko eksperimentov, pri katerih so primerjali gibanje pravih las s
simulacijami. Seveda so model najprej preverili na posameznih pramenih las različnih dolžin, izvora ter
oblik (ravni, skodrani, močno skodrani). Šele nato so se lotili zahtevnejše naloge simulacije polnega lasišča
las. Model je sposoben odlično posnemati gibanje in koherenco med posameznimi prameni las. Na sliki
8 je prikazan primer primerjave gibanja realnih las s simulacijo gibanja polnega lasišča.

Slika 8: Primerjava gibanja realnih las na glavi (zgoraj) z simulacijo dobljeno z metodo super vijačnice
(spodaj). Primerjava je narejena na primeru stresanja glave. [9]

5 Zaključek
Človeški lasje so dober primer sistema s preprosto geometrijo ter kompleksnim mehaničnim obnašanjem.
Predstavila sem mehaniko las kot aplikacijo splošne teorije palic. Z upoštevanjem le nekaj pojavov
(gravitacije, naravne ukrivljenosti, naravne torzije) se da rekonstruirati veliko realnih tipičnih oblik lasu,
z nadgradnjo Kirchhoffove splošne teorije na dinamično obliko in z ustreznim modelom pa tudi ustvariti
simulacije različnih gibanj las. Problem mehanike las je za razliko od tekočin in trdnih snovi še dokaj
neraziskan.
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