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1 Uvod

1.1 Kratka zgodovina

Pred spoznanjem o celi¢ni strukturi zivih bitij so bile medicinske teorije in prakse po-
stavljene na temeljih starogrske filozofije. Telo naj bi vsebovalo dobro uravnotezeno
mesSanico Stirih sokov ali humorjev, imenovanih sangvinik, kolerik, flegmatik in melanho-
lik. Takratni zdravniki so verjeli, da neravnovesje teh sokov povzoca bolezni in da mora
biti zdravljenje naravnano k ponovnemu vzpostavljenju ravnovesja. Diagnosticiranje je
vecinoma potekalo z opazovanjem krvnih vzorcev obolelih in ugotavljanjem relativnih ko-
licin sokov (ki so jih predstavljale plasti sedimentirane krvi), vzpostavljanje ravnovesja
pa s pusCanjem krvi. [1]

V 19. stoletju je Poiseuille pomembno pripomogel k fiziologiji in k mehaniki teko¢in
z opazovanjem pretakanja tekoCin v steklenih kapilarnih cevkah in zapisal znani zakon
za tok po cevi. [1]

Na prehodu iz 19. v 20. stoletje se je nato, z opazovanjem posuSenih in fiksira-
nih vzorcev tkiv pod mikroskopom, razvila celi¢na patologija, primerjanje humorjev in
puscanje krvi pa je hitro utonilo v zgodovino. [1]

éeprav cenjen, tak pristop ni uposteval dinamike zivih sistemov. V zacetku 20.
stoletja pa se je skandinavski patolog Fahraeus lotil obravnave toka krvi. Ugotovil je,
da se lastnosti krvi spremenijo v ¢asu bolezni in razlozil nekdanje diagnosti¢ne tehnike
in koncepte z modernimi znanstvenimi idejami ter tako postavil temelje za razumeva-
nje medicinskih praks preteklih stoletij. Njegove ideje niso bile cenjene Se vecino 20.
stoletja, ¢eprav meritev hitrosti sedementacije krvi, test, ki ga je on opisal, ostaja ena
napomembnejsih rutinskih laboratorijskih meritev v moderni medicini. [1]

V zadnjih nekaj desetletjih se je zacelo obseZnejSe raziskovanje toka krvi. Razvoj
primernih tehnik za preucevanje obnasanja krvi in njenih komponent, skupaj z razvojem
moderne hidrodinamike, sta pripeljala do novega raziskovalenga podrocja, poimenova-
nega reologija krvi ali hemoreologija. [1]

1.2 Nenewtonske tekodine

Tekocine, ki so sestavljene iz makromolekul, kot so polimerne raztopine, in tekoc¢ine, ki
vsebujejo toge ali deformabilne delce, kot so paste, teko¢ine z mehurdi ali kri, se obnasajo
bolj zapleteno kot newtonske tekocine. [2]

Nenewtonske tekoCine obravnavamo s posplositvijo, da je viskoznost lahko funkcija
striznih hitrosti. Viskoznost nenewtonskih tekocin se lahko povecuje ali zmanjsuje, ko
se strizne hitrosti poveéujejo. Imajo lahko tudi tla¢ni prag, pod katerim so sile koncne,
a tekoc¢ina ne tece. Tok nenewtonskih tekocin je lahko tudi odvisen od ¢asa: viskoznost
se s Casom lahko povecuje ali zmanjSuje pri konstantnih striznih hitrostih. [1]

1.3 Tok krvi

V toku krvi lahko opazimo ve¢ anomalij (slika 1) (1) manjSanje viskoznosti z veca-
njem striznih hitrosti, (2) manjSanje viskoznosti z manjSanjem premera 7il (Fahraeus-
Lindqvistov efekt) in (3) hitrostni profil toka po cevi, ki je bolj top od paraboli¢nega.
3]
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Slika 1: Anomalije v toku krvi. a) Fahraeus-Lindqvistov efekt: navidezna viskoznost krvi se
manjS$a z manjSanjem premera Zil. b) Neparaboli¢en hitrostni profil: hitrostni profil krvi je ob
osi Zzil top (za primerjavo je s ¢rtkano ¢rto oznaden paraboli¢ni profil za isti volumski pretok). c)
Relativna efektvna viskoznost: navidezna viskoznost krvi pada z veCanjem striznih hitrosti. Za
primerjavo sta narisani Se krivulji za eritrocite, ki se ne deformirajo, in eritrocite, ki ne tvorijo
agregatov. [4]

¥ila Notranji Najvetja hitrost | Strizma hitrost Najvet e
premer (cm) (cm/s) ob steni (S—l) Reynoldsovo stevilo
Aorta 1.3 105 323 3400
Arterija 0.4 100 1000 1000
Arteriola 0.005 0.75 600 0.09
Kapilara 0.0006 0.05 467 0.001

Slika 2: Fizioloski podatki o zilah. [4]



Steklene cevke s kroznim presekom se pogosto uporabljajo kot poenostavljeni modeli
zil in so pripeljale do mnogih ugotovitev o toku krvi. Vendar ve¢ faktorjev kaze na
to, da eksperimentalni rezultati pridobljeni s steklenimi cevmi niso direktno uporabni v
primeru toka krvi po Zilah.

(1) Geometrija krvozilja je zelo zapletena s pogostim razcepljanjem.
(2) Orientacija zil po telesu glede na gravitacijo se spreminja.

(3) Kontrolni sistemi lahko nasprotujejo efektom, ki jih opazimo v steklenih ceveh,
ali jih prilagajajo, saj je krvozilni sistem opremljen z ucinkovitim sistemom za
uravnavanje pretoka glede na potrebe razli¢nih tkiv.

(4) Zile imajo elasti¢ne stene in njihovi premeri se lahko ob¢utno spreminjajo glede na
tlak v njih.

Razmere v toku krvi so lahko zelo razlicne glede na lego v telesu. Poleg zgoraj
nasStetega pa ima pri obravnavi toka pomembno vlogo tudi Reynoldsovo stevilo, ki ga
definiramo kot

Vinaz 2RP0 (1 )
Mo ’

kjer 0 Vinaz, R, po in 1, hitrost v osi, premer Zile, gostota plazme in (dinami¢na) visko-
znost plazme. Vrednost Reynoldsovega Stevila pada linearno z manjSanjem premera zil.
Omejimo se na laminarni rezim (kar pomeni premere 7il manjse od 500 pum (slika 2)).
To je tudi obmocje, v katerem se tok krvi najbolj razlikuje od toka newtonske tekocine.
4]

Re =

Namen tega seminarja je predstaviti kri kot primer nenewtonske tekoc¢ine in fizikalne
modele, ki se uporabljajo pri opisu toka krvi. Struktura seminarja je sledeca: na zacetku
sta na kratko predstavljeni fiziologija in anatomija krvi in krvozilja, nato so predsta-
vljeni vplivi gradnikov na lastnosti krvi in modeli, ki obravnavajo porazdelitve celi¢nih
elementov v plazmi in tok krvi v cevkah.

2 Kri in obtocdila

V tem poglavju so predstavljene osnove anatomije in fiziologije krvi in obtodil.
Kri je tkivo iz ve¢ vrst specializiranih celic in tekoCe medceli¢nine, ki se pretaka po
obtocilnem sistemu, sestavljenem iz zil in razli¢nih ¢rpalk, ki poganjajo kri po zilah.

2.1 Sestava krvi

Kri je sestavljena iz krvnih celic (46%) in krvne plazme (54%). Krvne celice delimo v tri
skupine: rdece krvnicke (eritrociti), bele krvnicke (levkociti) in krvne plos¢ice (trombo-
citi). Krvna plazma pa je rumenkasta tekoc¢ina, sestavljena pretezno iz vode, v kateri je
meSanica rali¢nih beljakovin, sladkorjev, mas¢ob in mineralov. [5]

ogljikov dioksid. Levkociti so pomembni pri obrambi telesa pred okuzbami in jih je
ponavadi v krvi precej manj kot eritrocitov. Krvne plos¢ice pa so majhni delci, pomembni
pri strjevanju krvi. [5]



: . Stevilska gostota %
Tip celice Oblika . volumna
(na mm’) krvi
ERITROCITI
plazma (FsEE i GaliEe] hikankavni disk T~ 4.6 x 108 45
levkociti
in
trombociti
LEVKOCITI
krogla 4-11x10°
{bele krvne celice)
eritrociti §

TROMBOCITI
razno 250-500 x 10°
(krvne ploztice)

Slika 3: Sestava krvi. [4]

2.2 Otzilje
Kri tece po telesu zaradi ritmi¢nih kréenj srca, stiskanja Zil med gibanjem telesa ali
valovitih kréenj gladkih miSic, ki obkrozajo zile. [5]

Zile so sestavljene iz arterijskega, kapilarnega in venskega sistema. Po arterijskem
sistemu (sistemu odvodnic) se kri hitro razporedi po telesu, ker je zaradi delovanja tlacilk
kri v tem delu zilja pod tlakom. Arterijski sistem deluje tudi kot tlacni rezervoar. Kri
prehaja iz arterijskega sistema v kapilarni sistem, kjer poteka izmenjava snovi med krvjo
in ostalimi tkivi. V venskem sistemu (sistemu dovodnic), se zbira kri iz kapilar in se
vraca v srce. Kri v tem delu zilja ni pod tlakom in tako je sistem ven zelo raztegljiv ter
deluje kot rezervoar za kri. [5]

Arterije so zelo elasti¢ne in mocne, da prenesejo val krvi iz srca. Tlak v arterijah se
pri zdravem odraslem c¢loveku ponavadi giblje med 10 in 17 kPa. Elasti¢nost arterijskih
sten pocasi dusi pulze krvi, tako da postaja pretok krvi vzdolZ Zil vse bolj enakomeren.
Kri tece v Stevilne tanjSe arterije in arteriole, katerih skupna prostornina narasca, zato
postopoma upada tudi krvni tlak. [5]

Arterije prehajajo v tanke kapilare, katerih stene so le Se iz ene plasti celic. Premer
kapilar je ravno Se zadosten, da se skoznje prerinejo eritrociti (v najmanjsih kapilarah
celo s spreminjanjem oblike). Celotna prostornina kapilar je ve¢ja od prostornine krvi
(kar je v odraslem ¢loveku priblizno 6 1), zato niso nikoli vse hkrati prehodne. [5]

Na arterijskem koncu kapilar je sprva krvni tlak precej vecji od osmotskega, v venskem
delu je obratno. Zaradi ¢edalje gostejse krvi (saj ve¢je molekule ne morejo zapustiti Zzil)
za¢ne osmotski tlak naras¢ati, medtem ko krvni tlak vzdolz kapilar pojema. Tako poteka
izmenjava snovi med krvjo in ostalimi tkivi: kri prinasa kisik, vitamine in minerale,
hormone, enostavne sladkorje in drugo, hkrati odnasa ogljikov dioksid in ostale odpadne
snovi. [5]

Vsaka zdrava kri se je sposobna tudi strjevati. Proces je zapleten, sprozijo pa ga
poskodovane stene zil ali turbulenten tok krvi. [5]



3 Prispevki gradnikov k viskoznosti krvi

Kri obravnavamo kot suspenzijo eritrocitov v plazmi. Za boljSe razumevanje in lazjo
izbiro modela za opis krvi, moramo najprej spoznati lastnosti gradnikov krvi in njihove
vplive na viskoznost celotne krvi.

Lastnosti krvi pri danih tlakih in temperaturi, dolo¢ajo reoloske lastnosti plazme in
celi¢nih faz ter volumski procent celi¢nih faz (t.i. hematokrit). [1]

Pri normalni ¢loveski krvi se vrednost viskoznosti manjsa, ko se strizne hitrosti v
njej povecujejo. Pri majhnih striznih hitrostih je navidezna viskoznost velika, vendar
se zmanjSuje z veCanjem striznih hitrosti proti neki minimalni vrednosti. Pri visokih
striznih hitrostih (200 s~!), je viskoznost krvi pri 37°C v obmoé&ju od 4 do 5 mPa.s
in je relativnho neobcutljiva na nadaljnje vecanje striznih hitrosti. Viskoznost postane
vedno bolj obéutljiva na spremembe striznih hitrosti v obmoé&ju pod 100 s~! in narasca
eksponentno, ko se le-ta zmanjsuje. Tipi¢ne vrednosti navidezne viskoznosti so priblizno
10 mPa.s pri 10 s~!, 20 mPa.s pri 1 s~! in 100 mPa.s pri 0.1 s~!. V mirovanju ima kri
tudi tla¢ni prag priblizno med 2 in 4 mPa. [1]

Glavna prispevka k viskoznosti krvi sta prispevka plazme in eritrocitov. Ostali ce-
li¢ni elementi krvi (levkociti, trombociti) v makroskopskih lastnostih toka krvi ne igrajo
opazne vloge, lahko pa pomembno prispevajo k toku v mikrocirkulaciji, kjer so premeri
zil 100 pm ali manj. [1]

3.1 Viskoznost plazme

Plazma sama je newtonska tekoc¢ina (torej njena viskoznost ni odvisna od striznih hitro-
sti). Ker je plazma tekod¢i del krvi, v katerem plava celi¢na faza, sprememba viskoznosti
plazme direktno vpliva na spremembo viskoznosti krvi, ne glede na hematokrit in la-
stnosti celi¢ne faze (slika 4). Normalno obmo¢je viskoznosti plazme je med 1.10 in 1.35
mPa.s pri 37°C, vigje vrednosti pa sreGamo v primerih bolezni in po poskodbah, predvsem
zaradi poviSanja vsebnosti proteinov. [1]

3.2 Vpliv hematokrita

V primeru laminarnega toka, je prisotnost celi¢nih elementov v krvi, ki motijo tokovnice,
glavni razlog, da je viskoznost krvi visja od viskoznosti same plazme. Z viSanjem hema-
tokrita so tokovnice vedno bolj motene in navidezna viskoznost vedno vecja. Zveza med
vrednostjo hematokrita in viskoznostjo krvi je eksponentna, tako da pri vigjih vrednostih
hematokrita kri postaja vse bolj ob¢utljiva na njegove spremembe. [1]

3.3 Vpliv reoloskih lastnosti eritrocitov

Poleg koncentracije celi¢ne faze, so za viskoznost krvi pomembne tudi njene reoloske
lastnosti. To pomeni, da motnje v tokovnicah niso odvisne le od koncentracije krvnih
celic, temve¢ tudi od obnaSanja teh celic pod vplivom sil. Zaradi specificnih reoloskih
lastnosti in kot prevladujoci del celi¢ne faze so v tem pogledu najpomembnejsi eritrociti.
Normalni eritrociti so zelo deformabilni in se orientirajo s tokovnicami, Se posebno, ¢e
so sile dovolj velike, da jih lahko deformirajo. [1]
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Slika 4: Vpliv hematokrita na viskoznost krvi. [1]

Naslednja pomembna lastnost eritrocitov je njihvo nagnjenje k agregaciji v line-
arne sklade (kot stolpci kovancev). Linearni skladi nato interagirajo in tvorijo tri-
dimenzionalne strukture (slika 5).

Pokazalo se je tudi, da se eritrociti neenakomerno porazdelijo po volumnu cevke:
zberejo se v osi in pustijo osiromaSeno plazmo v blizini stene (slika 5). Ob taksni raz-
poreditvi je hematokrit najve¢ji v osi cevke in najmanjsi ob njeni steni. Ob tem je
pomembno, da se plasti v sredini cevke gibljejo najhitreje, medtem ko se tiste ob steni
gibljejo najpocasneje. Taksna razporeditev eritrocitov torej pomeni, da potujejo z veéjo
povprecno hitrostjo kot plazma. Rezultat tega je, da je hematokrit v cevi, v kateri imamo
radialni gradient hematokrita, navidezno manjsi, kot ¢e bi bila razporeditev enakomerna
(t.i. Fahraeusov efekt); enako velja tudi za viskoznost. [1]

Deformabilnost eritrocitov

Zreli eritrociti so konkavni diski s premerom okrog 8 pm in debelino priblizno 2 pm.
Na zunanje sile se odzivajo z obseznim spreminjanjem oblike. Velikost in geometrija
sprememb oblike sta odvisni od velikosti in orientacije zunanjih sil. Obnasajo se kot
viskoelasti¢na telesa, saj se povrnejo v prvotno obliko, ko zunanje sile izginejo in je sila,
potrebna za deformacijo, vecja pri vecji hitrosti ali ve¢jem obsegu deformacije (slika 5).
1]

Faktorji, ki dolocajo deformabilnost eritrocitov, so predvsem elasti¢ne in viskozne
lastnosti celitne membrane, citoplazemska viskoznost (ki je v normalnih eritrocitih do-
lo¢ena z vsebnostjo hemoglobina) in bikonkavna diskasta geometrija, ki je kot rezervoar
dodatne povrsine za vsebovani volumen in omogoca spremembe oblike brez povecevanja
povrsine membrane. [1]

V vecjih zilah se eritrociti z lahkoto orientirajo glede na tokovnice in tako zmanjsujejo
viskoznost krvi. ZmanjSana ali prizadeta deformabilnost eritrocitov zmanjsuje njihovo
zmoznost orientacije in s tem povedje viskoznost krvi. V manjsih Zilah je Fahreaus-
Lindqvistov efekt (manjSanje viskoznosti z manjSanjem premera 7il) prav tako odvisen
od deformabilnosti eritrocitov, saj ta vpliva na vzpostavljanje radialnega gradienta he-
matokrita. [1]
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Slika 5: Oblika eritrocitov in agregacija. a) Pri miru in neobremenjeni so eritrociti bikonkavni
diski, b) v toku izgledajo in se obnaSajo kot kapljice. c¢) Agregacija eritrocitov pri majhnih
napetostih. d) Oblikovanje goste sredice iz eritrocitov pri toku krvi. [4]

Agregacija eritrocitov

Ce opazujemo eritrocite v plazmi v mirovanju s svetlobno mikroskopijo, tvorijo velike
agregate, ki spominjajo na stolpce kovancev. Te agregate hitro razbijejo vsakr$ne sile
(npr. lokalni tok), a se tudi hitro vzpostavijo, ko sile odstranimo. Fibrinogen in drugi
veliki proteini v plazmi pospesujejo agregacijo eritrocitov. Odvisna je tudi od velikosti
striznih sil: vecje sile jo motijo in ustavljajo, manjSe jo pospeSujejo. Zaradi zvecanja
efektivne velikosti delcev, je motenje tokovnic bolj povdarjeno, ko se eritrociti zlozijo v
agregate in navidezna viskoznost krvi se lahko znatno poveca. [1]

Taksne agregacije ne opazimo pri eritrocitih v preprostih izotoni¢nih raztopinah in
mnoge raziskave so pokazale, da sta koli¢ina in hitrost agregacije moc¢no odvisni od
tipa in koncentracije makromolekul v obkrozajoem mediju. V plazmi je koncentracija
fibrinogena najpomembnejsi faktor, ki doloc¢a hitrost in koli¢ino agregacije. Omejitve pa
so lahko tudi geometrijske: ko Zile postajajo vse ozje, se morajo agregati razbiti zaradi
pomanjkanja prostora. [1]

Radialna porazdelitev hematokrita je pomembna lastnost toka krvi, ki ima poleg
vpliva na viskoznost krvi, tudi vpliv na vrednost hematokrita v odcepljajo¢ih zilah.
Stranske veje se polnijo s krvjo, ki tefe v blizini sten in ima zmanj$an hematokrit (slika
6). Povpre¢ni hematokrit v manjsih zilah v tkivih je torej manjsi (lahko tudi za polovico)
od hematokrita, ki ga izmerimo v vzorcu krvi iz velike vene ali arterije. [1]

Slika 6: Prikaz vpliva zbiranja eritrocitov v osi zile na hematokrit v odcepljajocih se zilah. [1]



3.4 Prispevek levkocitov k viskoznosti krvi

Levkociti zanemarljivo malo vplivajo na viskoznost krvi v vecjih zilah, ker je njihov
volumski deleZ majhen, drugace je v mikrocirkulaciji, kjer je velikost Zil primerljiva ali
celo manjsa od velikosti krvnih celic. [1]

Ker so bolj togi, je potovalni ¢as levkocitov skozi mikrocirkulacijo mnogo daljsi od
potovalnega ¢asa eritrocitov. To pomeni, da levkociti blokirajo prehode, kar je posebno
pomembno v patofizioloskih primerih, kot je resna infekcija, ko se levkociti aktivirajo in
postanejo Se bolj togi. [1]

Pri obravnavi toka krvi v tem seminarju bomo vpliv levkocitov povsem zanemarili.

4 Viskoznost homogene suspenzije

Najprej poskusimo opisati kri kot homogeno suspenzijo eritrocitov v krvni plazmi.
Problem homogenih suspenzij ima stoletno zgodovino. V nadaljevanju si bomo ogle-
dali pregled razliénih raztopin in odvisnost viskoznosti od gradnikov.

4.1 Razredcene raztopine

Koliko je viskoznost suspenzije ve¢ja od viskoznosti topila zaradi prisotnosti trdnih del-
cev, je za primer neskonc¢no razred¢ene raztopine trdih neinteragirajocih kroglic izpeljal
Einstein, in sicer v svojem doktoratu (1906), ki je Se vedno eno njegovih najpogosteje
citiranih del. V njem je, z namenom iz viskoznosti razred¢enih nedisociiranih raztopin
dolo¢iti velikosti molekul topljenca, izpeljal naslednjo enacbo:

n=m(1+26), (60 2)

kjer sta 7, in ¢ viskoznost topila in volumski delez kroglic v suspenziji.! [6]
Posplositev na nestisljive kapljice z viskoznostjo 7 je izpeljal Taylor (1931) [3]:

— o142 5, - 14T 3
77—%( +2+1¢>—no(+ P)- (3)

o

? ‘dx

Fl=e

4.2 Koncentrirane raztopine

S koncentriranimi raztopinami se je ukvarjal Roscoe. Za nas bo zanimiva posplositev na
polidisperzne suspenzije (suspenzije s §iroko porazdelitvijo velikosti delcev).

Vzamemo polidisperzno suspenzijo majhnih delcev, ki zavzemajo volumski delez ¢
in jim dodamo vecje delce, ki naj bodo tako veliki, da je z njihovega staliS¢a suspenzija
majhnih delcev, ki jih obdaja, homogena tekocina z viskoznostjo n. Ce veliki delci
zavzemajo volumski delez ¢/, je celotni volumski delez delcev v suspenziji

¢or=0+A¢=0(1—-¢)+¢, (4)

!Einstein je pravzaprav s pomoéjo te enacbe izpeljal dve enacbi za dve neznanki, premer kroglic v
raztopini in Avogadrovo &tevilo, ter za primer sladkorne raztopine dobil premer molekule 6.2 108 ¢cm
in za Avogadrovo Stevilo vrednost 3.3 1022, [6]




saj lahko manjsi delci zapolnijo le 8e prostor med vecjimi delci in ne ve¢ vsega volumna.
Spemembo volumskega deleza lahko torej zapisemo kot:

Agp=¢'(1-¢). (5)
Spemembo viskoznosti zaradi dodatka vecjih delcev opiSemo s pomocjo enacbe 2:
5 5
nT=n+An=n@+5d) An = 5. (6)

V primeru, ko je ¢’ majhen, lahko spemembi volumskega deleza in viskoznosti obravna-
vamo kot diferenciala. Z izenacenjem ¢’ dobimo diferencialno enacbo:

dnp 5 d¢
N 2(1-¢) ™
katere resitev je:
n=mno(1—)"%. (8)

Ta rezultat pravzaprav drzi za neskonéno-disperzne suspenzije, kjer vedno manjse kro-
glice zapoljujejo prostore med ve¢jimi kroglicami. Pomembna ideja, ki jo je podal Roscoe,
pa je, da bi lahko z neskonéno-disperznimi suspenzijami opisali suspenzije enako velikih
delcev, ki tvorijo agregate, kjer agregati delujejo kot veéji delci. [4]

Polidisp_erzna Monodis_perzna
suspenzija suspenzija
o B
R0 :0° %ﬁﬂ
.‘l. «' .

Modeliranje agregatoy

Slika 7: Grafi¢ni prikaz Roscoeve ideje za modeliranje agregatov. [4]

Agregati med kroglicami ujamejo topilo, kar spremeni volumski delez ¢. Pri tesno
zlozenih trdih kroglicah ujeto topilo prispeva k volumskemu delezu kroglic faktor %ﬁ A%
splosnem pa delci v koncentrirani suspenziji niso idealno zloZeni, zato viskoznost taksne

suspenzije opiSemo z:
—5/2
¢
n="1o|1l- ; (9)
¢mam

kjer je ¢mas volumski delez kroglic, pri katerem suspenzija postane trdna snov (n — o).
4]
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Posplositev na kapljice izvedemo enako kot v primeru monodisperznih neinteragira-

joc¢ih kroglic in dobimo:
-7
¢
n="1o (1 : (10)

d)max

kjer je T definiran v enacbi 3. Parametra T in ¢y, se dolocata eksperimentalno (v njih
se skrijejo tudi vplivi kot sta anizotropnost in viskoznost agregatov). [4]

Taksen opis zagotovo ni popoln. O¢itna omejitev je, da opisuje homogene suspenzije,
saj vemo, da porazdelitev delcev v toku krvi ni homogena. Prav tako pomembna je
geometrija sistema. V naslednjem delu je predstavljen model, ki opiSe nehomogeno
porazdelitev delcev s pomocjo dveh plasti tekocine z razli¢nimi viskoznostmi.

5 Dvotekocinski model

Za tok krvi po cevi je znacilno, da se eritrociti zberejo v osi cevi in da ob steni ostane
plast plazme, v kateri skoraj ni celic. Zato so pogosto v rabi modeli, ki opiSejo kri kot
plastovito tekoc¢ino z diskretno porazdelitvijo viskoznosti po cevi:

e 05 r<re
U(T)_{ Tlp TcSTSR . (11)

Grafi¢ni prikaz modela je prikazan na sliki 8. [4]

n, (<n,) [ & N
T

Slika 8: Grafi¢ni prikaz dvoteko€inskega modela krvi. [4]

Predpostavimo, da sta obe teko¢ini newtonski, zato lahko za tok po cevi v cilindri¢nih
koordinatah (z os v osi cevi) zapiSemo:

dp 1d dv
_r___-Z b I 12
dz rdr (7“77(7") dr) (12)

ODb upostevanju robnega pogoja (v(R) = 0) in z zahtevo, da je hitrostni profil zvezen,
dobimo:

2 .2 2 p2
M (e i) 0<r <
Ne p
v(r) = D . (13)
1dz re <r <R

Za konstantno vrednost viskoznosti rezultat oc¢itno preide v znani Poisseuillov para-
boli¢ni profil. Oblike hitrostnih profilov za nekaj razli¢nih porazdelitev viskoznosti so
predstavljene na slikah 9 in 10. [4]
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Slika. 9: Hitrostni profili za razliéna razmerja viskoznosti.

Porazdelitev viskoznosti n(r) je

prikazana s ¢értkano ¢rto. Ob vsakem primeru je tudi oznaceno, za koliko se efektivna viskoznost
razlikuje od viskoznosti plazme (plast ob steni). a) in b) Hitrostni profil je okrog osi izravnan in
hitrost se v obmocju sredice malo spreminja. c¢) Hitrostni profil je Ze bolj podoben paraboli¢nemu.

d) Limitni primer: paraboli¢ni profil. [4]

a) c)
ufi) wlp) T}
u(l) 0.8 u() 08

e b oal Ty

P —L=1.00 7 :
0.4 . 0.4 1 i
az R Y 0.2| TTTTTTTTTTTTTTTR, 1.2 &
|
02 0.4 0.8 o8 1 ) 0.2 0.4 0.8 0.8 1 0.2 0.4 0.8 a.a 1
Oddalienost od srediséa /R Oddalienost od srediséa /R Oddaljenost od srediséa /R

Slika 10: Hitrostni profili za razli¢ne debeline sredice. Porazdelitev viskoznosti 7(r) je prikazana
s ¢rtkano ¢rto (sredica je petkrat bolj viskozna od plazme). Ob vsakem primeru je tudi oznaceno,
za koliko se efektivna viskoznost razlikuje od viskoznosti plazme (plast ob steni). a) Sredica seze
25% dale¢ od osi: hitrostni profil je skoraj paraboli¢en. c) Sredica seze 75% dale¢ od osi: hitrostni
profil o¢itno ni paraboli¢en, Se vedno pa je efektivna viskoznost le 34% nad viskoznostjo plazme.

4]
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Ce definiramo efektivno viskoznost kot sorazmernostni faktor med tla¢no razliko in
volumskim pretokom, ter jo izrazimo s parametri porazdelitve viskoznosti, dobimo:

Ne = Mp <1_<7§>4 <1_ZZ>>1, (14)

kar se za 1. — oo poenostavi v:

1 (re/R)"

Iz tega lahko razberemo, da ima lahko neskonc¢no viskozna sredica polmer 45% polmera
cevi, pa ne zveca efektivne viskoznosti niti 5% nad viskoznost sloja ob steni. [4]

Ta model je popularen in razmeroma uspeSen, problemati¢en pa je eksperimentalni
parameter r., ki ga je tezko natanéno in enoliéno dolo¢iti, saj je dejansko prehod med
plastema zabrisan. Seveda je mogoce tok razdeliti na poljubno stevilo slojev, vendar to
ne resi problema (neznano konstanto nadomesti z neznano diskretno porazdelitvijo). [4]

TNe (15)

6 Mikrostrukturni model

6.1 Migracija delcev v toku suspenzije in Fokker-Planckova enac¢ba

Eritrocite opiSemo kot kapljice, ki plavajo v plazmi.

Ker hitrostni profil v cevi ni konstanten, delci, ki so blize osi, potujejo hitreje od
tistih, ki so blize steni. Ko hitrejsi delci prehitevajo pocasnejSe, ustvarijo motnjo v toku,
ki vpliva na pocasnejSe delce. Razlike med hitrostmi delcev so veéje blize steni, zato
tam delci najbolj motijo drug drugega. TakSne motnje jih premikajo precno glede na
tokovnice (proti steni ali proti osi cevi). Ker so razlike v hitrostih manjse v osi cevi, v
povprecju delci tam ostanejo dlje nezmoteni. Potovanje delcev proti obmocju z manjsimi
striznimi napetostmi je ugodno, ker so tam manjSe motnje in manjSa disipacija energije.
Delci nazaj proti steni zaidejo predvsem z difuzijo. [7]

Razmere so v osi ugodnejse tudi za eno samo kapljico (ker jo obravnavamo kot razse-
Zen objekt). Pri obtekanju kapljice se njena povrsina deformira zaradi striznega gradienta
in hidrodinamske interakcije na meji med teko¢inama. Obliko kapljice in tok ob njej do-
lo¢imo hkrati, kot rezultata problema s prostimi robnimi pogoji. Chan in Leal (1979) sta
enacbo za radialno potovalno hitrost nevtralno plavajoce kapljice v laminarnem toku po
cevi izpeljala s pomo¢jo perturbativne teorije (ob predpostavki, da so spremembe oblike
kapljice majhne):

N VT%/G$T]O a 3 r
om(r) = —2P (1) e <R) z, (16)
kjer so Ve hitrost toka ozadja v osi, o povrSinska napetost med kapljicami in topi-
lom, a radij kroglic, R radij cevi in P(-L) funkcija razmerja viskoznosti, za katero velja
asimptotska vrednost P — %,
kot zelo viskozne kapljice. [4]
Casovni razvo j porazdelitve delcev v suspenziji ¢ opisemo s Fokker-Planckovo enacbo

v cilindri¢nih koordinatah:

96 10 26
oy =t (o - Do 521, (17
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kjer prvi ¢len v oklepaju opisuje radialno migracijo in drugi difuzijo in je D(¢) difuzijska
konstanta. [4]

Fokker-Planckova enac¢ba, izpeljana ob problemu Brownovega gibanja (1914), opisuje
Casovni razvoj verjetnostne gostote pod vplivom migracije in difuzije. V primeru Bro-
wnovega gibanja prvi ¢len opisuje nakjucno premikanje molekul, v nasem primeru pa
potovanje eritrocitov proti osi cevi. [§]

Fokker-Planckovo enacbo prepisemo v brezdimenzijsko obliko:

o6 10 (. (, . 09
of _ For {T <2€T¢_ af)}’ (18)
kjer so:
f—gt s_ T
"R TR
11 V2, . moa [ a\?
= (7)) (19)

Koeficient € meri razmerje med radialno migracijo in difuzijo, lahko pa ga razumemo
tudi kot merilo nehomogenosti porazdelitve delcev po cevi (kjer ¢ = 0 ustreza homogeni
porazdelitvi). [4]

6.2 Porazdelitev delcev v stacionarnem stanju

Stacionarna radialna porazdelitev delcev je dosezena, ko sta tok delcev proti osi in difuzija
uravnotezena. Diferencialna enacba se tedaj glasi:

0
00— —2eis, (20)
reSitev pa je gaussovska porazdelitev:
~ 5(250 2
Bu(F) = 0 e 1)

Predfaktor je dolo¢en iz zahteve po ohranitvi mase delcev v suspenziji (¢, je volumski
delez delcev v suspenziji). [4]

Ta porazdelitev predpostavlja, da so lahko delci v sredici poljubno na gosto zlozeni.
To seveda ni mozno. Najve¢ji mozni volumski deleZ oznadimo s ¢mqq- Ce se ob osi ustvari
popolnoma zapolnjeno obmocje, ki sega 7. dale¢ od osi, moramo prilagoditi izpeljavo
porazdelitvene funkcije dejstvu, da radialna migracija proti osi v tem obmodju ni veé
mozna. S tem pogojem dobimo porazdelitveno funkcijo v stacionarnem stanju oblike:

ba(7) = { Omaz 0<r<re (22)

¢maz 6_6(72_7:6)2 re<r<l

kjer je r. radij sredice, za katerega velja transcendentna enacba:
1 1
/ T/d)s(r,)drl = 9 (d’o - ¢maxfg) ) (23)
Tc

ki se reSuje numeri¢no. [4]

Vpliv € je prikazan na sliki 11. Pri nizkih vrednostih je porazdelitev homogena, nato
pa z rasto¢imi vrednostmi (zaradi vecanja hitrosti toka, ve¢anja deformabilnosti delcev v
suspenziji ali manjSanja premera cevi) postaja vse bolj nehomogena. Ko je v osi dosezena
najve¢ja mozna gostota delcev, se zane razvijati sredica. [4]
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Slika 11: Prikaz stacionarne porazdelitve delcev po cevi. Izbran je ¢, = 45%, ker je to tipi¢na
vrednost za kri, ¢4, je zaradi nazornosti postavljen na 1. Ko se € povecuje, porazdelitev postaja
vse bolj nehomogena. Ko porazdelitev v osi doseze ¢paz, S€ zaline razvijati sredica. [4]

0.5 0 0s 1 035 a 0.5 1
Radialnag lega v Radicinag lega v

Slika 12: Hitrostni profili toka v cevi. a) Porazdelitev delcev v stacionarnem stanju. Spet je
izbran primer, ko je ¢, = 45%. Sredica se za¢ne oblikovati pri € ~ 2 (odebeljeno). b) Hitrostni
profili, ki odgovarjajo izbranim porazdelitvam delcev. Hitrostni profil je ob osi izravnan Se
preden se v porazdelitvi delcev pojavi sredica (za primerjavo je tudi tu odebeljeno narisan graf,
ki pripada ¢ = 2). [4]

6.3 Hitrostni profil krvi

Viskoznost definiramo kot sorazmernostni faktor med tlacnim tenzorjem in tenzorjem
striznih hitrosti (zaradi specificne geometrije, ki jo obravnavamo, spet izberemo cilin-
dri¢ne koordinate):

p(7) = moor. (24)

Najpogosteje se za 14 vzame kar Roscoeva zveza za koncentrirane homogene suspenzije,
ki smo jo ze srecali (enacba 6):

16(7) = 1o (1 ¢8(72)>T- (25)

¢maac

S tem predpostavljamo, da je za vsak 7 suspenzija newtonska tekocina. Nenewtonska
narava je potem rezultat kombiniranega vpliva tokovnic na hitrost celotne suspenzije.[4]
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Za izbrane parametre (¢maz, 1') in iz dane vrednosti e, se nato dolo@i 7. in se nume-
ri¢no izra¢unajo hitrostni profili (slika 12). Zanimivo je, da se top hitrostni profil razvije
Ze preden se v toku formira sredica. [4]

6.4 Primerjava z eksperimenti

S primerjavo modela z eksperimenti lahko, na primer, dolo¢imo vrednost € v primeru
krvi, in sicer s pomocjo izmerjenega volumskega pretoka. Vrednost € dobimo tako,
da izena¢imo izmerjen volumski pretok @, in volumski pretok Q(e), ki ga dobimo z
integriranjem teoreti¢nega hitrostnega profila, saj je tudi ta funkcija €. Primerjava z
eksperimenti je predstavljena na sliki 13. Pomembno je, da krivulje v(r, €) niso funkcije,
prilagojene eksperimentalnim podatkom (pike), temve¢ izra¢unane krivulje za e, dolo¢en
iz vrednosti volumskega pretoka. [4]

0 0
0 4, =003 6, =038 i
_0'4 R=41.7um v{r) RE=41Tum 04
s vo=200m! s ¥ v, =270um/s
0.6 i Yn 0=8.83x10~ mr’ b
. =731x10%mm’ (s, ) =8 8310 mm’ /5
08 g 0.8
E -1
-1.2 £=0116 e=1178 |12
1 0.5 0 05 1 1 0.5 0 0.5 1
0
0 &, =043 &, =043 i
_gi o R=426um V{F‘.} R=426um 04
o v =240um/s " Vv =3 T770um/s {Blﬁ
06 0 =882x%10" mm’ / 5 h 0=128x10"mm’ /s '
0.8 08
-1 L -1
-12 £=1438 e=0915 |12
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
0
0 4, = 0.60 4, =0.60 P
2 R=314um v(r) R=78 8um _{,'4
-04 v, =260um/ s " v, =565um/s {Blﬁ
06 O =566x10"mm’ /s N Q=680x10"mm’ /5 '
08 08
4 =3
-12 £=1242 £=0633 -1.2
1 0.5 0 05 1 1 0.5 0 0.5 1

Slika 13: Prilagajanje ¢ izmerjenemu volumskemu pretoku krvi. Pri dani hitrosti v osi v,,, iz-
branem hematokritu ¢, in premeru cevi R, je € izbran tako, da ustreza izmerjenemu volumskemu
pretoku Q. Izmerjene hitrosti so prikazane s toc¢kami, napoved hitrostnega profila z mikrostruk-
turnim modelom pa s polno ¢rto. [4]
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Mikrosturukturni model prav tako uspes$no reproducira Fahraeus-Lindqvistov efekt.
Na sliki 14 je prikazano, kako se izvirni podatki Fahraeusa in Lindqvista prilegajo izbiri
e=02/R% [4]

Tretji pomemben efekt v krvi je manjSanje navidezne viskoznosti z vecanjem stri-
znih hitrosti. Ker je efekt povezan z deformabilnostjo eritrocitov, lahko tudi ta efekt
analiziramo z variranjem ¢ (slika 15). [4]

nis)
n(0)

ul A
i

05

=)

m

0.1 0.z 0.3 04 03
premer cevke (mmj

Slika 14: Fahraeus-Lindqvistov efekt. Tocke predstavljajo izvirne meritve Fahraeusa in Lin-
dqvista, polna ¢rta pa napoved obnaSanja viskoznosti v odvisnosti od premera cevk za izbiro
parametra € = 0.2/R?, kjer je R premer cevke. [4]
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Slika 15: Vpliv deformabilnosti eritrocitov na viskoznost krvi. a) Eksperimentalni podatki, ki
prikazujejo odvisnost manjSanja viskoznosti krvi z viSanjem striznih hitrosti od deformabilnosti
eritrocitov. b) Napoved modela. Strizne hitrosti so sorazmerne V.., trdota celic pa je opisana
s pomodjo povrsinske napetosti o. [4]

7 Zakljucek

V tem seminarju smo se dotaknili le najosnovnej$ih modelov za opis viskoznosti in toka
krvi po ceveh, in sicer viskoznosti in toka zdrave krvi po togih ceveh s konstantnim
tlacnim gradientom.
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Ti modeli predstavljajo podlago za modeliranje toka krvi in vivo, ki pa zahteva upo-
Stevanje nihajocega tlaka v Zilah in elasti¢nost njihovih sten. Pomembni pa so tudi
patofizioloski dejavniki, saj je kri Zivo tkivo, in se njene lastnosti lahko drasti¢no spre-
menijo v primerih bolezni.

A Newtonske tekoéine [9]

Newtonske tekoc¢ine opisemo s konstantno viskoznostjo, ki je intrinzi¢na lastnost mate-
riala in merilo upora tekocine proti toku ter se ne spreminja z geometrijo ali lastnostmi
toka.

Napetosti v gibajocCi se tekocini se pojavijo zaradi striznih gradientov hitrosti, ki jih
lahko izrazimo kot odvod tenzorja deformacije po ¢asu

. 1 81)1' 8vk
Uik =5 (8a:k + 8xi) (26)

in imenujemo tenzor striznih hitrosti.
Povezavo med tenzorjem napetosti in tenzorjem striznih hitrosti za newtonske teko-
¢ine dobimo z Newtonovim nastavkom za gibanje tekocin:

Pik = —Pdik + 20tk + Aot (27)
7 upostevanjem Cauchyjeve enacbe

Opik
Oz’

pii = [+ (28)

lahko sedaj izpeljemo t.i. Navier-Stokesovo enacbo, ki predstavlja osnovo hidrodinamike
newtonskih tekocin:

pv =7 — Vp+ Vv + (( +1/3)V(Vv), (29)

kjer n imenujemo dinamic¢na viskoznost, ¢ pa dilatacijska viskoznost.
Kot primer toka newtonske tekocine si poglejmo tok po cevi oz. Poisseuillov tok.

Predpostavimo najprej, da je tok stacionaren: % = 0 in v smeri osi z: v =
(0,0,v,(x,y)). Navier-Stokesova enacba preide v
dp
0=—-+nViu, 30
9z nvive ( )

kjer je V| = (2, 8%)'
Ob pogojih, da je gradient tlaka v z smeri konstanten in da je hitrost na robu cevi
enaka ni¢ ter podatku, da je presek cevi krozen z radijem a, dobimo znani paraboli¢ni

hitrostni profil:

v(r) = ——(r2 — az). (31)
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