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Povzetek: Podatki o porazdelitvi premoženja v različnih državah so pokazali, da ima
porazdelitev vedno enako obliko. Povsod sta prisotna dva režima. Premoženje večine

prebivalstva dobro popisuje eksponentna (Boltzmann-Gibbsova) porazdelitev, medtem ko
premoženje najbogateǰsega sloja opisuje Paretova (potenčna) porazdelitev. To nas napeljuje na
misel, da je ekonomska neenakost morda le posledica nekega osnovnega ekonomskega principa.

Predstavil bom model, podoben modelu idealnega plina, ki napoveduje dva ekonomska
družbena sloja in pravilno opǐse porazdelitev premoženja.
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1 Uvod

Preučevanje dobička in premoženja v družbi ima dolgo zgodovino. Že leta 1897 je Italijan
Vilfredo Pareto predpostavil, da porazdelitev premoženja opisuje univerzalen potenčni zakon. V
noveǰsem času je na voljo vedno več podatkov o zaslužkih posameznikov in podjetij, ki kažejo, da
je premoženje v grobem porazdeljeno eksponentno, z odstopanji pri zelo majhnih in zelo velikih
zaslužkih. Zelo zanimiva je prav porazdelitev pri največjih zaslužkih, čemur se posveča tudi
veliko pozornosti. Ta režim opisuje Paretova (potenčna) porazdelitev, ki pada veliko počasneje
kot eksponentna, zato je v repu zbranega precej več premoženja, kot bi ga bilo sicer. Tako pride
do stanja, kjer majhen delež najbogateǰsih ljudi upravlja z velikim deležem premoženja.

V zadnjih nekaj letih se je pojavilo veliko modelov populacije s fizikalno osnovo. Precej je vz-
porednic s statistično fiziko, saj modeli obravnavajo populacijo kot idealen plin, izmenjavo dobrin
oziroma denarja pa kot trke. Potrebne so računalnǐske simulacije za generiranje porazdelitev,
pojavljajo pa se tudi analitične obravnave dovolj preprostih modelov. V nadeljevanju si bomo
pogledali verjetno najpreprosteǰsi tak model, ki pravilno napove osnovne značilnosti porazdelitve
premoženja.

2 Porazdelitev premoženja

Poglejmo si najprej porazdelitev premoženja in dohodkov na primeru nekaj držav. Podatki so
pridobljeni preko razlikčnih davčnih uprav in davčnih napovedi. Potrebno pa je omeniti razliko
med premoženjem in dohodki. Kar lahko dobimo iz davčne napovedi je le dohodek posameznika,
ne pa njegovo premoženje. Pridobivanju porazdelitve premoženja je težje, saj direktni podatki
ne obstajajo. Najprej si poglejmo porazdelitev premoženja. Dragulescu in Yakovenko sta v [1]
pridobila podatke iz zapisov o premoženju posameznika ob smrti, saj imajo v nekaterih državah
davek na dedǐsčino. Zapisi o premoženju ob smrti za Veliko Britanijo so dostopni na internetu
[2]. Tako sta dobila podatke za leto 1996 predstavljene na Sliki 1. Najpogosteje je prikazana
kumulativna porazdelitev premoženja, ki nam pove za vsak x (premoženje), kolikšen delež pre-
bivalstva je bogateǰsi. Če zelimo opaziti drugačno porazdelitev premoženja za najbogateǰse je
najlažje gledati podatke v log-log merilu. Tako je lepo viden režim kjer velja Paretov zakon,
oziroma Paretov rep. Ta pove, da je premoženje porazdeljeno kot:

P (x) ∼ x−(1+ν) ,

oziroma, da je kumulativna porazdelitev premoženja:

C(x) =
∫ ∞
x

P (x′)dx′ ∼ x−ν .

Torej je tudi kumulativna porazdelitvena funkcija enake oblike, le eksponent je za 1 večji. Pred-
nost grafa v log-log merilu je tudi torej tudi to, da ima Paretova porazdelitev tukaj obliko
premice in lahko Paretov indeks (ν) preprosto določimo iz naklona. Toda Paretov zakon velja le
za majhen delež prebivalstva (5-10 %), večino dobro opǐse eksponentna (Boltzmann-Gibbsova)
porazdelitev:

P (x) =
1
T
e−

x
T

Tudi tukaj je kumulativna porazdelitvena funkcija enake oblike, torej eksponentna. V okvirčku
na Sliki 1 je v log-linearnem merilu prikazana porazdelitev premoženja v deležu prebivalstva za
katerega velja eksponentni zakon. Tudi tukaj je ujemanje dobro. Desni graf v Sliki 1 prikazuje
iste podatke v Lorentzovih koordinatah. Tukaj se ljudi uredi po naraščajočem premoženju in se
prikaže delež premoženja v odvisnosti od deleža populacije. Tako lahko preprosto vidimo kako
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je premoženje neenakomerno porazdeljeno, najbogateǰsih 10 % populacije poseduje približno 40
% premoženja.

Za merilo neenakomerne porazdeljenosti lahko uporabimo Ginijev indeks, ki je definiran kot
razmerje med ploščino med krivuljo in diagonalo ter celotno ploščino pod diagonalo v Lorent-
zovem grafu (Slika 2). Diagonalna črta ima Ginijev indeks 0 in ustreza stanju, ko imajo vsi pre-
bivalci enako premoženja, vrednost 1 pa ustreza stanju popolne neenakosti, ko je vse premoženje
v rokah enega človeka. Toda ker ti dve stanji nista realni, se pogosto Ginijev indeks primerja s
stanjem kjer je premoženje porazdeljeno eksponentno, čemur usteza Ginijev indeks 1

2 .

Slika 1: Kumulativna verjetnostna porazdelitev premoženja v VB leta 1996 v log-log (a) in
log-linearni (a-okvirček) skali ter Lorentzov graf istih podatkov (b). Točke: podatki. Črte:
eksponentna in Paretova porazdelitev (a) in graf za eksponentno porezdelitev premoženja.

Slika 2: Lorentzov graf. Ginijev indeks je definiran kot razmerje ploščin osenčenega dela in
celotnega dela pod premico E.

Večina avtorjev se raje ukvarja s porazdelitvijo dohodkov, saj so podatki lažje dostopni.
Tudi tukaj ima graf kumulativne porazdelitve dohodkov enako obliko (Slika 3). Čeprav imamo
opravka s precej različnimi državami (ZDA, Indija, Japonska) in tudi z različnimi časovnimi ob-
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dobji (2000-2001, 1929-1930) povsod opazimo potenčen Paretov rep. Tudi če namesto posameznikov
gledamo premoženje podjetij (Slika 3 (D)) opazimo enake lastnosti.

Slika 3: (A): Komulativna verjetnostna porazdelitev dohodkov v ZDA leta 2001 (ν = 1.5). (B):
Kumulativna verjtnostna porazdelitev dohodkov v Indiji leta 1929-1930. Okvirček: porazdelitev
dohodkov za 422 največjih vrednosti (ν = 1.75). (C): Porazdelitev dohodkov na Japonskem leta
2000 (ν = 1.96). (D): Premoženje podjetij v Franciji leta 2001 za 669620 podjetij (ν = 0.84).

Videli smo torej, da imajo porazdelitve premoženja in dohodkov enake značilnosti: večino
populacije lahko opǐsemo z eksponentno porazdelitvijo, medtem ko za najvǐsje vrednosti premoženja
oziroma dohodka velja Paretov zakon. Obstaja pa razlika, saj ima Paretov indeks (ν) praviloma
pri porazdelitvi premoženja nižjo vrednost, kar pomeni, da je Paretov rep položneǰsi in je v njem
zbranega še več premoženja. Vrednosti ν so praviloma manǰse od 1, medtem ko so vrednosti
pri porazdelitvi dohodkov približno ν = 1.5 − 2. Poleg tega velja Paretov zakov za večji del
porazdelitve premoženja (5-10 %), medtem ko je delež pri porazdelitvi dohodkov manǰsi od 5
%. To nam pove, da je premoženje bolj neenakomerno razdeljeno kot dohodki.
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3 Model idealnega plina

Predstavil bom model, ki so ga predlagali Chatterjee, Chakrabarti in Manna [3],[4],[5].
Zamislimo si sistem z N delci (ljudmi), ki skupno posedujejo M denarja. Sistem je zaprt,

torej se N in M ne spreminjata s časom. Ob času t ima delec i mi(t) denarja. Vsak časovni
korak naključno izberemo dva delca za trgovanje, ki poteka tako, da se skupna vsota denarja
ohrani.

mi(t) +mj(t) = mi(t+ 1) +mj(t+ 1)

Poleg tega ne dopuščamo dolga (mi(t) ≥ 0).
V najpreprosteǰsi verziji dopustimo, da si delca med seboj naključno razdelita ves skupen

denar. Možno je torej, da en delec pobere ves denar, drugi pa ostane brez vsega. Začnimo s
stanjem, kjer imajo vsi delci enako denarja M

N in poglejmo kakšna je stabilna porazdelitev denarja
(t → ∞). Rezultat poznamo že iz statistične fizike in je Boltzmann-Gibbsova porazdelitev, ki
je enaka porazdelitvi energije v idealnem plinu: P (m) = 1

T e
−m/T , kjer temperatura (T ) ustreza

povprečni vrednosti denarja T = M
N . Izkaže se, da je Boltzmann-Gibbsova porazdelitev zelo

robustna in jo dobimo tudi, če namesto z idealnim plinom delamo z mrežo ali z modelom ’mali
svet’, torej če dopustimo le trgovanja med sosedi.

3.1 Model s prihranki

Eksponentna porazdelitev sicer v redu opǐse večji delež populacije, toda ne opǐse najbogateǰsih
posameznikov in Paretovega repa. Toda tudi trgovanje kjer vsi osebki ponudijo na razpolago vse
svoje premoženje ni podobno realnemu stanju. Uvedimo torej v model prihranke, oziroma še en
parameter (λ), ki pove kakšen delež premoženja oseba pri vsakem trgovanju zadrži, vse ostalo
pa ponudi na razpolago za menjavo. Ob vsakem trgovanju se torej denar razdeli na naslednji
način:

mi(t+ 1) = λmi(t) + εij(1− λ)(mi(t) +mj(t))

mj(t+ 1) = λmj(t) + (1− εij)(1− λ)(mi(t) +mj(t))

Parameter εij ob vsakem trgovanju zavzame naključno vrednosti med 0 in 1 in pove kakšen delež
denarja namenjenega izmenjavi dobi delec i. Stabilna porazdelitev sedaj je seveda odvisna od
parametra λ. Limitna primera poznamo: λ = 0 ustreza modelu brez prihrankov in eksponentni
porazdelitvi; λ = 1 pa pomeni da vsi osebki prihranijo ves denar tako da ostane porazdelitev
enaka začetni, torej stanju, ko imajo vsi enako denarja (MN ). Stabilno porazdelitev pri ostalih
vrednostih λ prikazuje Slika 4. Spominja na Gamma porazdelitev, ki se tudi včasih uporablja
za opis porazdelitve premoženja: P (m) ∼ mαe−m/T .

Tudi sedaj porazdelitev še ne ustreza realnemu stanju, ker ne dobimo Paretovega repa. Toda
s to porazdelitvijo lahko dobro opǐsemo skupine podobnih posameznikov, npr. šolarje in študente
[6], kjer tudi pričakujemo da s svojim denarjem podobno ravnajo in bi zato za njih veljal podoben
λ.

3.2 Model s porazdeljenimi prihranki

V resnici seveda nimamo vsi enakega pristopa do trgovanja, zato tudi stanje z enakomernim λ
ne ustreza realnemu stanju. Vzemimo sedaj, da ima vsaka oseba svoj parameter λi, ki pa se
med simulacijo zanj ne spreminja. Tako dobimo porazdelitev ρ(λ) po populaciji. Sedaj veljata
pri vsakem trgovanju naslednji enačbi:

mi(t+ 1) = λimi(t) + εij((1− λi)mi(t) + (1− λj)mj(t))

mj(t+ 1) = λjmj(t) + (1− εij)((1− λi)mi(t) + (1− λj)mj(t))

6



Slika 4: Porazdelitev premoženja v modelu s konstantnimi prihranki za štiri vrednosti parametra
λ in M

N = 1.

Vzemimo kot najpreprosteje da je λ kar enakomerno porazdeljena po populaciji med vrednostima
0 in 1. S simulacijo dobimo stabilno porazdelitev prikazano na Sliki 5. Sedaj razločno opazimo
Paretov rep za najbogateǰsi delež populacije in očitno drugačno porazdelitev za ostale. Za
eksponent ν v Paretovem zakonu P (x) ∼ x−(1+ν) dobimo točno 1.

Slika 5: Porazdelitev premoženja v modelu z enakomerno porazdeljenimi prihranki (M = N =
1000). Okvirček: kumulativna porazdelitvena funkcija. Paretov rep ustreza vrednosti ν = 1.

Izkaže se, da je Paretov zakon z eksponentom ν = 1 prisoten skoraj vedno. Tudi v bolj
splošnem primeru, ko je λ porazdeljen na način:

ρ(λ) ∼ |λ0 − λ|α ,

dobimo Paretov zakon za največja premoženja pri katerikoli vrednosti α in λ0 6= 1. Porazdeliteve
za nekaj vrednosti α in λ0 = 0 prikazuje Slika 6. Obnašanje za najbogateǰse osebe je povsod
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enako, porazdelitev premoženja pri ostalih pa se spreminja. Za negativne vrednosti α dobimo
začetno približno Gibbsovo porazdelitev, kar ustreza realnemu stanju.

Slika 6: Porazdelitev premoženja v modelu z ρ(λ) ∼ λα pri različnih vrednostih α. (M = N =
100). Okvirček: področje kjer velja Paretov zakon (ν = 1).

Slika 7: Porazdelitev premoženja v modelu z ρ(λ) ∼ |1 − λ|δ pri različnih vrednostih δ. (M =
N = 200). Paretov eksponent ustreza vrednosti ν = 1 + δ.

V preǰsnjem primeru smo v porazdelitvi ρ(λ) ∼ |λ0 − λ|δ vzeli λ0 6= 1. Če pa vzamemo
primer λ0 = 1, pa dobimo sicer še vedno Paretov zakon, toda z drugačnim eksponentom ν. Ta
ustreza vrednosti ν = 1 + δ: Slika 7.

Vrnimo se sedaj nazaj k primeru kjer je porazdelitev λ enakomerna in poglejmo kakšna
je porazdelitev premoženja pri osebah z enakim λ. Porazdelitve v log-log in linearnem merilu
prikazuje Slika 8. Opazimo, da imajo osebe, ki med trgovanjem prihranijo večji delež premoženja,
v povprečju več denarja. Poleg tega vidimo, da je porazdelitev premoženja pri osebah z različnim
λ precej podobna, le skalirati jo je treba. Spominja na Gamma porazdelitev, oziroma na primer,
ko ima celotna populacija enak λ. Toda obstaja tudi razlika. V primeru konstantne λ ima
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porazdelitev vedno maksimum pri m < M
N , kar pa v primeru porazdeljene λ ne velja.

Slika 8: Porazdelitev premoženja za osebe z določenim λ v modelu z enakomerno porazdeljenimi
prihranki. (M = N = 200). Levo: log-log merilo. Desno: linearno merilo; okvirček: skalirana
porazdelitev.

Kaže, da torej porazdeljeni prihranki prinesejo v porazdelitev premoženja Paretov rep, saj
osebe z večjimi prihranki služijo na osebah z manǰsimi. Toda porazdeljeni prihranki še vedno
niso zadosten razlog za Paretov rep v porazdelitvi. Vzemimo primer, da je λ enakomerno
porazdeljena med neko spodnjo in zgornjo mejo, torej a < λ < b. Slika 9 prikazuje porazdelitev
premoženja za nekaj primerov a in b. Vidimo, da dobimo Paretov rep le takrat, ko ρ(λ) 6= 0, ko
λ→ 1, torej v primeru ko obstajajo osebe z zelo velikim λ.

Slika 9: Porazdelitev premoženja v modelu z enakomerno porazdeljenimi prihranki v mejah
a < λ < b. (M = N = 100). Levo: ρ(λ) 6= 0, ko λ→ 1. Desno: Levo: ρ(λ) = 0, ko λ→ 1
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4 Teoretična obravnava modela

Model, kjer so osebe obravnavane kot delci idealnega plina in je porazdelitev premoženja posled-
ica zgolj različnega odnosa posameznikov do prihrankov je dovolj preprost, da se ga lahko lotimo
obravnavati teoretično. Pojavile so se različne teoretične obravnave, nekaj so jih predlagali že
avtorji modela [5]. Toda preprosteǰsi je pristop, ki ga je razvil P. K. Mohanty v [7], zato ga bom
tukaj predstavil.

Začnimo z enačbama izmenjave denarja med osebama in dopustimo, da imata vsak svoj
parameter λ.

mi(t+ 1) = λimi(t) + εij((1− λi)mi(t) + (1− λj)mj(t)) (1)

mj(t+ 1) = λjmj(t) + (1− εij)((1− λi)mi(t) + (1− λj)mj(t)) (2)

Vzemimo, da je povprečje 〈εij〉 = r, torej dopustimo tudi bolj splošen primer in ne le r = 1
2 .

V sistemu s porazdeljenimi prihranki nimamo več enakih delcev, ampak se delci med seboj
razlikujejo po λi. Povprečno premoženje i-tega delca dobimo torej kot povprečje njegovega
premoženja po vseh različnih sistemih.

mi =
1
L

L∑
α=1

mα
i

Vsak sistem α se od drugih razlikuje po začetni konfiguraciji premoženja, izbiri parov za trgovanje
in delitve premoženja med vsakim trgovanjem. Enaka pa ostane porazdelitev λi po populaciji,
torej tudi za delec i.

V veliki populaciji N →∞ lahko osebe obravnavamo zvezno. Oseba x = i
N ima tako količino

denarja m(x) in vedno prihrani delež λ(x) premoženja. Velja tudi porazdelitev λ po populaciji:

ρ(λ)dλ = dx (3)

Ker je izbira parov za trgovanje naključna, bo v različnih sistemih, ko L → ∞, vsak delec
trgoval z vsakim. Poleg tega je delitev premoženja pri vsakem trgovanju naključna, zato moramo
povprečiti tudi po vseh εij . Premoženje delca i→ x pri trgovanju z delcem j → y opisuje enačba
(1). Po trgovanju z delcem y se njegovo premoženje spremeni v m′(x; y). Z upoštevanjem
〈εij〉 = r dobimo iz (1):

m′(x; y) = λ(x)m(x) + r((1− λ(x))m(x) + (1− λ(y))m(y)) (4)

Ker je v končnem stanju m(x) stacionaren mora veljati, ko povprečimo m′(x; y) po vseh y:

m(x) =
∫ 1

0
m′(x; y)dy (5)

Enačbo (4) lahko zapǐsemo tudi kot:

m′(x; y) = (r + λ(x)(1− r))m(x) + r(1− λ(y))m(y) (6)

Prvi člen tako vsebuje samo delec x, drugi pa samo delec y. V integralu (5) lahko tako prvi
člen preprosto integriramo (ne vsebuje y), drugega pa proglasimo za konstanto in pǐsemo kot
C(1− r). Tako dobimo:

m(x) = (r + λ(x)(1− r))m(x) + C(1− r) ,

oziroma
m(x)(1− λ(x))(1− r) = C(1− r)
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m(x) =
C

1− λ(x)
. (7)

Konstanto C lahko dobimo z normiranjem kot:∫ 1

0
m(x)dx = m̄ ,

kjer je m̄ = M
N povprečna vrednost premoženja.

Za porazdelitev denarja velja P (m)dm = dx. Z upoštevanjem (3) dobimo iz enačbe (7):

P (m) =
dx

dm
=
Cρ(1− C

m)
m2

. (8)

Zadnja enačba potrdi, kar smo ugotovili s simulacijami, torej da velja za asimptotsko obnašanje
P (m) ∼ m−2. V primeru, da izberemo ρ(λ) = ρ̃(1−λ), pa dobimo drugačen eksponent v asimp-
totskem primeru. Če vzamemo ρ(λ) ∼ (1− λ)δ dobimo:

P (m) ∼ m−(2+δ) ,

kar se prav tako ujema z numeričnimi simulacijami!

5 Zaključek

Porazdelitev premoženja v družbi kaže nekatere osnovne značilnosti, ki se ne spreminjajo s časom
ali od države do države. Večino prebivalstva opisuje eksponentna ali Gamma porazdelitev,
medtem ko za najbogateǰse velja Paretova porazdelitev, ki pada veliko počasneje kot ekspo-
nentna.

Videli smo, da se lahko obe porazdelitvi pojavita že v preprostih modelih, ki izvirajo iz
kinetične teorije plinov. Zato lahko sklepamo, da se ekonomija in trgovanje obnašata podobno
kot idealen plin. Poleg tega nas dejstvo, da ekonomsko neenakost dobimo že kot posledico
različnega pristopa oseb do prihrankov, napeljuje na misel, da imamo neenakost res lahko za
naravni zakon.
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