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������ ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ����� ����� �������������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �	� ���� ���	 ������� �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� ����
�
�� �� ��
���� ���� �����	��� �� ����
�� ���	� �

���  ����� �����!���� ����"��� 	�  	!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #
��� $������ ���	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
��� &	"���� �	������� �	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '
��� �(���������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

� ������
�� �� ���	�����
	 �� 
��� ��

��� *+, ������	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� !��	���
�� ��

� ���	�
���
��

-�� ����" 	� ������� �	�� �� � .��� 	� �������� ���� �� ����������� �� ������ ������� �� ��!�� ���� �	 ����/
����� ��� �	����( ������������ ����������� 0������������ ������� �	�� �� �	1�!�� ���	 ���	����� �	�
���������	�� �� ��
����� .���� 	� ���������

2� �����������3 ���" ��� ���� �	 ����" ��� ����!�	� 	� ��������� ������� 4����� ������ ����� �	1
�����	� ��� �	���	� 	� ��� ��� 5		� ������	 � ���
���� ��	���� ������ 1���� �	���	��� �����" �� �	�!�����
�	 5�(���� �����"� -�� ����� ���	��� �����" �	��	���� 1��� �		�� ��� ������� 6�7� -��� ��� ����������"
������ ��� ������ ,��	3 ��� ����" 	� �����/.������ ���������� ���� �� "���� �� ����������� �	� ��� ��(����
�������"�

2� ��	�	�"3 �	� �	���� ��� ���� �	 �������� ��� ������	����� 	� *+, �	�������� , ������	���� *+,
�	������ ��������� ��� ����� 	� ��� ���
��� ������ ������ 8������ ��� ������ 	� *+, ��� �� ��	������
	� ����� ���� 	� � ����3 ���
����� ���� ������� �������� ���	 ��� ���� 	� ������� 1	��� �� ��9���� �� �	� �	�
������	������ :�����	����� 	� *+, ������� ��� ����� ��� ���	1� �	� � �	� �	�� *+, �	 �� ���
�����

2� ��"����3 ��� ����" 	� �1����� �	�� �� ������ �� ��!���� ���������	��3 �	� �(����� �� �"��	�"������
�	� ���������� 	� ��� �	��	� 	� !	���( �����3 	� �� ��� ����" 	� �	�"�����

������	
�� ���	�" 	� ������� �	�� �� ��� ����� �	� ��" ������� ����" 	� �	���	��� ����������"� $� 
�	1
��	� �(�������� ���� �1������ ��� �	� ������ �� �	 ���
��� -�� ��������" �	�����	� �	� �1����� �	�� �����
�����	� �� ����!�� ���	���  	!��� �����!���� ����"��� 	� ��� �	����	�� �	 ������	
�� �;����	�� 6�7� <������
�1������ ������ ��� �	� �	 .��� �	�� ���	 ����/�	����� ��� ���� ��������" �	�� ��	��� ������� &	"�� 6�7
�������" 	������� ��� ����������" �	��� �� 1���� ��� �	� �	��� ���	 ����/�	������ ,� ����"����� ���������	�
	� ��� �	��/���
��� ������ �� ���	 ��������� �� 6�7 6�7 6#7�

� �
	������� ����	� �� �����
� 	�
�

������	
�� ���	�" ��������� ������� ��� �1������ 	� ���� ������� �	��� 2� ������	
�� ���	�" � �	� �� �
�����/�������	��� �	�" 1��� �1	 �������	�� ���� ��� �	���������" ������� ���� ��� ������ -�� �	� ��
����������� 1��� � ����� ���!� r = r(l)3 1���� ��� ��������� l �� ��� ��� ������ 	� ��� ���!�� -�� ����
������� !���	� ��

t =
dr

dl
= ṙ(l). =�>

-�� ���� ṙ(l) �� � ����� ���������� ��� !��	���" 	� ��	������	� ��	�� ��� ����� ���!� =������� 	� ��	��/
����	� �� ����>�

:���	�� ��� 	����� 	� � ����� 	� ����� 	���	�	��� �(�� ξ3 η3 ζ �	 �	!� ��	�� ��� ������� ���� 	� � �	�
1��� ���� !��	���"�  �� ��� ζ �(�� ��!� ��� �������	� 	� ��� ������� !���	� t ��� ��� ξ3 η �(�� ��!� ���
�������	� 	� ��� ��������� �(�� 	� ��� ��	�� �����	� �	 ���� ξ3 η3 ζ �	�� � ����� ������ �"���� =.���� �>�
,� ���� �	��� 1� ������ ���� ��� ��	�� �����	� ������� ������	���� ��� �	���� �	 ��� ������/���� 	� ���

�
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������ �� ��� ξηζ ����� ����� �	��� ��� 	����� �� ��� ��� ���� ���� ��	�
��
  	���! �"�� ��� #���� �	��
����� ��	�
��� ��	������ �� $�	���%��
���&'� �(������� ���� ��� ��������� �� ��� ����
 �� �����)�	��
 ��
�	����
 ����  �����! �"��

*�� �� 
������� ��� ����	�� ��	�
��
 Ω ���� ���
� ���� ����� ������� �	��� ��� ����⎛
⎝ ėξ(l)

ėη(l)
ėζ(l)

⎞
⎠ = Ω(l)×

⎛
⎝ eξ(l)

eη(l)
eζ(l)

⎞
⎠ .  +!

�� ��
 ������� ��� ����	�� ��	�
��
 ���� 
��������� ����
��� �	��� ��� ������������� ��������� �� ���
����
���	 ���� ξ, η, ζ� �� ������ ����� 
��������� )
 Ω(l) = (κ1(l), κ2(l), τ(l)), ����� κ1 ��� κ2 ���

��������� �� 
�������� �� ��� 
�����	 	��� �	��� 	�
�	 ξ ��� η ����, ��� τ �� ��� ������� �� ��� ����

�� ��� ���� �� �)���� �(������� �� �(��	�)���� �� � ���� ���� �� ��		 ��	
 
������� ��� 
��� �����
� ���� ��� �� ��	� )��� ��� ������� )
 ���
�� ��� 
���	�� ���	��� �� ��'� ���� �	����+�� -������� ���� ���

�������� ���� �� ��#��������	 ��
���� �� ��� ��� �� �� �(��	�)���� �� ������ �� ��� 
��������

Ṁ = F× t,  .!

����� M �� ��� �������	 ���(�� ��� F �� ��� �������	 ���
� ���	��� �� ��� ���'� ����� /� ���� ����� ��
���� �� ��
�������� ���� )���
 ��
��
�	 ����
��	�� ���� ��� ���
� ���������
�	 �����
� ��� ���(�� �� �
��� �� 	����� �����
 �� �	����
��
 
�� )� ������� ��

M = EIt× ṫ+ Cτt,  0!

����� I �� ��� ���� �� ��� 
���� ��
����  ���� ���������� �� ��	
 ��	�� ��� �
������
�	 
���� ��
�����!, C ��
��� ��������	 �������
 �� ��� ���, ��� E �� 1����'� ����	��� ��� #��� ������� �� �(������ 0 ����������
��� ���(�� ���� 2���� ��� ��� 
����� ��� �� �����	 �� ��� �	��� ������� )
 t ��� ��� �����	 n� ���
��
��� ������� ���������� ��� ���(�� ���� 2���� ��� ��� ������� ��� ��� ��� ����
���� �� t� 3�� �����

���� ���� ����� ������ �� �� 	����� ���
�, )�� ������ �� ������������� �� 	����� �	����
��
�

$��������� ��� �������	 ���(�� ��� �������	 ���
� �� ��� ξηζ ����� ����� � ��� �� �(������� �� �(��	�)�
���� �� � ���� ��� ���� ��� � �
������
�	 ����	
 
����
��� 
���� ��
����

EIκ̇1 + (C − EI)κ2τ = F · eη
EIκ̇2 + (EI − C)κ1τ = −F · eξ

Cτ̇ = 0.
 4!

����� �(������� ��� ��������� 
�		�� $�	���%��
���&'� �(�������� $�	���%��
���&'� �(������� ���� ���

��	������ �� �����
, )�� ��� �		 ��	������ 
�� )� �)������ �� ���	��
� ������ � ����� ���� ��	������ ����
���� � ��
��
�	 ��������
� �� ��� ����
 �� ��������	 �����)�	��
� / ������	 ��	����� �� � ��� ���� ��
�������		
 �������, )�� ������� ��������� / 
��������� ��	�� �� ��		 �� � 	�
�	�5�� ��	���	�2� �����������
�	�� ��������� �����)	� ��	�������

��� ������	
�� 
������ ����	���

$(������� �� �(��	�)���� �� � ���� ���, ��	� )��� ��� ������� )
 ���
�� ��� 
���	�� ���	��� �� ��'� ����
�	���, 
�� )� ������#�� ���� ��� �(������� �� ������ �� � ����
 ����� )��
 �)��� � #��� ����� �+�� / ���

.
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	 �	 ��	
���	� ���� ��	 �����
 �� � ����	�
�� ���� �������
�
�� �����
 ��
 � ����	�
�� ��� �
	 ��	 ���	 �� 	������
� �� ��	
	 EI �
� C �
	 
	����	� �� ��	 �
�
�����
���	
�� �� �
	
��� J �
� Jζζ � �
� κ1� κ2� τ �
	 
	����	� �� �����
	
�� �� �
����
 �	�������

�
 ��	 ���	 �� ��	 �	
� �
� �����	� 
��� ��	 
��	 �� �
����
 �	������ �� 
	����	� �� ��
���
 �
� �����
��
����
	� �	�	�	
�� �� Ω�� �
���	
 �� 	
	
�	 �� ���� ��	
	 �� 
� ���	 ��
��	�	
 �
 !�
���� "� ��	�
� ��

���� ��	 
��	 �� ���	 �� ����	� �� �������
 ���
� ��	 �	
�
�� ��
	 �� ��	 
�� l� #
�	
���
��
� ��	 ��
���	�
�	��		
 ��	 �����
 �� � 
���� ���� �
� ��	 �	��
�����
 �� � 
�� ���� �	�� �� �������$	 ��	 �	��
�����
�
�	��	
� � ���

�
� ��� ��
 �	 �����
	� �� � �����	� 
�� ��	
	�� �
	�	����
 �� � ���

�
� ��� ��
 �	
�����
	� �� � �����	� 
�� �	
� �
�� �	����� ��
� %&'�

��� ����� �	
�� ������
����
��	

����
��
� �� ���	
"� 
������
 ��	�
	�� �
� 
������
 �
 ����	 ��� �	 �	��
��	� ���
� ��
		 �
��	�� (��� ��
	������	
� �� ����
� ���� �
� 
������
 ���
�) ��
 �	 �	������	� �� � �
����� �� ��
		 	�	�	
��� 
������

���
��	� �
������
� ����� � ��
��	 �)���� (�	 ��
		 �
��	� φ� θ� ψ �
	 ����	� ���	
 �
��	� �
� ���	 ��
		
�	��
��	 	�	�	
��� 
������
 ���
��	�� (�	
	 �
	 �	�	
�� ���� �� ������
� ���	
 �
��	� * �	 �
	 �
�	
	��	�
�
 ��	 ��+����	� zyz ��
�	
���
� �� ��	 
��	 ����	���� ��	 �
�� 	�	�	
��� 
������
 ���� �	 ��	 
������

�� ��	 
	�	
	
�	 xyz �
��	 ��
���� �
 �
��	 φ ����� ��	 z �)��� (��� 
����	� ��	 �
�� �
� �	��
� �)��
�
 ��	 xy ���
	� �
 ��
������
� ��	 �	��
� �)�� 
�� ���
�� �
 ��	 ��
	����
 �� y′� ,	)� �	 
����	 ��	
�
��	 ��
���� �
 �
��	 θ ����� ��	 
	� y′ �)��� (��� ���	� ��	 ���
� �)�� z′′ �
 �
� �����
	� �
�	
�����

�
 ����	� -�
����� �	 
����	 ��	 �
��	 ����� z′′ ��
���� ����	�	
 �
��	 ψ �� 
		�	� �� �
�
� ��	 �)	�
�
�� ��	�
 �
�� �����
	� ��
	����
� %.'� (�	 �
�� 
������
 ���
�) R �� � �
����� �� ��	 �������
� ��
		
	�	�	
��� 
������
 ���
��	�

R(φ, θ, ψ) = Rz(ψ)Ry(θ)Rz(φ), �/�

��	
	 �
���	� z �
� y �	�� �� ����� ����� �)�� ��	 �
��	 
����	��
0��� �� ���� �����
 �� � 
���� ����� �� �� ��
�	
�	
� �� ��
��	�	
�$	 	������
��� 	������
� �� � 
��

���
� ���	
 �
��	�� 1	 ���� 
	�
	�	
� ��	 �
�	
�����
 �� ��	 ξηζ �
��	 �
 �	
�� �� � 
	�	
	
�	 xyz �
��	
���� ��	 �	�� �� ���	
 �
��	�� (�	 
������
 ���
�) R �� ��
	���� ��

	��	� �� ��	 �
������	�
�� �
����

�	������ ���
�) Ω �Ω = ṘRT �� 1	 �
� ��	 	�	�	
�� �� Ω �� �	

Ω1 = κ1 = θ̇ sinψ − φ̇ sin θ cosψ
Ω2 = κ2 = θ̇ cosψ + φ̇ sin θ sinψ

Ω3 = τ = ψ̇ + φ̇ cos θ.

�2�

(�	 ��
�	 �����	� �� ��	 
��"� 	
�� 	)�
	��	� ���� ���	
 �
��	� �� Fξηζ = R(φ, θ, ψ)Fxyz� -�
���� �	 ��

�
��	 	������
��� 	������
� ��� ���� ���	
 �
��	 ��
��	�
�$����


Cφ̇ψ̇ + (C − EI)φ̇2 cos θ = F

ψ̇ + φ̇ cos θ = const.
�&�

(�	
	 �
	 �
�� ��� 	������
� �	����	 ��	 �
�� ��� �� 	�����
� 2 ��	�� ��	 ���	 
	�����
-���
	 3 ����� ���	
 �
��	� �
� ��	�
 �	
������	�� �� �� 	���	
�� ���� Ω3 �� ��	 ��� �� ψ̇ �
� ��	

�
�4	����
 �� φ̇ �
�� ��	 ζ �)��� 1��� ��	 �	�� �� ���
	 3� �	 ����� ���	 �
 ���� ��	��	� ��� ��
		 	�	�	
��
�� Ω�

-���
	 35 ���	
 �
��	� �
� ��	�
 �	
������	� %67'� -�
 �
	�	����
 �� � ���

�
� ��� �
 � 
�� �	
� �
�� �
�	��)� ��	 θ �
��	 �� ��
���
��
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��� ��� ��	
 �	
� ��
���
 ����

��� ���� ���� 	 
����	� 
��� �� 	� ������	�� �������� �
 ����������

���� ���	������ �� �� 	��� ������	��

�� 	���
�� ��	���� �
� ������������ ��	�� �
 	 ���� �
��� 	 ��� ������ �� ���� 	����� �����
 
������ 	
����������� ������� �	� �� ��������� 	� ��� ������������� 
�������  �� �� �������� ���������� �
 	 ��������
��� �� 	 ��� ���� ���� 	 
���!� �
��� �
� 	���� θ �� �����	��� "� �
�� #�� �
	� ψ̇ 	�� φ̇ 	�� �����	��� �

�������� 	�� �
�� ��$�� �� ��� �����#� ��������� �
� ��������� �� �����% ���	��
��
���	��� &������ θ̇ = 0
	�� ����������� 	 ��� 	���� α = π/2− θ ��$�� ��

κ = −φ̇ cosα
τ = ψ̇ + φ̇ sinα.

'()

�
� ���$	���� �
 �
� ����������� �
 �
� ��� �� �����	��� ������� �� �������� �
 ��� �	��� * ������	� �����
ψ̇ 	�� ���������% 1/Σ = φ̇ sinα +,-� .����� ������	� ������ ���������% �� 	 �������% �
 �
� �
	�� �
 �
�
������������

/ 
���! �� 	 ���$� �
 �����	�� ���$	���� 	�� ���������%� �� �� �������% ��#��� �% ��� ���������	�
��	�������� �
��� ��	������� �	% ���
�� �� ���$	���� κ 	�� ���������% 1/Σ �� ����
 	�� �	���� �
 �
�
�%������ �� �
��
 �
� 
���! �����  �� R �� �
� �	���� �
 �
� �%������� "� 	���	�% ���� �
	� α �� �
� 	����
�
	� �
� �	����� �	��� ���
 �
� xy ��	�� 	� 	�% ����� �� �
� 
���!� �
� �	�	�����0	���� �
 	 
���! ��
�
��

r(φ) =

(
R cosφ,R sinφ,

h

2π
φ

)
, φ =

l cosα

R
, '12)

�
��� h �� 	 �����	�� ��$��� �
� $�����	� ���	�	���� �
 �
� 
���!�� ����� �� �
� ����
 	�� l �� �
� 
���
�	�	����� �
	� ���	�� �
� �����
 �
 �
� ���$�� 3� �
� ��
�� 
	��� �
� ���$	���� 	�� ���������% �
 	 
���!
	�� ��$�� �%

κ = R
R2+(h/2π)2 = cos2 α

R
1
Σ = h/2π

R2+(h/2π)2 = sinα cosα
R .

'11)

�
� ��������� ���������� h = 2πR sinα/ cosα �	� ���� �� ���	�� �
� �!��������� �� �
� ���
�� "� �	%
�!����� 	�� ������	�� �
%���	� ��	������� �� ����� �
 α 	�� R

κ = cos2 α
R

φ̇ = cosα
R

ψ̇ = τ − cosα sinα
R .

'1,)

�� �� ������	�� �� �������	�� �
	� �� ��� �	��� τ �� ���������� ���
 	 �����	�% ��������� 	�� �� ��� 	
$	��	����  �� �� ��� 
����� �
	� 	 ���$�	� �������� �� �
� ����������

���� ���	����� 'r(l) = (0, 0, l)) ����
	��	%� �!���� �� ���������� 	 ��� �
	� �!��������� ���
��� ������	� ����� 	�� ���	��� ���	��
� 	���� �
�
z 	!���

� ��������� 	
 �����
� �	�� ����
��
� �	 �
����
 
	��


4������ 	 �������� �� ����������

���� ���	����� �
 ����������� �� ��� 	 ��5����� ����������� �
 ��	����
����� "� ���� �� ����% �
� ��	�����% ���������� �
 ��������� �� �
� ����������

���� ���	������ 6��
 	
����% �� 
���	����	� ���	��� ���% ��	��� ��������� �	� �� ��	��0�� �!��������	��%� .���	��� ����������
	��
���
 �!������ �� �
���%� �	� ��$�� �� �����$���

7������� �����	��% 	 ���	��
� ��	���� ��� �
 �����
 L� ��	��� 	� ���� ���� �% 	 �����	�� ������� 
���� F
'#���� 8 	)� "� �
�� ��	�� �� ����� �
� ���� �����% �����	���� τ � �� �� ���	� �
	� 	� #��� �
� ��� ����
���	�� ���	��
�� 9�� �
 �� �������� �� 
���
�� ����� �
� ���� �
�� ���$�	� �������� ���� ������ ����	���
	� 	 ������	� ����� (Fc, τc) +:-� /� �
�� ����� �
� ���	� �����% �
 ��
���	���� ������� �% �����	���� �
�
�������	� ��
���	���� 	��� 	�������� ��  �$� +,-� ������� �
� ��� ���� 	 
���!� �
� 
���! 	� �
�� �����
�� ���������	��% ���� ���$������ �
�� �
� ���	��
� ���� �
�� ���������� 
���! �� ��� ������	���% 	��	%�
�����$��� 3
�������� �
�� ���	��	��� ��	�� �� ����	��� �% 	� ���������	��% ���� ���$������ ���	��0�� 
���!
'#���� 8 �)�

�
 �� 
���
�� �����	�� τ � �
� ��� ���� #��� ���� ���� ���
�����	�� '#���� 8 �) 	� ��������� �% 7�%��
+8-� 	�� �$����	��% ����
� 	� �
��� �� #���� 8 
� �� �� 	 �
%���	� �
������	 �
	� �� 
	$� 	�� �����$�� 	�
���� ����� �� ��� ��$��� ��� ����	��% ��$�� �
���
� ����� 	���� ���

;



F
τ

τ τ

(Fc, τc)
xyz

t = (ẋ, ẏ, 1) τ̇ = 0

−EI y + Cτẍ+ F ẏ = 0
EI x + Cτÿ − Fẋ = 0

ẋ y − ẏ x = 0.

x(l) = A cos(q1l + ε1) +B cos(g2l + ε2)
y(l) = A sin(q1l + ε1) +B sin(g2l + ε2).

A B

q1,2 =
Cτ

2EI
±

√
(Cτ)2

(2EI)2
− F

EI
.

F
x(0) = y(0) = x(L) = y(L) = 0(

cos ε1 cos ε2
sin ε1 sin ε2

)(
A
B

)
= 0

(
cos(q1L+ ε1) cos(q2L+ ε2)
sin(q1L+ ε1) sin(q2L+ ε2)

)(
A
B

)
= 0.

|q1 − q2| = 2π
F τ

F

EI
>

(Cτ)2

(2EI)2
− π2

L2
.

τ F
τc0 = 2π

√
EI/CL
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Fc =
(Cτc)

2

4EI
. �� !
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�
 ��� ���� �����
 ��
� � 
��

����
������� �
��" ��
� �"��� ���
�
��
� Λc = 2π/q =
2π

√
EI/Fc �
��� ��� �
 
����� ��
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� �� 
���� ���
 �� 
�
 
�� ���
�
 �
� ������
�
 �
�����
���
 ��

Λc
2π/τc

=
2EI

C
= 2(1 + ν). ��$!

%
 ��
� 
�
 ���
 
��
 
�
 
�������� ������
� 
����� C = JG = EI/(1+ν)& ��
�
 G �� 
�
 
�������� �
�'�
��
�G = E/2(1 + ν)!& J �� 
�
 ��������� ���
�
 �� ��
�
�� ���� � �������� �������
�
��� J = 2I! ��� ν �� 
�

(������ ��
��� )��� �� � �
����
����� �
�
��� �
���
& �
�
����� ���� �� 
�
 (������ ��
�� ��� ���
�
��
�

�� 
�
 �����
� 

����� *+,� ��� ���
 ����
� 
�
 (������ ��
�� �� �����"���

�� 1/2� )��� 

��� �� 
��
 �
����
� ��� ���� ���� � �
��" ��
� - 
���� �
� ���
 �
 
�
 ���
���� ����
�

��� �����	
 ������


%��

.� )�
��
� �
�

� * , 
��
 
�
 ������� ����
� Lk �� � ����
 �� 
�
 ��� �� �
.� 
���
 ����
� Tw
��� �
.� ���
�
 ����
� Wr �����
 +!

Lk = Tw +Wr, �/0!

��� 
��
 Lk �� ����
��
 ��� � ����
� ����
 �� ��


� ���
 ����
 �
 
��
�� )�
 ������� ����
� �� � ���
�
����
� 
�
 ����
� �� 
���
� 
��
 ���
 ���
 ��
� �
 �� ���
� 
� ��
�

 �
 *#,� 1
 �� ������� �������

�
��
� ����
� ����& ��
 ��� �
 �����
� 
� �� ��
� ��� �� �
���

2
�
 Tw �
��
�
�
� 
�
 ��

���� 
���
 ψ̇� )�
 
���
��� ����
� ��� � ��� ��� �
 ��
���
� ��
� 
�

�������

Tw =
1

2π

∫
ψ̇dl. �/�!

3� 
�
 �
�
� ����& 
�
 ���
�
 ����
� Wr �� � ����
�
� �� 
�
 ����
 �� 
�
 ����
� %
 ����� ��
 ���
�
���
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�
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�
��
���� �

���� 4�5�
 �
 
� ��� 
��
 Wr �� 
�
 ����
�
� �� ����
��
 ���������
����� 
�
 ����
� �� �
��
��
 ��������� 
��
 � ����
 ���
� ��
� � ������
� �����
 + ������ �
�� ��
�������6
 
�
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�
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�� )�
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�
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�
 
���
 ����
� 
���� 
� 2.5 ��� 
�

���
�
 ����
� 
���� 
� 6
�� �Lk = Tw+Wr = 2.5!� )�
 ������ �� 
�
 �
�
 ��� ����
 Wr ��� �
�� �����
Tw�

�����
 +7 )�
 ���
�
 ����
� �� 
�
 ������ �� 
�
 �
�
 �� ����
 ��� 
�
 
���
 ����
� �� �
�� ������ 3�

�
 �
�
� ����& 
�
 ������ �� 
�
 ����
 ��� Wr = 0 ��� Tw = 2.5 *��,�
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.�
��"���� ���� �
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�
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"��
����� ��� 
������ τ
�
���
���� �& $ ��� �/!� 	� �
�
���
�& :��
.� 
������ �� � ��� �� 
�� ���
� ; ��

���� 
���
 ��� 
��
����
�
�τ = ψ̇ + cosα sinα/R!� 1�
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�
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�
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 �
�
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��� ������	 
���

��� 	�
��
��

����� ���	� 
�� 
��� � ������	
 �������� 
� ��������	� 
�����	�� �	�
�����
��� ���	 �
����	� ����� ���
���	��� �	 �	������ ���
���� ��� �������� ������� 
��
 
�� ����
��	� ��� ���������� ���
���
�� 
� 
��
������ � 
�� ����� �� �����
�� �	 !���� � � � �� "	�
��� �����
�	
 #������� ����
  ��� 
�����	 τ �	�

�	���	 F �� �	
������� $ ����� �	�� ����������	
 B� %������ �	�
����� � �
�����
 ����� ��
� 
���
 τ0�
&�

�	� 
�� 
�� �	�� �������� �	� �	�
��� ���	��� 
�� 
�����	 �	� 
�	���	� " ���� ����	� 
�  ����
���	�'� �	������ ��#�� 
��� �����	� ����
��	 ��
���	 
�����	� 
�	���	 �	� �	� ����������	
 �� 
� 
��
���	
 ���	 
�� ����� ����� �	
� ��� ���	
��
�

(� 	��� 
� !��
 ������� ��� �	����
�	��	� � )������'� 
������ &�
 �� 
�� 
� !	� 
�� '��	�
�	
� � 
��
��	'� �� *��	
�
��� 
��
 �����	 ��	�
�	
 
��������
 
�� ��	�
� � 
�� ���� ��	�� 	� ��
��� ��
��	 ��
�����	
� +�� !��
 ��	�
�	
 �� ���� �	���� 
� ����� $ �	���� �� ��
��� �	���� ��� �	�
 ��	�
� � 
�� �����

h =
1

2
EIκ2 +

1

2
Cτ2 + F cos θ =

1

2
EI

(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
+

1

2
C

(
ψ̇ + φ̇ cos θ

)2

+ F cos θ. ,--.

+�� !��
 
�� �����	�� �������	
 /�0���� �	� 
�����	�� �	������� 1
 �� � ��
 ���� ��2���
 
� 3��
� �

�� ���
 �����	�� 1	 
�� ��	�
�� �	������ �
 �������	
� 
�� ��
�	
��� �	���� � 
�� ���		�	� 
�� �	 �
���#�
�
��	�� !��� ����� F = mg� 4�� �	 ����
�� ���� �
 �������	
� 
�� ��
�	
��� �	���� ������� � 
��
 ���� ������� �
 
�� ���'� �	��� 5�����&����	�� �*��
��	�  �� 
�� ������ ������	�
�� ψ �	� φ ��#� �	�
���

�� '��	�
�	
� � ��
��	'

pψ = C(ψ̇ + φ̇ cos θ) = Cτ, ,-�.

pφ = EIφ̇ sin2 θ + C(ψ̇ + φ̇ cos θ) cos θ. ,-6.

5*��
��	 -� �� 	� ��������� 1
 �
�
�� 
��
 
�� 
�����	 ,����� �� 
�� ��� � �	
��	�� 
���
 �	� 
��
����
�.
�� 
�� ���� �
 �#��� ����� ���
��	 ���	� 
�� ���� 5*��
��	 -6 �0������� 
�� ��	��
��	 
��
� �
 �#��� �����
���
��	� 
�� ����	
 ����
 � ��	� �����	� 
������ 
�� ����� ����� ���
��	 �������� 
� 
�� z �0�� �� ��	�
�	
�

+�� ����� �� ������� 
� �� ��	� �������� ��
� 
�� ���� 
��
  ����� 1
 �� ����	
����� �
�����
 �
 �
'�
�	��� (� ��� ������ 
��
 θ �	� θ̇ #�	��� �
 ����� �	��� +�� ��	�
�	
� �
 ����� �	�� 
���� ��� �*���
h = F + 1/2Cτ2 �	� pφ = pψ = Cτ � +���	� 
���� �0�������	� �	
� �*��
��	� -- �	� -� ��#�� � ��
 � 

�*��
��	  �� θ̇ �	� φ̇

1

2
EI

(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
− F (1− cos θ) = 0, ,-7.

EIφ̇ sin2 θ − Cτ (1− cos θ) = 0. ,-8.

1	 &�#�'� 
������ 
�� �����
� �	��� θ �����	� ��	�
�	
 ���	� 
�� ���� ��#�	� � ��	
�	���� ����0� 1	
���	�'� �	������� 
���� �� 	� ���� ��	��
��	� 1	 ����� 
� ��
��	 � ��������� ����
��	� 
�� θ �	��� ���

���	��� %��#�	� 
�� �*��
��	�  �� θ̇ �	� φ̇ ��#��

θ̇ = 2

√
F

EI
tan

θ

2

√
cos2

θ

2
− (Cτ)2

4EIF
, ,-9.

φ̇ =
Cτ

2EI
cos−2 θ

2
. ,-:.

(� �����#� 
��
 θ̇ �	 �  �	�
��	 � �	�� θ �	� ��	 �� �	
����
�� 
� ��
��	

sin
θ

2
=

A

cosh(Al/λ)
, ,-;.

����� A �� � ����	���	���� ��	�
�	
 ,A2 = 1 − (Cτ)2/4EIF . �	� λ 
�� ������
����
�� ��	�
� ,λ =√
EI/F .� (� ������ ��������� ���� 
��
 l = 0 �	 
�� ������ � 
�� ������ (� �����#� 
��
 
�� ����
�

��	� ���� � �*��
��	 -; �� �����
����� ����
 l = 0� +���� ��� θ ��������� �����
������� 
� ���� �� l
����  ��� ���� 
� ���� �� ��	�� �	!	�
� ,!���� 7 ����
.� <� ����	� ���� 
� �*��
��	� -7 �	� 9� �� ���

��
 ���#�
��� �*���� κ2 = (2F/EI)(1− cos θ) = (4F/EI) sin2(θ/2)� +��� ���	� 
��
 
�� ���
 �	 !����
7 �� ���� � ���
 � ���#�
��� #����� l/λ�

=� 
� 	��� 	�
��	� ��� ���	 ���� ����
 ����� �	� ����������	
 B� %�	�� 
�� ����� �� �����
���� 
��
�	� ����������	
 �	 ���� ���� ��� 
�� ���� �	� �*��� B/2 = (l− z)end� (� �	�� 
��
 
�� ����#�
�#� � 
(l − z) �� (1 − ż) = 4 sin2(θ/2)� =��	� �*��
��	 -; ��
� ����
��	 coshx = (ex + e−x)/2 �	� �	
����
�	�
��#�� 
�� 
�
�� �	� ����������	


B = 4Aλ− 8Aλ

1 + eAL/λ
. ,�>.

:



������ �� 	
� ���
��� �� 

� ���

 �
��� ���� ����������� ��������
���� �� � 
���
�� ������ ��
�����
�� ��������� ��
����
��� ��� �������
 ������
��� A ��� 	
� 

���!����������� ����
���� ��� ��������
��
�� "����� ���� 

� 
�� ��� ���� 

� ���� #�������
�� ��� �������$�� 
� λ 	
� ����
 �� 

� ���


��������
� 

� ���"�
��� �� � 
���
�� ����� "����� z/λ ��� �������
 A 	
� ���%����
 A �� ��
������� ��


� �������� �����
���� ��� F ��� τ

	
� ����
��
 �� ��
����
��� 4Aλ �� ��
������� �� 

� �����
��� 

�
 l = 0 �
�� z = 0 &����"� 

�

(l − z) �� �

������ ��
������
��� ����
 l = 0 	
� 
�
�� �����������
 ��� � ����� �
��� ����

 �� ���

����
�� 

�� 

� ���������� �� 

� ���� 'AL/λ >> 1( �� B = 4Aλ 

)�

 

� ����� ���
����� �
����

 ��

 ��
����� 
���
 τ0� 

� ���
��� 
�������� ������ Et ��� ���
 ����


������ 1/2Cτ20  *� 

� ����� ���� ��� ������� 
� �������
 ��� ���

�� ���� �� 

�� 
�������� ������ ��
���"��
�� ��
� +�,���� ������ Ef ��� ���- ���� ������
 ��� ������ W  	
� ����� ���� ��� �� ������
���
������ ���� ��
�
��� ��� �� 

��� �� �� 
�������� ���- 	
� ������ ������"�
��� ��� �
�
�� 

�

dEt + dEf +W = 0 

.�

��� 

� ����� ���� �������
 ��� ���

�� �
����� ���� �� 

� ����
�
��� 'F � τ � B( 

�
 ���� ��

� ��� ���������� 
� �� ����
��
 ��� ��
������� �� 

� �
�
�� �������� �����
���� 	�� ����������

"�������� ������� 

� �������� �����
��� /� ��� ����� 

��� 
�� "�������� ���� �� 
������ τ ��� �������$��
��� �����������
 B/4λ� ��

 �
��
 �� ��� �,����� 

� ������ ������"�
��� ��� 

	
� ���- ���� �� 

� ����� �� 

� ����� F �� 

� ����� ���� �������� �� dW = FdB 0���� 

�
�����,���
� �,�������� B = 4Aλ ��� 

� �,��������� ��� A ��� λ �� ��


dW =
2Cτd

(
B
4λ

)
√

1− (
B
4λ

)2 . '�1(

2���� 

� 
������ �� ����
��
 ����� 

� ������ 

� �
���� �� 
�������� ������ ��� �� �,������� �� dEt =
LCτdτ  	
� +�,���� ������ ��� ���
 ����

 �� 

� ����� �� 1/2EIκ2 )�

 ����
���� 3� ��� 4 �� ���
�,����� 

� ������� +�,���� ������ �� F (1 − cos θ) 5�
 ����� F (1 − cos θ)dl �� 6��
 F (dl − dz) = FdB�
�� �����"� 

�
 

� +�,���� ������ �� �,��
�� ����� 
� 

� ���- ���� �� 

� ����� �� 

� 
������� ������
'dEf = dW ( 	
�� �� � ����������� �� ����
��� 3� 	�-��� 

��� �,��������� ��
� 

� ������ ������"�
���
��� ������ � ��� ����
����
�� ��
���� τ ��� B

dτ = − 4d
(
B
4λ

)
L

√
1− (

B
4λ

)2 , '�3(

�
��
 ��� �� ��
����
�� 
� ��
���

τ = τ0 − 4

L
arcsin

(
B

4λ

)
. '��(

&����"� 

�
 �
�� B = 4λ� 

� ���

!
��� ���� �� 77 ������� τ0 − 2π/L &�� ������
� 
��� �� ����"��
���� 

� ����� 

	
� ����
����
�� ��
���� 

� 
������� ����� ��� ���!����������� ��� �����������
 �� 

�������

F =
C2

4EI

(
τ0 − 4

L arcsin
(
B
4λ

))2(
1− (

B
4λ

)2) . '�7(

	
�� �� ��
 �� �,�����
 ������� ��� F ������� 

� �
����
����
�� ����

 �� ���� � ����
��� �� ����� λ =√
EI/F  	
�� ������� �� 

� ��������� ����
��� �� #����8� �������� /
 ����
�� 

� ����� 
� 

� �����������
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�� ��� ����� ��	
 �� ���

 �� ��� ������� ���
� ��	 ����� ������� ��
���� ���� ��� ����� ���	�	 �� ���� ���
����� 
������� �B = 0� �
 ��� 
�
� �
 ���� �� �����
 �����
�
 ��������� ����  � 
��

 ���� ��� ��� 
�	�

�� 	����
����� ��� ��� 
�����	��� ��� ������� ��� ��� ������ ��
������ ���� ���� ������

!����� "# $��
���� ����� F ���
�
 ����� ��	 	�
�����
��� B ��� 5% 10 ��	 15 ������� ���
�
 &'(� $�� �����
�� B = 0 �
 ����� �� ��� ����������� ���	����� ���� ��
 �����	� ���� �������	 �� ����� $�� ������ �� ���
����� ����
 ��� ��
�������� ����� �� ����� � ���� ���� ���
�

!����� " 
���
 � ���� �� F ���
�
 B ��� 5% 10 ��	 15 ������� ���
�
� )� B = 0 ��� ����� �
 �����
�� �������� ��� )
 B ������
�
% ����������� ��� ������� �����% F ��	 dF/dB ������
� ����	��� )� ���
������� ����� dF/dB ����
�
 ��*���� ��	 B ������
 	��������� $�� ����� ��
 +����	 ���� � ����� $��
����� ������ �� ��� ����� �����
���
 ��� ���������� �� ��� ���� �	�����
��� B� �� �������� ����� �����
��� ���� ��
 ���
�	�

$�� ����� �� ��� F (B) ����� ����� dB/dF = 0 �
 ��� �����	 ��
�������� ����� ��	 �� �����
���

��� ����� ����� ��� ����� ��
�
 ���� 
���,�������� -���� B ������ �� �.�������� �.���

�	% ��� dB/dF
	��������� ��� �� �������	 ���� �
������ 	�/����������� �� �������� '0� $��
 ����
 �� �������� ��� �����
��	 	�
�����
��� Bi �� ��� ������� ��
�������� ������ $��
� �����������
 ��� ���� 
�

�� !����������% ��
�����.�
��� 
������� ��� ���� �����
 �.�
�
�  � 	����
���
 ��� ������� ��
�������� �� �� ��

Fi =
(Cτi)

2

2EI
=

C2

2EI
(τ0 − π

L
)2. �'1�

2����� ���� ���
 �������� �
 ���� 
�
���� �� ��� ����������� ���	����� �� ���� ��������� ����  � �
 �
�������
�� ��	��
���	 ���� ���
 �
 ��� ����� �� ����� ��� ����� ��
�
 ���� 
��� �������� !��	��� ��� ����� �� �����
��� ���� ����
 ���� �������
 � 	�/����� ��������� $�� ���� ���� 	��
 ��� ����� �� ��� 
�
� ��
��������
����� �
 ��� ���
����� �� ��� ����� ��� ��������� ����
 �
 ���� ���� ��� ���� ��
 ���
�	 ������
��� ���
���
��� ���� ���
� ��� ���� �� ������� ������ �� ���
 ����

��� �����	
���
� �������

3.����
���
 
��
 �� 
������ ��� ����������� ���	������
� $��
�
�� ��	 4��
����
 �� &0( ������
�	 �
��
��� �� �.����
���
 �� 
������� ����
 ��	 ������ ��	
� $�� ����������� �������� �� ���� �
 
�
����� $��
��	
 ���� ���	�	 ���� � ��
���� 
������ ���� ������	 ����	 ������� �� ��	 �������� ��	 ��	 	�
�����
����
�� 
�
� ����
���
% ���� ���� ���� �� ��
���� ���� 	�������	 ������
 �*���� 5 ������ �� ����� ����
���
%
����� ��
 � ������ ���������
 ����
����� ���� ��� ������6�	 	����
����� �� 4���� �*���� ���

!����� 5# 7����
�����
 �� � ������ ��	 	�� �� ���
����� ��
�������� 8 � ���������
 ����. ������ ��	 �
������6�	 	����
����� �� 4���� ������� &0(�

!����� � 
���
 � ������� �� 
������ ����������
� ) ����� �������� ������ ��	 ��
 ������	 ���� �����

� ���� ���� �����
��	 �� ����	 ������ �
 ��� �������� ����� ��	 ����� 
����
� $�� ��	 �������� ��
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��������� �� �	�
� �� 4π 
���� 	�� ��� ���
�������	� 
��� ������ �������� �� 	��� ����� ����
� �� 	�
���	������� 	
� 	�
�� �� �������	���� �� 	�� ����� �	���� �� 	�� 	
��	��� 
������ �8π� 	���� �� � �������
������� ������� �������	��� �� 
���� ��� �

������	��� ��� ���� 	��� 
�� ������� 
���� ���� �� ��	 	��
���	������ ����� 	��	  ��� 
�����	���  �	�� �� 	�� 	��	 �16π� 
� ��� 	��	 	�� ������!�� ���� � "� ���
������� 3 ≈ 2(1 + ν) 	���� 
�� 
���� ���� �� �� ��������	 
�	� 	�� ���������� 
�����	��� ��  ��� ���
���� 	�� 
�����	��� �� #���� ���	� ������� �	 	�� ���� ���	�����	� �����	����� ����
��� ��� #���
����

�����	�� 	��	 	�� ������!�� ����  " 
���� �� ������	������ ���� ��������� ��� 	��� 	�� �" 	��	 
��

�����	�� ��  ���� ��� ������$ 	��� 
��� ����� ���� 	� ������� 	�� �" ����� �� 	���� ��
������	��

%����� &' ��� �������	��� ��(����� �� ��� ������ �
������ )*+� ����� �� �������� �� �� ���	��� �������
�������	��� ��� ���� �� �����
�� �� � ������	����	�� ������!�	��� 
������  " 
�	� �

������	��� 	����
	
��	� 
�� ������� 
����

,���
���� �	 ����� 	��	 	�� ����	-
��� ����� �� ��	��� ���� ��	���� 	�� ������ �� .������/0� 	�����
�� �� �������	�� 
�	� 	�� ���	� ����	� ��� 	�� �������� �����	����� ,��� �

������	���� 
��� ���� �

	� ��
 ��� �� 	���� ��� ���� ������� 
�� �	 ����	 ��	 ���� � ���
��	� ������
	��� �� ������ �����

� ��������	 �
 ��
���	
��� �
���	�

�
��	��� �� ����	�� ��� 
��� ����	����� ����� �	 	� ���� ������ �	���� ������� � ����� ��� �� ����� " ��� ����
��	��-
���� ������ �� 	�� ��� �� ����	���� ������ 	�� 
���	������ ������ ��� 	�� �	�����	 ���� ��� ������
	�� 	����� 1�	 	��� ��
�� ������ ����� �� ��	 ����������� �������� �
��	��� �� ����	�� ���� 
���� 2��
���
	�� �	0� ���� ���� 
��� �����	 �� � ���-������� ����� �� 	�� ��� �� 	�� ���	 �� ����� 3� 4� 	�� �	���
����$ ���	 	
��	��� � ���� ��� 	��� ��		��� 	�� ���� �

����� 
��� �����	 �� �����	��� �� � ���-�������
����� �� 	�� ��� �� 	�� ����	 �� ����� 3� 5��� 	����� ���� ��� ���� �� ���� ��/����	 ��	������$ 	����
(����	�	��� �������� �� ������� �� ���� �� 	�� �����
	��� �� ������ ����	���	� ����� ��� 	���� ��� �� 
���	��
�������	�����

%����� 3' %����	��� �� ���-������� 
���	������ ������� )*+� ��� 
��	����
� �� 	�� ����	 ���
� � ������
��� 	��	 ��� ���� ���	������� 	
��	�� 
���� �	� ���� 
��� ��	 ����
�� 	� �

����� ��� ���	���� ���

��	����
� �� 	�� ����	 ���
� � ���� 	��	 ��� ���� 
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�� 	� �

�����
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��� 	�� 
���� �	
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� ����� ��� ��������
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�	 ��
����	 �������� ����� ����������� �������� �
��� ��	 ���� �������� ���
 �����	
��� ������� ��

 ��� ���	��� � �����
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��	 ���� ����� �� ��

�	 ��
�
� ���������� ��� ������ ��� ���� ��
�������� �
��� ��� ������� 
��� �� ��� �
���� �������� �� �
�� ��� ������ ��� ��� ����������
 ��
���� ��
�����  	� ��� ��	�����!��� ����� 
���� �� ���
 � 
��� ������
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 �
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�� ������ ��#����� � �������� ����� ���
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 ��
� !� ���������	 ������
 �
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�� �������� $		��� ������ ��

 ����� ��� �
������
��
������ �� �������� ��	 ��� ���
� �� �������� %�� lp ��������� ��� 
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