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1 Uvod

Tako klasi¢na mehanika kot tudi termodinamika sta stari fizikalni disciplini. Navidezna zaklju¢enost obeh
podrocij morda napak navda fizikalno srenjo z obéutkom, da obe ”preziveti” veji ne moreta nuditi prese-
netljivih odkritij. Klasiéni mehaniki je fizikalno zivahnost (navidez) zmanjsala tudi Einstein-Poincarejeva
teorija relativnosti, ki pa jo tudi ustrezno popravi in tako pomladi utrujen obraz. Zmotno je misljenje,
da posebna teorija relativnosti oropa staro mehaniko vseh napovednih moc¢i. Po njej lahko venomer
posezemo-za dosego ocen, sluzi pa nam tudi kot prvo tnalo preizkusa teorij.
Temeljnost termodinami¢nih zakonov je vsaj dosihdob
ostala neokrnjena ter venomer uporabljana v fizikalnih te-
orijah. Globoko vero v pravilnost osnov termodinamike hu-
domusno (sicer fizikalno sporno) pokaze tudi zapis Arthurja
Eddingtona [4]:
...ce vam kdo pokaze, da vasa najljubsa teorija vesolja krsi
Mazwellove enacbe-toliko slabse za Mazwellove enacbe...Ce
pa se ugotovi, da je vasa teorija sprta z drugim zakonom ter-
modinamike, vam ne morem pustiti nobenega upanja; sesedla
se bo v naghujsem ponizZanju.
Ni pa presenetljivo, da predstavlja poglavje o klasi¢ni
mehaniki uvod v bolj teoreticno obarvane pristope k fiziki.
V sklopu analiticne mehanike zazivijo mnoge matemati¢ne
discipline-vektorska analiza, variacijski ra¢un, Hamilton-
Jacobijeva teorija,. .. Sama termodinamika je osnovana zelo formalisticno. Iz jasnosti formalizma lazje
sledijo tudi aplikativne moznosti obeh ved. Besedilo pri¢ne z Hamiltonovimi gibalnimi ena¢bami in jih
preko diferencialnih form prikaze kot poseben primer Maxwellovih relacij. Poglavje, ki sledi, ohlapno
osnuje topolosko ozadje obeh disciplin in ju zdruzi v smislu simplekti¢ne geometrije. To poda potreben
temelj za krajso meditacijo o Poissonovi algebri v mehaniki ter, pomembneje, termodinamiki. V zadnjem
odseku besedila se dotaknemo nedolocljivostnih relacij v termodinamiki, ki naj bi bralca motivirale k
razmisleku o analogijah med kvantno mehaniko in termodinamiko. V seminarju sem poskusal izpostaviti
nekaj pomembnejsih relacij, ki so si v matemati¢nem smislu analogne in jih druzi podobno matemati¢no
ozadje. Kako uspesen sem bil pri tem naj presodi bralec sam.

2 Hamiltonove enacbe kot primer Maxwellovih relacij

Zacnimo s preprostej$im primerom, kjer je podobnost Ze navidez ocitna. HamiltonoveEI gibalne enacbe
v generaliziranih (glej denimo [I]) koordinatah q povezejo ¢asovna razvoja koordinat ter njim prirejenih
impulzov p. Vezni ¢len predstavlja Hamiltonova funkcija H, ki v prvoredni diferencialni enacbi vstopa

kot:
OH . OH

2 1= (1)

Uporabili smo kompaktnejsi vektorski zapis-komponentni
zapis enostavno podpiSe na obeh straneh ustrezni indeks. V
nadaljevanju besedila se bomo ognili za bistvo nepomembni
dodatni notaciji: ¢ — ¢ ter p — p.

Na tem mestu zapustimo mehaniko ter se ozrimo k ter-
modinamiki. Bistvena prednost termodinamike je neobreme-
njenost glede narave sistema. Brez izgube splosnosti lahko
MAXWELLOVE celotno teorijo osnujemo okoli lazje predstavljivega konjugi-
RELACIJE ranega para termodinamic¢nih spremenljivk: tlaka p ter vo-
lumna V-v izogib zamenjavi tlaka s koordinatnimi impulzi
bomo tlak oznacevali z veliko érko P. Koncni rezultati so
enostavno razsirljivi v splosnost z ustrezno menjavo eksten-
zivne ter intenzivne spremenljivke (z,y) i.e. P — —y ter
V' — z. Temelj termodinamike predstavljajo potenciali-funkcije stanja, s katerimi popiSemo sistem. Za

p:

IWilliam Rowan Hamilton (1805-1865)
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boljSe razumevanje Maxwellovih relacij jih na tem mestu izpeljimo. Najprvo definirajmo ustrezne po-
tenciale ter se ob njih seznanimo z rabo Legendrove transformacije:

Termodinami¢ni potenciali

Ime Oznaka

Notranja energija U J TdS — PdV
Entropija S <[ %
Helmholtzeva prosta energija F oziroma A U-TS
Entalpija H U+PV
Gibbsova prosta energija G U-TS

Izpeljali bomo stiri Maxwellove relacije-Se prej pa si bomo na primeru entalpije ogledali, kaj pravzaprav je
Legendrova transformacija in kaj je njena vloga pri definiciji potencialov. Zapisimo diferenciala notranje
energije U ter proste energije Al

dU =TdS —PdV — dA=dU —d(TS)=TdS — PdV —SdT —TdS = —PdV — SdT

Povzemimo:

dU =TdS — PdV dA = —PdV — SdT (2)

Opazimo, da je v totalnem diferencialu prislo do zamenjave med dvema diferencialoma, kar je lastnost
t.i. Legendrovih transformirank. Zdi se, da smo funkcijo zgolj pripravno izbrali-kasneje bomo vse skupaj
Se utemeljili s pomoc¢jo matemati¢ne teorije. Na tem mestu se ozremo nazaj v osnove analize, natancneje
na izrek (citat iz [6] stran 292): Ce mesana odvoda f, in fy. obstajata in sta zvezni funkciji (€ C°)
velja, da sta med seboj enaka:

70 @
0xdy  Oydx
Oglejmo si totalni diferencial notranje energije:

ou ou
=T — P = | — 4
dau ds dVv (5‘5) dS+<8V) av (4)

H/—’
T -P

Na tem mestu upostevajmo izrek , kar nam takoj poda eno izmed Maxwellovih relacij:
82U o 62U Upostevamo 8£ _ 8£ (5)
050T - OTOS  enacbo oV S o oS v

Ce ponovimo isti postopek Se na diferencialu Legendrove transfomiranke A (proste energije), se
dokopljemo do nove Maxwellove relacije:

(), ),
(),-C5),

Seznamem z nac¢inom izpeljave lahko posku51mo poiskati vzporednice med mehamko ter termodinamiko.
Ze Ge primerjamo termodinamicne relacije (5 in @ s Hamiltonovimi takoj opazimo podobnost.
Vzporedba pokaze, da gre za matemati¢no podobne relacije, sploh ce 1zvedem0 ”transformacijo”:

(V.T,P,S) (t,p,H,q)

Tezava, ki se pojavi ob direktni primerjavi je, da v Hamiltonovih enac¢bah ne nastopajo odvodi pri
konstantni poljubni spremenljivki (izvzemsi ono po kateri odvajamo). Nastalo tezavo imejmo v mislih,
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ko se poskuSsamo na podoben nacin kot smo izpeljali Maxwellovi relaciji dokopati do Hamiltonovih
enacb. Osnova Lagrangeve ter Hamiltonove mehanike je minimizacija akcije (nuje) S # S, ki jo v
literaturi pogosto imenujejo tudi Hamiltonova glavna funkcijaﬂ S pomocjo Lagrangevih enacbe oziroma
z resitvijo Hamiltonovih enacb pois¢emo funkcijo, koder ima funkcional S = [ L(g, ¢, t)dt stacionarno
tocko.

Stacionarna tocka je element nekega
funkcijskega prostora g(t) € H, zanjo
pa velja, da nobena izmed obeh opisa-
nih metod ne nudi poroka, da se do- %
bljena resitev resni¢no izdvoji v funkci- J@\/
onalov nizek. Bodi kakorkoli; zapisimo q %
variacijo nuje, ko variramo pot g¢(t)
okoli stacionarne tocke. U¢benik [2] nas
pouci, da lahko zapiSemo variacijo S

kot: 1 W

oL 1" [ /oL doL
a RN ‘ %@/
Upostevamo, da velja dq(¢t1) = 0 (va-
rirana pot Se vedno zadosti robnemu
pogoju), Euler-Lagrangevo enaéb(ﬂ in
dejstvo da definiramo posploSene im-
pulze z % = p, kar nas pripelje do
spoznanja 08 = pdg. Od tod velja, da Slika 1: K predstavi posplosenih koordinat.
0S8/0q = p. Hiter pogled na definicijo Vir: Wikipedia
akcije S = [ L(gq,q,t)dt in upostevanje
osnovnega izreka analize pokaze, da je dS/dt = L. Do zakljucka nas loci Se kljucen korak. Zapisimo
totalni ¢asovni diferencial akcije:

s _ 08 oS, oS . . 0S _dS
pe= ot dt

Dobili smo oba parcialna odvoda akcije: totalni diferencial nuje zapiSemo kot dS = pdq — Hdt.
Upostevajmo komutativnost odvodov od koder sledi zanimiva posledica:

B (88) o <68> Upostevamo (8])) o (87‘[)
p=\—5 H=—| 7| —m—m—m—= | = | =—| =—
8q ¢ ot q enacbo ot q 8(] ¢
To nam da zgolj eno izmed obeh Hamiltonovih enacb. Pot do druge Hamiltonove enac¢be nam osnuje
Legendrova transformacija. Bodimo tokrat matemati¢no korektnejsi ter izpeljimo diferencial transformi-
ranke (imenujmo jo X') naslanjajo¢ se na teorijo diferencialnega ra¢una, diferencialnih form in lastnosti

funkcij vecih spremenljivk. Izpeljava temelji na temelji enacbi: d? = 0. Zacensi z enacbo d2S = 0 hitro
izracunamo:

oo T el T —pi=L—-pj=—H

0 =d>S = d(pdq — Hdt) =dp ANdq +p A d*q —dH Ndt — H A d*t = dp Adq — dH A dt
0
0

Upostevamo Se antikomutativnost vnanjega produkta; i.e. a Ab= —bAa:
0=—dgANdp—dHANdt=d(—qdp— Hdt) = d(dX)

Obstoj X zagotovi Poincaréjeva lemaﬁ Dobljen diferencial dX ob upostevanju takoj ponudi zahte-
vano Hamiltonovo enacbo:

_ 9¢\ _ (0
dX = —qdp — Hdt — (at)p = (5p>t (7)

2eng.: Hamilton’s principal function
3Kar seveda izni¢i integral; velja namre¢ %%—g — % =0
4Povejmo le posledico: Vw za katerega velja na nekem homeomorfnem obmoéju dw = 0 obstaja neka funkcija p, katere
diferencial ustreza dy = w.
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Preverimo lahko, da zavzame X naslednjo obliko:
X=8—-—pq (8)
Diferencial zapisane X je hitro izrac¢unljiv:
dX = pdq — Hdt — pdq — qdp = —Hdt — qdp

kar ustreza zgoraj zapisanemu diferencialu. Pokazali smo, da so Hamiltonove ena¢be zgolj poseben primer
Maxwellovih relacij. Te pa so posledica zamenljivosti drugih mesanih odvodov, ¢emur se posveti dodatek
[A] ki je ustrezno zahtevnejsi in kot tak za razumevanje nenujen.

2.1 Legendrova transformacija

Imejmo gladko funkcijo F(z). Definirajmo s(z) =

%—5 ter ob tej definiciji definirajmo Legendrovo

transformacijo z naslednjim predpisom:
G(s) = sz — F(x(s)) (9)

Upostevali smo, da v Legendrovi transformiranki
ponovem nastopa s kot neodvisna spremenljivka;
zatorej pisemo x — z(s). Hitro pokazimo, da velja

x(s) = dG/ds:
dG _ d(sz) dF(z(s)  doz dFds _ ¢
ds  ds ds TETs T drds

Denimo, da oznac¢imo operator Legendrove trans-
formacije s P. Pokazimo e, da velja P*(F) = F, Slika 2: Craficna predstava Legendrove transforma-

i.e. Legendrova transformacija je inverz sama sebi.  cije. Krivulja prikazuje neko funkcijo F(z).

Pois¢imo P(G)! Definirajmo y = ¢¢. Na tem me-

ds *
stu tvorimo funkcijo H:
H=ys(y) —G(s(y) = G=sy—H

Ce dobljeno primerjamo z enacbo @b, hitro ugotovimo, da smo dokazali zeljeno.

3 Minimizacijska nacela v termodinamiki in mehaniki

Iskanje ekstremov funkcij in funkcionalov je pogost problem ob resevanju fizikalnih problemov. Za zacetek
si oglejmo nekaj znacilnih termodinamicnih stanj.

e Konstantna entropija in prostornina zaznamujeta stanje, v katerem doseze nizek notranja energija
U sistema

e Nespremenjena entropija in tlak zaznamujeta stanje sistema, pri katerem doseze najnizjo vrednost
entalpija H

e Stalna temperatura in prostornina zaznamujeta stanje z najnizjo Helmholtzevo prosto energijo A

e Permanenca entropije in prostornine dolocata stanje, v katerem doseze minimum Gibbsova prosta
energija G

Hitro ponovno navedimo princip najmanjse akcije opisan v prejsnjem poglavju; iséemo tak gq(t), pri kate-
rem doseze funkcional S = [ Ldt (koder je £ =T — V) minimum. Razis¢imo torej ozadno matematiko,
utemeljimo pojem konjugiranih spremenljivk ter teorijo osnujmo okrog t.i. simplekticne geometrije, ki je
nujno ogrodje za naslednje poglavje besedila-Poissonovo algebro.
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Oglejmo si nekaj splosne teorije preden se posvetimo konkretnejsim primerom. Denimo, da imamo
opravka z gladko funkcijo S : @ — R koder @) oznacuje neko n-dimenzionalno obmocje. Upostevaje
Einsteinov sumacijski dogovor zapiSemo totalni diferencial funkcije kot:

ds = o7 dq (10)

V skodeli¢astem obmoéju v samem minimumu oziroma maksimumu seveda velja dS = 0.

Izraze oblike ¢esto najdemo ob obravnavi problemov iz obeh podro¢ij. Obe podro¢ji zdruzuje tudi
soobstoj konjugiranih parov spremenljivk (denimo {P, V'} oziroma v mehaniki {q, p}). Ta ”simetri¢nost”
je pomembna, saj je nujna osnova za obravnavno v dodatku[A] Konjugirane spremenljivke so pomemben
konstrukt, ki nudi podstavo Legendrovi transformaciji. V njej namenjenemu delu besedila sta vlogo
prirejenega para zavzela {x,s}; par ni samoobstoje¢-potrebovana je funkcija, ki ju poveze. V prej
omenjenem poglavju je to vlogo opravila funkcija F'.

4 Poissonova algebra

Komutatorske relacije, ki jih poznamo v kvantni mehaniki,
so kvantna analogija Poissonovih oklepajev parov opazljivk.
Mehaniki se sceloma opreta na oba matemati¢na konstrukta.
Poissonovi oklepaji kot posebna oblika Liejevih oklepajev
tvorijo osnovo t.i. prirejene algebre-Poissonove algebre. Po-
vejmo Se, da so Liejeve algebre pomembna podstava kvan-
tnim grupam. Ozadna matemati¢na teorija je prezahtevna
in preobsezna za namen tega seminarja in je kot taka za nas
namen nepotrebna. V nadaljevanju bomo pokazali in upo-
rabili osnovne rezultate mehanike ter jih aplicirali na termo-
dinami¢nem podrocju.

4.1 Mehanika

Enacbe mehanike je moc¢ zapisati s pomocjo Poissonovih

oklepajev. Imejmo opravk s funkcijo f, ki je funkcija ko-

ordinate q, impulza p ter casa t. Totalni casovni odvod f glika 3: Siméon Denis Poisson, francoski

zapisemo kot: matematik in fizik (1781-1840). Vir: Wi-
ﬂ B g ﬁ of | kipedia

= — 11
i o aqk%+€)pkpk (11)

Upostevamo vise zapisane Hamiltonove enacbe , kar nam
prepise enacbo v naslednjo obliko:

o _of onor o or
dt ot + Opr Oqx,  Oqi Opk (2

{#H.f}

Definirali smo Poissonove oklepaje in z njimi izrazili totalni ¢asovni odvod neke koli¢ine. V nadaljevanju
bomo na podoben nacin poskusali izraziti diference termodinamic¢nih koli¢in.

4.2 Termodinamika

Poissonove oklepaje v termodinamiki (ponovno se omejimo na par P, V) definiramo na slede¢ naéin:

_ _O0f9g  9fdg Of 99  Of 99
(9t =-5705 " asar avop " opov (13)
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Na§ namen je pokazati, kako v termodinamiko vstopajo na ta nacin definirani matemati¢ni operatorji
ter prikazati, kako lahko dolocene ze znane rezultate izpeljemo na drugacen nac¢in. Pomembni vrednosti
oklepajev pripadata konjugiranima paroma spremenljivk:

(T,S} = -1 (14a)
{V,P} = -1 (14b)

Denimo, da imamo opravka z neko funkcijo termodinami¢nih spremenljivk ¥. Izkaze se, da lahko
prikazemo njen totalni odvod pri zgolj eni konstantni spremenljivk (imenujmo jo Y) na naslednji nac¢in:

(%) - 5% ~ 6o w) (19

Uvedli smo t.i. tvorno funkcijo stanja Gxy , ki popise sistem ob danih pogojih. Ustrezne tvorne funkcije
so zbrane v tabeli.

PARAMETER X
S Y T P
S P(S,V) | S(P,V) | -V(S,P)
V[ -T(S,V) S(T,V) | -V(S,T)
KONSTANTA Y =B V) [ P(V,T) ~V(P,T)
P | -T(S,P) | P(S,T) | S(T,P)

Povejmo tabelo e z besedami! Tvorna funkcija je termodinamiéna koli¢ina, konjugirana spremenljivki X
ter je funkcija tako X-a kot tudi Y. Njen predznak je enak predznaku ¢lena v , kjer je X spremenljivka
po kateri odvajamo v omenjeni enacbi nastopajoco funkcijo f.

Zacetkoma smo izpeljali Maxwellove relacije kot posledico komutacije meSanih parcialnih odvodov.
Pokazimo, da te relacije naravno sledijo iz termodinami¢nih Poissonovih oklepajev, ¢e za ¥ v

vzamemo kar eno izmed termodinami¢nih spremenljivk. Vzemimo za primer relacijo (BS ) = —(g—;{) p-
Zagnimo z desnim izrazom, kateremu pripada tvorna funkcija Gpr = —V (P, T):
ds oS oS
— P,T PT
() -~ 55— (ven.s) = T wven.s)

Zaradi preglednosti poracunajmo Poissonov oklepaj loceno od celotnega izraza:

oV (P, T) oS 0oV(P,T)oS 0oV 9SS 9oV(P,T)dS
wpn),s)=-201 95 LD 98 2 25, BD

oT s os oT 0V oOP oP oV
Y ¥ Y
- ov(P,T)
B oT
Povzemimo:
ﬁ 8£ _8V(P T) 81
dP OP oT oT

0

kar je iskana relacija. Podobno lahko postopamo po poti do razlike specificnih toplot. Vzemimo za ¥
entropijo kot funkcijo prostornine ter temperature i.e. S = S(V,T') in poiséimo odvod (g—;)p:

(7). -

Hitro izra¢unajmo Poissonov oklepaj {S(T, P), S(V,T)}:

(5) - ts.p).s0.m) (10

OS(T,P) 9S(V.T) | OS(T.P) 9S(V.T) OS(T,P)9S(V.T)  OS(T,P) IS(V.T)
or 05 05 oT ov P oP oV

0 0 0

aS(T, P) 9S(V, T)
oP av

{S(T,P),S(V,T)} = —

{S(T,P),S(V,T)} =
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Izrac¢unano vstavimo v (16]) ter upostevamo ustrezne Maxwellove relacije:

05\ _(0S\ _OS(T.P)aS(V.T) _ (0S\ _(0S\  ovop

or), \or), oP ov or), \or), 0T oT
Pomemben nac¢in uporabe Poissonovih oklepajev je tudi pri preverbi ustreznosti enach stanja z razli¢nimi
nabori opazljivk v vlogi funkcijskih parametrov. Denimo, da imamo dve funkciji stanja:

Y(P,V,T)=0  Z(S,T,P)=0

Velja, da mora biti Poissonov oklepaj {Y, Z} = 0 na ploskvi, ki jo enacbi definirata.

5 Termodinamicéni nedoloc¢ljivostni principi

Ze Bohr in Heisenberg sta si bila edina, da obstojijo tudi v termodinamiki t.i. prirejeni pari fizikalnih
opazljivk, med katerimi veljajo nedoloc¢ljivostne relacije. Kot primer lahko navedemo konjugiran par
temperature ter energije: izberemo si lahko dva limitna primera, kot ju prikazuje slika [ Denimo, da
imamo opravka s sistemom, katerega temperatura je ostro doloc¢ena; sistem je potopljen v kopel. Iz
izkusenj vemo, da v tem primeru pride do energijskih fluktuacij, ki se ve¢ajo z naras¢anjem kakovo-
sti sklopitve med sistemom in kopeljo. Temu nasproten primer je stanje popolne izoliranosti sistema,
kar ostro definira energijo sistema, onemogo¢i pa meritev temperature. Takoj je opazna podobnost med
kvantnomehanskim parom {x, p}, katere kvalitativni popis k definciji Heisenbergove nedolo¢ljivosti ravno
tako temelji na podobnem miselnem poskusu. Formalisti¢na kvantna mehanika nudi matemati¢no neo-
porec¢no izpeljavo; temelj so komutatorski odnosi med operatorji. V termodinamiki relacij v istem smislu
ni; nekomutirajocih spremenljivk ni, pa tudi sam pristop k termodinami¢nim problemom je drugacen.

Oo O o)) O

09000 RE00 555

3 B%008° 08000y
e
Og’g
It
30
NINY ¥ 5%
ol

(a) Primer sistema v ledeni kopeli-temperatura je (b) Izoliran sistem-notranja energija se mu ne
dobro definirana. spreminja, ne vemo pa ni¢ o njegovi temperaturi.

Slika 4: K limitnima primeroma

V nadaljevanju bomo poskusali izlus¢iti podobne relacije, kot veljajo v abstraktnejsi kvantni fiziki.
Podrocje nedolocljivostnih relacij je izredno zivo in rezultati, ki jih bomo predstavili v nadaljevanju, so
predmet zivahnih akademskih diskusij in tako zanikajo dokonénost teorij termodinamike. Za okvirno
obliko pricakovanih relacij pristopimo kar z dimenzijsko analizo ter ob Heisenbergovi neenakosti razmi-
slimo o obliki. Vemo, da se produkt kg7 dimenzijsko ujema z energijo.

ArAp > h/2 = AUA(1> 1o AUA(1> > kp (17)
kT T

Razmislimo, ali je relacija (17]) smiselno zastavljena! Najpred diferencirajmo reciproéno vrednost tem-
perature ter jo pomnozimo z ustreznim diferencialom:

1
T2

AU

AU' AT > kg (18)
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Opazimo, da produkt nedoloc¢enosti kvadraticno narasc¢a s temperaturo. Enacbo kot ponavadi preiz-
kusimo na sistemu iz zeleznega repertoarja termodinamike-idealnem plinu. Notranja energija idealnega
plina je enostavno povezana s temperaturo: U = mcyT — AU = mey AT. Vstavimo relacijo v :

AT k
mey ATAT > kpT? = -~ B

mcy

Na tem mestu preverimo, ali gre relativna napaka proti ni¢ z veCanjem Stevila delcev. Vemo, da je
m o N od koder:

Relacija zadosti pricakovanim zahtevam, t.j. da ima sistem v termodinamié¢ni limiti lahko dobro dolo¢eno
temperaturo. Relacijo smo uganili in posledi¢no je vsako zanasanje nanjo neosnovano. Sledimo poti
[7] Rosenfeldd’| ter se ob tem poucimo o problematiki nedolocljivostnih termodinamicnih relacij.

5.1 Rosenfeldov pristop skozi teorijo fluktuacij

Rosenfeld je izpeljal relacijo, ki je po obliki enaka diferencirani obliki izraza , t.j. AUAT = kpT¢
koder s A ozna¢imo standardni odklon (RMS fluktuacija) koli¢ine. Rosenfeldove zahtevane lastnosti
definicij fizikalnih koli¢in so bile izredno podobne dolo¢enim aksiomom Kopenhagenske kvantne mehanike.
Zahteva, da so fizikalne koli¢ine definirane s pomocjo t.i. operativnih definicij, i.e. dolo¢enost koli¢ine in
njen pomen je omejen z nasimi eksperimentalnimi zmoznostmi. Na tem mestu se seznanimo z eno izmed
izpeljav, da se seznanimo s pojmovno razliko med nedolo¢enostimi.

Sledimo u¢beniku Landau-Lifshitza [8]. Izvedimo hitro izpeljavo Gaussove porazdelitve, ki nam bo
sluzila kot osnova. Iz osnov statisticne termodinamike sledi, da je verjetnostna gostota termodinamic¢ne
spremenljivke x povezana z entropijo na naslednji na¢in:

w(z) = konst. x 5@ = Plz,x + dx] = konst. x 5@ de (19)

Brez izgube splosnosti lahko trdimo, da je srednja vrednost koli¢ine x enaka £ = 0. V ravnovesju ima
entropija maksimalno vrednost, od koder sledita dve posledici:

oS 928

o), "0 a2

1
<0 = SzS(O)—iﬁxQ; B>0

0

Kar hitro poda verjetnostno porazdelitev:

14,2 1
w(x) =Ae 2", A= —"— 5
(@) T
Z elementarno integracijo se dokopljemo do naslednjih posledic:
(@) =3 (20n)
g
1 _ a2
w(r) = ———==e 267 (20b)
2m{(x?)
$() = [(do(x)/dz)*)],_o(x?) (20¢)

Pocasi se nam ze kaze samonikla pot do izra¢una fluktuacij osnovnih koli¢in. Razmisljajmo dalje na na-
slednji na¢in. Vise smo uporabili dejstvo, da je w o< €5, koder je S; polna entropija sistema. Popolnoma
z enako pravico smemo reéi, da je w o 25, koder smo z AS; oznaéili spremembo entropije. Velja, da
lahko izrazimo AS; kot koli¢nik med negativno predzna¢enim najmanjsim moznim delom potrebnim za
spremembo (ozna¢imo ga z R,.y) ter srednjo temperaturo sistema (matematicen dokaz je mo¢ prebrati
v [8]). Delo Ry lahko izrazimo iz energijskega zakona:

AE —TyAS + P
T

Rpin = AE — T)AS + PPAV — w o exp | —

5Leon Rosenfeld (1904-1974)
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Za majhne kolicinska nihanja razvijemo eksponent v vrsto:

02E 02F O2E
oz (AS)? + 25 ASAV 4 2 (AV) }

AE—TOA5+P0~|:

Brez hujsih tezav opazimo, da lahko razviti izraz prepiSemo v obliko:

oE OE 1
{ASA(35> + AVA(&'V) } =3 [ASAT— APAV}

Fluktuacijsko gostoto verjetnosti lahko torej prepiSemo v naslednjo obliko:

APAV — ATAS
2T

wocexp{

Denimo, da imamo opravka s temperaturo in prostornino kot neodvisnima spremenljivkama. Razvijmo
fluktuacij obeh preostalih koli¢in in v samem ra¢unu upostevajmo Maxwellove relacije ter definicijo
toplotne kapacitete!

(08 as el opP
oP oP
AP = (8T> AT + (av) AV (21b)

Sedaj ze smemo zapisati fluktuacijsko gostoto verjetnosti:
Cy 9 1 /0P 9
W X exp [ - ﬁ(AT) —|— (8V> (AV) (22)

Verjetnostna porazdelitev razpade na dva stohasti¢no neodvisna dela; fluktuaciji temperature in prostor-
nine sta neodvisni: (ATAV) = 0. Iz enacbe (20a]) takoj sledita dve zanimivi posledici:

warpy =r2jey  (avi=-1(gg) (23)

Velja opomba, da je dosedanja izpeljava temeljila na drugac¢ni temperaturni skali; dobljene izraze moramo
obogatiti s kg po smislu. Ob izpeljavi smo uporabili prostornino ter temperaturo kot neodvisni termo-
dinami¢ni spremenljivki; ¢e isto ponovimo s parom entropije S in tlaka P se skoraj hipoma dokopljemo

do naslednje relacije:
1
w X eXp{ (g“;) (AP)* — C—P(AS) }

Sklicujo¢ se na (20a]) hitro sledi:

(a7 =cp  (ar?)=-1(57) (24)
Iz enacb in izlus¢imo zanimivo posledico; RMS odstopanja aditivnih koli¢in (prostornina,
entropija,...) S0 sorazmerne z V' V. Direktna posledica je dejstvo, da relativna napaka pada z reciproéno
vrednostjo korena razseznosti sistema. Njim prirejene spremenljivke (temperatura, tlak,...) pa ze v
osnovi fluktuirajo sorazmerno z 1/ V'V, kar relativno napako manjsa sorazmerno z V ~2/3. Bodi kakorkoli;
posvetimo se sedaj energiji. Z malce algebraic¢ne telovadbe pridelamo naslednji izraz, ki poda spremembo

energije:
oE 22 oP

Ce izraz kvadriramo in izpovpreéimo (seveda upostevamo stohasti¢no neodvisnost (ATAV) = 0) ter ob
tem upoStevamo primerno temperaturno skalo (kar na primernih mestih doda kpg), izracunamo:

(AE)?) = (TO (?;) - PO)QkBTO (?;)T + CykpTg (25)

10
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Rosenfeld je na zanimiv nacin skréil splosno enacbo ; predpostavil je, da je tla¢ni odvod prostornine
niceln; prostornina sistema naj bi bila stalna.

25) = ((AE)?) = CykpT? = AE = \/CykpT,

7 nicelnim indeksom podpisane koli¢ine oznacujejo ravnovesne kolicine.

AT = ,/2’3 To = ATAE = ,/%BTO\/CVkBTO = kpT}
|4

Rosenfeld je trdil, da predstavlja dobljen izraz temeljno relacijo nedolocenosti termodinami¢nih koli¢in-
bila naj bi termodinamic¢na ustreznica Heisenbergovega principa. Fundamentalnosti kvantnomehanske
ustreznice relacija ne premore. Rosenfeldova predpostavka je znacilna zgolj za omejeno mnogo termo-
dinamskih problemov. Dovolj pa je, ¢e pokazemo da je izraz vedno negativen, saj od tod sledi
nedolocljivostna neenakost i.e. AEAT > kpTy

= (0(25), (),

Vemo, da sta temperatura in tlak nenegativna: T} 2 O oziroma Py > 0. Oglejmo si Se vrednost
v enacbi nastopajotega parcialnega odvoda. Odvod ( )T nastopa v izrazu za izotermno stisljivost
kot: xr = —%(g—;)p Stisljivost je izhajajo¢ iz definicije Vedno pozitivna; tozadevno je navedeni odvod
negativen. Preostali del enacbe je bodisi pozitiven vsled prej navedenih oc¢itnih razlogov, bodisi kvadriran.
Relacija se torej zapiSe kot:

AEAT = |e| + kpT§ > kpTs (27)

V primeri s Heisenbergovo relacijo je zanimivo, da je spodnja meja ” termodinami¢ne” nedolocenosti odvi-
sna od stanja sistema, kar za kvantnomehansko ustreznico ne velja; meja je fundamentalna in neodvisna
od sistema. Ce sistem dovolj ohladimo, sta obe koli¢ini natanéno doloGeni. Moznost dosega absolutne
nicle v konéno mnogo korakih ovrze Nernstov zakon, opomba pa je Se vedno na mestu.

Zgled je pokazal, kaksen je sploSen pristop k iskanju nedoloc¢ljivostnih relacij; opremo se na naravno
dano statisticno informacijo o sistemu. Podobnih relacij je Se mnogo-v branje priporo¢am ustrezen
razdelek v [§]. Aktivne raziskave tega podrogja termodinamike se v popolnosti oprejo na teorijo informacij
in v Zelji po neoporec¢nosti izpeljav zabredejo v za razumevanje tezavne matematice prijeme. Bralcu, ki
ga tematika zanima, priporo¢am branje preglednih ¢lankov [9] in [I0].

6 Zakljucek

Na tem mestu povzemimo smisel besedila. Pokazali smo, da obe fizikalni veji slonita na istem topoloskem
ozadju, kar nam da pravico do uvedbe Maxwellovih relacij; te v sebi zaobjamejo tudi Hamiltonove gibalne
enacbe. Isto matematitno ozadje nam omogoci, da uvedemo Poissonovo algebro tudi v termodinamiko.
Tekom pogavja o nedolocljivostnih relacijah se termodinami¢na pot razklopi od kvantnomehanske. Bodi
kakorkoli; krajsi razmislek in poznavanje kvantnomehanske izpeljave nedolocljivostnih relacij predstavi
te kot direktno posledico komutacijskih relacij med posameznimi koli¢inami-te pa so kvantna posplositev
tokoli¢inskih Poissonovih oklepajev! Mar smemo zvedavo pricakovati prihod kvantne ustreznice termo-
dinamike? Osnovni oklepaji termodinamike namigujejo , da je temu tako! Z enacbo:

(1,8} ={V,P} = -1 = 777

Na tem mestu bi se tudi ustavili; nadaljnja matemati¢na zdruzitev mehanike in termodinamike naj ostane
tema prihodnjih seminarjev. Upam pa, da je bralca besedilo vzpodbudilo k nadaljnjemu razmisleku o
analogiji med obema fizikalnima podro¢jema.

11
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7 Dodatek

A Konjugirane koordinate, tautoloska 1-forma in simplekti¢na
posplositev

Sledece poglavje je namenjeno bolj formalisticno usmerjenim bralcem in za splosno razumevanje ni po-
trebno. V njem se povrsno dotaknemo topoloskega matemati¢nega ozadja obeh teorij in ju zdruzimo v
smislu simplekti¢ne geometrije.

Imejmo gladko funkcijo f na n-dimenzionalnem obmodcju Q, ki slika f : Q — R. Koordinatam ¢° prirejene
konjugirane spremenljivke p; skupaj s koordinatami ¢' napenjajo vektorski snop T*Q. 1-formo df si lahko pred-
stavljamo kot odsek prostora T*Q, ki ga osnuje enacba p; = %, ki povezZe skupaj dve predstavi konjugiranih
spremenljivk: lahko si jih predstavljamo kot parcialne odvode funkcije, katere ekstrem iséemo, smemo pa v njih
videti koordinate prostora T*Q. V wvise zapisanem izrazu diferenciala funkcije f lahko vidimo tudi t.i. topolosko
karto, ki slika df : Q — T*Q, ki izvrednoti vsak ¢ € Q v njemu prirejen par ¢ — (q,p), koder p sledi vise navedeni
enacbi. V df lahko vidimo obrnljivo preslikavo, ki nam katerokoli 1-formo na T*Q preslika v 1-formo na Q. Za-
nimivo je, da obstoji taka 1-forma a, ki se ob obratu karte df izdvoji v 1-formo df in to neodvisno od izbire gladke
funkcije f. To 1-formo imenujemo tautoloska 1-forma na T*Q in zavzame naslednjo obliko o = p;dg*. Povedano
je pomembno ob Studiju razlike vrednosti funkcije f med dvema razlicnima tockama. Ob Studiju problemov te
vrste imamo tri moznosti. Lahko bodisi preprosto izracunamo f v vsaki izmed tock ter vrednosti odstejemo, lahko
zintegriramo df med skrajnima tockama, bodisi ob pomoéi karte df : Q — T*Q preslikamo pot med tockama, ki
nas zanimata, in integriramo o po dobljeni poti v T*Q. Tautoloska 1-forma « torej zajema vse informacije o
spremembi funkcije f, ki je v fiziki naprimer Hamiltonova glavna funkcija, notranja energija, entropija,...! Prej
smo pokazali, da iz komutacije drugih mesanih parcialnih odvodov sledijo zanimive lastnosti. Z enacbo:

o*f  O*f
0qidg? — Ogidg

Prej smo tudi pokazali, da je komutacija drugih odvodov lahko prikazana tudi enostavneje kot d°f = 0, kar smo

dokazali ob pomodi identitete:
of ., O f . )
Cf=d( 2%dq' | = ~—2—dg’ Ndq'
/ (W 1 ) ogiog T "M
Her obratna preslikava komutira z operatorjem diferenciranja, od koder velja, da ¢e obrnemo da dobimo d*f, ki
je vsled komutacij drugih mesanih odvodov enak 0. Omenjena lastnost v sebi zdruiuje Mazwellove relacije ter
posledi¢no tudi Hamiltonove enacbe. Posledi¢no je izredno pomembna 2-forma 6 = da (v literaturi kot = —w).
To je izredno pomembna simplekticna struktura, ki zdruzi termodinamiko ter klasicno mehaniko v smislu t.i.
simplektiéne geometrije. Oglejmo si primera z obeh podrocij:

Qmen = pidq' — Hdt = wmen = dg' Ndpi —dt AdH— yer = TdS — PAV = wier = dS AT — dV A dP

2-forma 0 v sebi zajema komutacijske lastnosti mesanih odvodov. Pri tem se bomo tudi dokonéno ustavili, saj je
nadaljno dokazovanje zamotano in se kaj hitro lahko izgubimo v topoloskih pasteh.
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