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Povzetek

Tensegriteta je zlozenka besed tension in integrity (napetost in integriteta).
Gre za ogrodja iz dveh vrst elementov (kablov in opornikov, ki so povezani
z vozliséi), ki ne zadoscajo Maxwellovemu pogoju za trdnost, a imajo kljub
temu trdno strukturo. Predstavili bomo dve metodi iskanja tensegritet in njuni

prednosti in slabosti.

1 Uvod

Maxwell je pokazal, da je ogrodje z j vozliséi trdno, ¢e ima vsaj 35 — 6 opornikov
[1]. To pomeni, da ne moremo spreminjati razdalje med nobenima dvema vozliséema,
ne da bi s tem spremenili dolzino vsaj enega opornika. To razmerje med stevilom vo-
zliS¢ in opornikov pa ni potreben pogoj za trdnost, ker obstajajo ogrodja z manjSim
Stevilom opornikov, ki so vseeno trdna. Maxwell je za te izjemne primere dejal, da
morajo dolzine njihovih elementov dosegati ekstremne vrednosti. To pomeni, da ima
nekaj opornikov v ogrodju najvecjo mozno dolzino za dano razporeditev elementov
in vozlis¢ (analogno imajo ostali elementi najmanjso dolzino). Primer tega so tenseg-
ritete, ogrodja iz kablov in opornikov, kjer kabli dosegajo minimalno, oporniki pa

maksimalno dolzino.

Slika (1): Ogrodje iz b = 24 opornikov in j = 12 vozlis¢, ki je trdno kljub temu, da

ne izpolnjuje Maxwellovega pogoja. [12]



Termin tensgriteta je zlozenka besed tension in integrity (napetost in trdnost), ki

jo je skoval R. Buckminster Fuller. R. Motro tensegriteto definira takole [2]:

Definicija 1 Tensegriteta je sistem v samostojnem ravnovesnem stanju, sestavljen iz
mnozice locenth, tlacno obremengjenth komponent znotraj mnozice povezanih napetih

komponent.

Samostojno ravnovesno stanje pomeni, da je ogrodje trdno, preden nanj delujejo
zunanje sile. Pomembno je, da je mnozica stisnjenih, torej tlacno obremenjenih kom-
ponent nezvezna, kar pomeni, da se oporniki med seboj ne dotikajo. Beseda znotraj pa
pove, da so napete komponente kabli na zunanji strani sistema. Smiselna analogija
je napihnjen balon, ki skupaj drzi molekule plina. Balon predstavlja napete, molekule

plina pa stisnjene komponente.

2 Mehanizmi

Poglejmo si malce bolj natan¢éno, kaj pomeni, da je ogrodje trdno. Trdnost nam
pove, kako se ogrodje odziva, ¢e nanj delujemo z zunanjimi silami, na primer s silami
na vozliséa. Ce spreminjamo relativno lego vozlisé, lahko opazujemo, kaj se dogaja
z dolzinami elementov. Na podlagi opazk lo¢imo dve vrsti odzivov, ki jim pravimo
mehanizmi. Prvi so kon¢ni mehanizmi, pri katerih dolzine opornikov niso odvisne
od premikov vozlisé. Koncni (v nasprotju z infinitezimalni) se imenujejo zato, ker
nam povedo, kaksen je lahko relativen premik vozlis¢, preden pride do spremembe
dolzine vsaj enega elementa. Ogrodje s konc¢nim mehanizmom ni trdno. Primer je
kvadratno ogrodje na Sliki (2). Vidimo, da s spreminjanjem medsebojne lege oglis¢

ne spremenimo dolzine nobene stranice kvadrata (oziroma romba).



Slika (2): Konéni mehanizem.

Drugo vrsto odzivov imenujemo infinitezimalni mehanizmi. Pri teh dolzina opornikov
ni neodvisna od relativne lege vozlisc. Ob vsakrsnem spreminjanju medsebojne lege
vozlis¢ pride do spremembe dolzine enega ali ve¢ elementov. Najenostavneje lahko to

pokazemo na primeru s Slike (3).

) 1+al

Slika (3): Infinitezimalni mehanizem. Ilustracija na samem kablu.

Horizontalen kabel imamo vpet med dve steni, na desni strani togo in na levi gibljivo.
Ce levo vpetje premaknemo za poljubno majhen z, pride do spremembe dolzine Al.
Ogrodje z infinitezimalnim mehanizmom je trdno, saj ob premikanju vozlis¢ pride do
raztezkov ali skrékov elementov, kar pomeni, da se v ogrodju pojavijo sile (kot diktira
Hookov zakon), ki delujejo v nasprotni smeri premikov vozlis¢. Raztegnjen kabel s
Slike (3) deluje na premaknjeno vozlisce s silo, katere projekcija na smer premika x

deluje v nasprotni smeri premika.



Poudarimo, da v vsakem ogrodju lahko opazimo infinitezimalni mehanizem. Ce si
na primer izberemo dve vozlisci, ki sta povezani z elementom, in ju razmaknemo v
smeri nosilke elementa, bo brez dvoma prislo do spremembe dolzine elementa. To
pomeni, da ogrodja v resnici delimo na tista z infinitezimalnim mehanizmom in na
tista z obema, s kon¢nim in infinitezimalnim mehanizmom. A za ogrodja z obema

vrstama mehanizmov pravimo, da imajo le kon¢ni mehanizem, ker je to tista lastnost,

ki jih lo¢i od trdnih ogrodij.

3 Iskanje stabilnih tensegritet (form finding)

Pogledali si bomo dve metodi iskanja stabilnih tensegritet. Obe bomo predstavili

splosno, nato pa jih ilustrirali na konkretnih primerih.

Slika (4): Tensegriteta iz 3 belih opornikov, 9 rde¢ih kablov in 6 modrih vozlis¢, na

kateri bomo pokazali primer uporabe kinemati¢ne metode[8].

3.1 Kinematicna metoda

Kinemati¢na metoda je proces, s katerim se lahko znebimo konénih mehanizmov
nekaterih ogrodij. Ukvarja se s premikanjem obstojecih elementov ogrodja in dodajan-
jem novih na ravno prava mesta, da ogrodje postane trdno. Z metodo is¢emo lokalne
minimume ali maksimume razdalj med pari nepovezanih vozlis¢, ko premikamo ele-
mente ogrodja. Ce najdemo ekstrem razdalje med dvema vozliséema, jih povezemo z

ustreznim elementom (s kablom, ¢e je ekstrem minimum in z opornikom, ¢e je maksi-



mum), ki zagotovi, da vozlis¢i ostaneta na tej razdalji. Vozlis¢ takrat ne moremo veé
razmakniti (oziroma priblizati), ne da bi spremenili dolzino povezovalnega elementa.
Tako spremenimo konéni mehanizem v infinitezimalnega in dosezemo trdnost ogrodja.
Mnogokrat pa za dosego trdnosti ni dovolj, e dodamo zgolj en element k obstojecemu
ogrodju. To pomeni, da je potrebno slediti razdaljam med ve¢ pari vozlis¢, kar pa je
za vecja ogrodja lahko zapleteno. Na naslednjem primeru bomo pokazali, da nam tu

prav pride simetrija ogrodja. Skico problema kaze Slika (5).

Slika (5): Z vrtenjem trikotnika A’B’C” okoli osi z i$¢emo minimalno dolzino kablov

AC', BA" in CB' [9].

Kot vidimo, imamo dva trikotnika iz kablov, ABC in A’B'C", ki sta povezana preko
opornikov AA’, BB' in CC". Zgornji trikotnik je glede na spodnjega zavrten za kot 6
okoli osi z. Dolzino opornikov imenujmo b, stranico trikotnikov pa a. Sest vozlis¢ je
povezanih z devetimi elementi v devet parov. Ti tvorijo tristrano prizmo, ki je nase
zacetno ogrodje s konénim mehanizmom. Poleg devetih parov, ki so povezani z robovi
prizme, nam ostane Se Sest prostih, ki bi jih povezovale diagonale ploskev na plascu

prizme. To pomeni, da iSemo ekstreme za Sest razdalj med vozliséi. Na tem mestu
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nam prav pride simetrija ogrodja. Prizma ima triStevno simetrijsko os, ki je na skici os
z. To namiguje, da lahko namesto Sestih iS¢emo le dve ekstremni razdalji med vozlisci
(na skici AC” in C'A’) in da je premikanje elementov, s katerim jih is¢emo, vrtenje
trikotnika A’ B'C” okoli osi z. Zaradi simetrije sta namre¢ trikotnika ABC in A’B'C’
v vzporednih ravninah. Vemo Se, da mora biti dodani element kabel in ne opornik,
ker lahko le tako Se zadostimo definiciji tensegritete. To pomeni, da je iskani ekstrem
razdalje minimum. Vidimo tudi, da sta obe iskani diagonali enakovredni in se enako
spreminjata s kotom zasuka, ¢e enkrat vrtimo v pozitivni in enkrat v negativni smeri.

Torej iS¢emo minimum dolzine zgolj ene izmed diagonal zacetne tristrane prizme.

Ker lezita trikotnika ABC in A’B’C" v vzporednih ravninah, lahko govorimo o raz-
dalji med njima, recimo ji h. Omejitev, ki smo jo privzeli, je znana dolzina opornikov
b. Zapisimo torej vektor b kot razliko vektorjev OA’ = ( \% cosf, \/Lg sinf, h) in
OA = (\/ig, 0,0).

b=0A'— OA = (%(cose—n,%sme,h) (1)

Iz njegove dolzine b = |b| lahko izrazimo visino prizme h

2
h = \/62 + §a2(0080 —-1) (2)
Ce je b dovolj velik, b > \%@, obstaja realna resitev h za poljuben kot 6.

Sedaj lahko zapisemo vektor 1, ki povezuje vozliséi A in C’ kot razliko vektorjev

oC’ = (—\%sin(% —9),—\% cos (g —0),h) in OA = (\%,0,0), oziroma kvadrat

njegove velikosti

a’ T 2

l2:l-l:g(sin(g—9)+1)2+%cos2(%—9)—|—h2 (3)

Ce torej v izraz (3) vstavimo enacbo (2) in z odvajanjem po @ poiséemo njegov

minimum, dobimo pogoj za 6

0:—%+n7r,n€Z (4)



Pri tem kotu (6 = —%,n = 0) bodo za poljubne vrednosti a in b > \%a dolzine kablov

[ dosegle svoj minimum in sistem bo stabilen.

Na primeru tristrane prizme smo videli uporabnost kinemati¢ne metode ob upostevanju
simetrije. A ze pri tem dokaj enostavnem primeru s Sestimi vozlis¢i smo videli, da bi v
splosnem morali iskati ekstreme Sestih razdalj, ki so vse odvisne druga od druge, kar je
lahko dokaj zapleteno. Poleg tega pa stevilo moznih parov vozlis¢ narasca kvadrati¢no
s Stevilom vozlis¢: iz j vozlis¢ lahko tvorimo j(j—1)/2 parov. To pomeni, da za velika

nesimetri¢na ogrodja potrebujemo drugacno metodo.

3.2 Metoda gostote sil

Za razliko od kinemati¢ne metode, s katero smo iskali dolzine elementov v ogrodju,
iStemo z metodo gostote sil koordinate vozlis¢ in napetosti elementov, ki tvorijo sta-
bilno tensegriteto. Izpeljava metode sloni na zapisu vsote vseh sil na vozlisce. Te
sile izvajajo elementi, ki so v izbranem vozlis¢u povezani. Z zapisom enach za vsako
izmed j vozlis¢ dobimo sistem j nelinearnih enach. Enacbe Zelimo linearizirati, da
lahko za resevanje uporabimo metode iz linearne algebre. Za uporabo metode gostote
sil moramo poznati povezanost elementov v vozlisca. Zunanje sile in disipativne sile
zanemarimo [5].

Vzemimo, da je nekaj elementov povezanih v vozlis¢u 7. V mirovanju je vsota vseh
sil, ki jih izvajajo elementi na vozlisce, po velikosti enaka ni¢. Zapisimo komponento

x vsote sil, ki delujejo na vozlisce ¢ (v nadaljevanju je za komponenti y in z analogno).

PR (5)

Tu sta z; in x; koordinati x vozlis¢ ¢ in k, [; dolzina elementa, ki povezuje k-to
vozlisée z vozliscem 1, T} pa sila, s katero je element napet. Indeks k£ tece po vseh
sosedih vozliséa i. To je v splosnem nelinearna enacba, saj so dolzine [;, odvisne od
koordinat. Zato uvedemo skalarno koli¢ino gy,

T
a = -, (6)
Iy



ki ji pravimo koeficient gostote sile. S tem lineariziramo enacbo (5), ki ima teda]

obliko

> (i — a)gr = 0. (7)

k
To je enacba za vozlisce ¢. Za celo ogrodje dobimo sistem linearnih enach, ki jih lahko

zapiSemo v matri¢ni obliki

CTQC.x = 0. (8)

Q je diagonalna matrika s koeficienti gostote sile za vsak element po diagonali, x
stolpec koordinat x vseh vozlisé, Cg pa t. i. povezovalna matrika. Ta ima b vrstic
in j stolpcev (b je stevilo elementov, j pa stevilo vozlisé v ogrodju). Ce element k

povezuje vozliséi ¢ in j, (i < j), potem za element Cj, matrike Cg velja

(
1, cep=1
Cip = -1, ¢cep=3 (9)
0, sicer.
\

Enacba (8) je problem iskanja jedra matrike D = CTQCs. To pomeni, da so rezul-
tati metode do konstante nedoloceni, resitev bo le zveza med koeficienti gostote
sile oziroma med koordinatami. Zato si lahko v nekaterih primerih poenostavimo
reSevanje problema z uvedbo fiksiranih vozlis¢. S tem se znebimo toliko neznank,
kot fiksiramo vozlisé. Ce prosta vozliséa predstavljajo stolpce C? do C” in fiksirana
vozliséa stolpce C2+ do C2¢ | lahko matriko Cg razdelimo na dve podmatriki C in

Ce

C=(co...cn),Cr = (cnir.. coin) (10)
Tako lahko ena¢bo (8) prepisemo kot
CIQCx + CIQCix; =0 (11)

Vektorja x in x¢ sta stolpca koordinat x prostih in fiksiranih vozlis¢. Koordinate

v drugem ¢lenu enacbe poznamo, zato ima enacba (11) manj neznank kot enacba

10



(8) in je tako poenostavljena. Ilustrirajmo to na enostavnem primeru. Vzemimo

dvodimenzionalno ogrodje s Slike (6).

y

A

A B

Slika (6): Iskanje dvodimenzionalne tensegritete s pomoé¢jo metode gostote sil.

Stranice Stirikotnika tvorijo kabli, obe diagonali pa opornika. Kablom pripiSemo
koeficient gostote sile q;, opornikom pa ¢o. Fiksirajmo vozliséi C' in D v tockah
(a,a) in (0,a) v koordinatnem sistemu, ki je definiran na skici. Najprej zapisimo
povezovalno matriko Cg naSega ogrodja in jo razdelimo na podmatriki C prostih

vozlis¢ in Cg fiksiranih vozlisc.

1 -1 0 0 1 -1 0 0
0 1 -1 0 0 1 -1 0
0 0 1 -1 0 0 1 -1
Cs = ,C = ,Cg = (12)
10 0 -1 1 0 0 -1
1 0 -1 0 1 0 -1 0
0 1 0 -1 0 1 0 -1

Komponenti vektorja x sta neznani koordinati x vozlis¢ A in B, komponenti vektorja
X¢ pa ustrezni komponenti vozlis¢ C' in D, torej a in 0. Sedaj lahko izvrednotimo oba

¢lena v enacbi CTQCx + CTQCex¢ = 0 in dobimo vektorsko enacbo

11



(2¢1 + @2)xa — iz G0
—q1xa+ (201 + @)z _ Qa | (13)
—(2Ta — 1TB —(2¢1 + q2)a
i —1T4 — @2XB | | qia ]

ki jo resimo in dobimo vec resitev za koeficiente gostote sile in koordinate vozlisc.

Izberemo tisto, kjer koeficienti gostote sile niso enaki nic.

G = —q1, TR —Ta=a (14)

Vidimo, da imata ¢; in ¢, nasproten predznak. To je smiselno, ker kabel in opornik
delujeta na vozlis¢e v nasprotnih smereh (kabel vlece, opornik pa potiska). Ce v
enacbo za koordinate vstavimo x4 = 0, dobimo kvadratno ogrodje, ki ga vidimo na
Sliki (6). A to ni edina pravilna resitev, saj lahko za x4 vstavimo poljubno realno
stevilo. Resitev so vsi paralelogrami, ki imajo par stranic (AB in CD) z dolzino a.
Ko si izberemo koordinate vozlis¢ in dolocimo nase ogrodje, lahko s pomocjo enacbe

(6) doloc¢imo razmerje sil, s katerimi morajo biti elementi napeti.

Poglejmo, kateri pogoji morajo biti izpolnjeni, da obstaja resitev metode gostote sil.
Spomnimo se matrike D = CTQCj iz enacbe (8). Vemo, da resitve koordinat lezZijo v
njenem jedru. Jedro matrike je vektorski prostor, ki vsebuje vse linearne kombinacije
vektorjev, ki jih matrika preslika v ni¢. Dimenzija jedra nam pove, koliko vsebuje
linearno neodvisnih baznih vektorjev, oziroma v nasem primeru, koliko je neodvisnih
resitev enacbe (8). Ta je zapisana za koordinato z, a velja tudi za koordinati y in z.
To pomeni, da so stolpci koordinat x, y in 2z vsi v jedru matrike D. Za vse tri Zelimo,
da so med seboj linearno neodvisni. Torej zelimo, da je dimenzija jedra matrike
veGja ali enaka 3 (oziroma kolikor je dimenzija tensegritete). A ¢e si bolj natancno

pogledamo elemente D;; matrike D,
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(

k> ¢e element k povezuje vozliséi i in j.

Di; = > kenm @k Ce i=j, M je mnozica elementov, ki so povezani z vozliscem i.

0, sicer,
\

(15)
vidimo, da je vsota elementov v vsaki vrstici (ali vsakem stolpcu) enaka ni¢. To
pomeni, da je v jedru matrike vedno Se dodatni vektor, ki ima vse komponente enake,
ker ga matrika D preslika v ni¢. Ta resSitev nas ne zanima, ker pomeni degenerirano
tensegriteto, ki ni vec tridimenzionalna. Koné¢ni pogoj za dimenzijo jedra matrike np
je torej

Z d smo oznacili dimenzijo tensegritete.
Do sedaj smo govorili o vektorjih koordinat in pogojih zanje. Poglejmo si sedaj Se
pogoj za vektor koeficientov gostote sil q. Ce definiramo matriko Cy, ki je diagonalna

matrika z elementi vektorja C-x po diagonali (in podobno za koordinati y in z), lahko

enacbo (8) zapisemo v obliki
A-q=0 (17)

kjer je A t. i. ravnovesna matrika, sestavljena iz treh podmatrik

CT.C,
A=|cCT.c, |- (18)
CT.C,

Za obstoj vsaj ene resitve mora biti dimenzija jedra A nenicelna.

4 Pomen napetosti elementov

Resitve problemov iskanja jedra so do konstante nedolocene. Ce resitev enacbe

(18) pomnozimo s poljubnim realnim Stevilom (razen z ni¢), bo Se vedno smiselna.
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Zato lahko z metodo gostote sil doloc¢imo le razmerje koeficientov gostote sil, ne pa
njihovih velikosti. To je tezava, saj zunanje sile, ki smo jih zanemarili pri izpeljavi
metode, v resnici obstajajo in jih je potrebno upostevati pri izdelavi tensegritete (to
bi storili tako, da bi na desni strani enacbe (5) zapisali ustrezno komponento vektorja
zunanjih sil na vozlisce v smeri osi x). Zaradi zunanjih sil je torej pomembno, kaksne
so napetosti elementov. Oglejmo si to na primeru ogrodja, ki sicer ni tensegriteta, a
se da na njem ustrezno opisati lastnosti, ki so znacilne tudi za tensegritete. Ogrodje

je ikozaeder in je prikazano na Sliki (6)[6].

VAR

(a) (b)

Slika (6): Opornike vozlisca I krajsamo dokler niso komplanarni.

Vzemimo elemente ogrodja, ki so povezani v vozlis¢u I. Krajsajmo jih, dokler niso
vsi v isti ravnini. Takrat je njihova dolzina dosegla minimum. Ce bi s krajsanjem
nadaljevali, bi prislo do raztezkov elementov in posledi¢no do napetosti. Pri razlicnih
taksnih napetostih elementov lahko odmikamo vozliSée I iz ravnine in opazujemo s
kaksnimi silami elementi delujejo na izmaknjeno vozlisce. Odvisnost sile, ki jo izvajajo

elementi, od odmika vozlis¢a je prikazan na Sliki (7).
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(a) )

(c) (d)

Slika (7): Odziv sile P na odmik A pri razliénih konfiguracijah.

Primer (a) prikazuje Hookov zakon, torej linearno zvezo med odmikom in silo. Na
primeru (b) je vozlisce I Se nekoliko iz ravnine, torej so oporniki nekoliko daljsi, kot
na Sliki (6) (b). Puscice kazejo skok, ki se zgodi, ¢e vozlisée I pomikamo proti ravnini
(kot deznik, ki ga veter obrne v invertirano konfiguracijo). Primera (c) in (d) kazeta
odvisnost sile od odmika, ko je vozlisc¢e v ravnini in sicer prvi, ko oporniki niso napeti
in drugi, ko so. Nasa zelja je, da ogrodje ostane ¢imbolj nespremenjeno pod vplivom
zunanjih sil. To pomeni, da zelimo, da se sila elementov na vozlisée kar najhitreje
veca, ko vecamo odmik. 7 drugimi besedami, zZelimo, da je odvod sile po odmiku
najveéji. Ce torej primerjamo primera (c) in (d), vidimo, da je pri prvem odvod
v izhodiséu enak nic¢, pri drugem pa ne. Ta nenicelni odvod je posledica napetosti
elementov. Vecja kot je napetost, vecji je odvod in posledi¢no je ogrodje stabilnejse.
Vidimo, da je treba napetosti elementov pazljivo izbirati. Morajo biti dovolj velike,
da je ogrodje stabilno ob prisotnosti zunanjih sil, a ne prevelike, da ne presezejo meje

trdnosti materiala elementov.
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5 Zakljucek

Cilj seminarja je bil predstaviti idejo tensegritete in dve metodi iskanja stabilnih
ogrodij ter njuno uporabo. Na zacetku smo povedali, kaksna mora biti zveza med
Stevilom vozlis¢ in Stevilom elementov ogrodja, da mu lahko re¢emo trdno. Preko
mehanizmov smo si pogledali, kaj pomeni trdnost pri odzivu dolzin elementov na
spreminjanje lege vozlis¢. Po mehanizmih smo obdelali iskanje stabilnih tenseg-
ritet, oziroma dve metodi, s katerima pridemo do stabilnih ogrodij. Pri kinemati¢ni
metodi smo videli, kako lahko s simetrijo ogrodja poenostavimo problem iskanja ek-
stremov razdalj med vozliséi. Pri metodi gostote sil pa smo preko linearizacije enacbe
ravnovesja sil prisli do problema iskanja jedra matrike za neznane koordinate vozlis¢
in koeficiente gostote sil. Na koncu smo na primeru ikozaedri¢nega ogrodja pokazali

pomen napetosti elementov za stabilnost tensegritete.
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7 Dodatek: Razne tensegritete

Slika (8): Snelsonov ”Needle tower” [10]
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Slika (9): Snelsonov ”X-Module” [11]

Slika (10): Tkozaedricna tensegriteta, sestavljena iz Sestih paroma vzporednih

opornikov [14]
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