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Povzetek

V seminarju bomo najprej obnovili glavne rezultate teorije turbulence K41.
Pogledali si bomo, katere koli¢ine so pomebne pri eksperimentih s poudarkom na
varianci logaritma hitrosti disipacije, saj se tu napovedi K41 razhajajo z eksperi-
menti. Omenili bomo (-model, ki se bolje ujema z meritvami, in izpeljali model
hitrostne porazdelitve, ki iz predpostavk K41 vseeno reproducira rezultate S-modela.
To porazdelitev bomo uporabili pri analizi slik V. van Gogha, kjer je zaradi narave

¢loveskega ocesa smiselno enaciti hitrost s svetlostjo slike.
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1 Uvod

Trenutna teorija ve o turbulenci veliko, vendar so njeni temelji Se vedno
le hipoteze, ki niso dognane na podlagi fundamentalnih premis. Danasnje
dojemanje turbulence je postavil A. N. Kolmogorov s serijo ¢lankov leta 1941
- od tod tudi oznaka teorije K41.

K41 je bila kasneje izpostavljena pretresanju in kritiki. Izumili so nove
popravljene modele, ki poskusajo zakrpati pomanjkljivosti. Vseeno obstaja
Se mnogo odprtih dilem, ki jih pestijo nekateri eksperimentalni podatki, saj
odstopajo od napovedi. Sprva je bilo nemalo tezav pri dolo¢anju meritvenih
parametrov, predvsem z zagotavljanjem konvergirajoce statistike. Vecina
problemov, kar se ti¢e nacCina merjenja, je danes resenih in v ¢lankih pred-
stavljene koli¢ine so standardizirane.

Da se pri uporabi principov K41 ne smemo omejevati le na hidrodi-
namiko, dokazuje ve¢ aplikacij. Poleg obravnave fluktuacij menjalnih teca-
jev so pred nedavnim odkrili primer tudi v slikarstvu. Analizirali so slike
V. van Gogha [6], ki so nastale med ali po obdobjih daljse psihoze. Izkazalo
se je, da "turbulentno stanje" umetnikove duse ni zgolj lepo zveneca fraza,

ampak najdemo njeno potrditev v K41.

2 Sklepi K41

Kot turbulentnega oznac¢imo tok v vrtincéastem stanju, kjer se tokovno polje
(hitrost, pritisk ...) nakljuéno spreminja s krajem in ¢asom. Glavna enacba
hidrodinamike, Navier-Stokesova enac¢ba (navedena je za nestisljive, viskozne

tekocine) [1]:

—

ov A - -2
p(m+<v-v>v)=—vp+nvv+f, (1)
kjer smo nestisljivost upostevali z:

tudi v turbulenci igra pomembno vlogo.
Razlaga turbulentnega toka v maniri K41 se opira na obravnavo ener-

gijskega toka na razlicnih skalah. Ohranitvi gibalne in vrtilne koli¢ine
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sta vsebovani v enacbah, vendar ne ponudita nobenega novega spoznanja.
Ohranjanje vrtilne koli¢ine na primer pomeni samo, da je napetostni tenzor
simetri¢en. Sele opazovanje pretoka energije nam prikaze sliko energijske
kaskade.

V turbulentnem toku se spremembe dogajajo na razlicnih dimenzijskih
nivojih oz. skalah. Skalo lahko smiselno definiramo v Fourierovem prostoru
s pomocjo dekompozicije [2], tako da dolo¢imo dodaten parameter K > 0,

s katerim transformiranko razdelimo na dva dela:

() = ek fkeiEF za velike skale in

IAGEDIS Fee®™  za majhne skale.

(3)

Njun sestevek je seveda prvotna Fourierova transformacija f(7) = fr(7) +
J#(7), dolzina | = 1/K pa sluzi za skalo filtriranja.

Na (1) in (2) delujemo z operatorjem Pg :  f(7) — fr(7), ki naredi

Fourierovo transformiranko in jo filtrira za velike skale (3)*:

poTR + Pic (5 +7%) - v (0% + 77) | =

o -2 N
= —Upi + 1V U + U5 - fr.

(4)

Enacbo (4) skalarno pomnozimo z 17[<{ ter povprecimo po osnovni perio-

di¢ni celici?, da dobimo:
2 (RPN | ge @5 +72) v (Fs +52)] ) =
Pai\ 2 K K TVk) VVg TV =
- -2 -
= (7% k) + (TR T %)+ (7R - R):

Upostevajo¢ kontinuitetno enacbo in enac¢bo stanja p = p(p) lahko ¢rtamo

(6)

¢len s tlakom. Drugi del na levi strani enacbe v nasprotju z nedekompozirano
enacbo ne izgine povsem, ampak sta na racun nestisljivosti (5) ni¢elna le dva

od Stirih ¢lenov:

(o (% viR) ) = (% (% V7)) =0 @

- -2
"Uporabimo tudi dejstvo, da Px komutira z operatorjema 5/ in v/ .

*Uporabimo relaciji za realni periodi¢ni funkciji f in g: (fRgx) = 0 in (f(Pxg)) =

((Pxf)g) = ZkgK fkgfk .
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V prvem delu enakosti nastopajo samo hitrosti na velikih skalah, torej inter-
akcije med velikimi skalami ne morejo spremeniti njihove celotne energije.
Drugi enacaj pove, da transport v tekocini, ki ni difuzivne narave, oz. ad-
vekcija velikih skal z manjsimi (advekcijski operator je v nasem primeru
U7 - 6) ne spremeni celotne energije na velikih skalah.

Ce ponovno zapiSemo preostanek enacbe (6) in upostevamo (3), je pred

nami energijska kaskada oz. zapis zaloge energije, ki se prenasa od skale do

skale:
91 A2 =< (2 S>> =< (> o>
Pai9 Z |0k |” + <”K : (UK : VUK) > + <UK ‘ (UK : V”K) > = (8)
k<K
=0 Y Ko+ D fr ik
k<K k<K
ali zapisano strnjeno:
0
agKWLHK:*QnQK?LfK- (9)

Ubesedimo enac¢bo (9) od leve proti desni: sprememba energijskega toka
(k) na skalah do [ = 1/K je enaka minus energijskemu toku na manjse
skale od [ zaradi nelinearnih interakcij oz. inercijskemu ¢lenu (Ilx), minus
disipirani energiji na skali [ oz. disipacijskemu ¢lenu (27 ), plus energiji,
ki jo je prinesla zunanja sila, oz. gonilnemu ¢lenu (Fg). Oris pravkar

povedanega nam nudi Slika 1. V obmocju velikih Reynoldsovih Stevil

LV
Re = Tp’ (10)

kjer sta L karakteristicen premer in V karakteristi¢na hitrost toka, p gos-
tota ter n viskoznost, za prenos energije med skalami skrbi inercijski ¢len,
saj v tem rezimu sistem ne izmenjuje energije z okolico. Velika Reynoldsova
stevila pomenijo, da imamo popolnoma razvito turbulenco, kjer inercijski
¢len prevlada nad viskoznim. Za vecino tokov, ki so jih opazovali v labora-
toriju, se to zgodi nad Re ~ 2100 [9].

Tak pogled je plival na A. N. Kolmogorova leta 1941, ko je napisal svojo
fenomenolosko razlago. Omejil se je na inercijsko skalo (desno stran enacbe
(9) postavimo na ni¢) in s preprosto dimenzijsko analizo dobil enega po-

membnejsih rezultatov, zvezo med hitrostjo disipacije energije € = 9(v?) /0t



2 SKLEPI K41 6
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Slika 1: Energijska kaskada z vrtinci, ki na vseh skalah zapolnijo prostor.

Skica vzeta iz [2].

ter hitrostjo v na skali {:
v~ (el)/3. (11)

V statisticnem smislu prepiSemo (11) v enacbo za tretji moment porazdelit-
vene funkcije hitrosti in z natancénejsim izra¢unom dolo¢imo tudi sorazmer-
nostni faktor:
3 4
((0v)(1))°) = —gel. (12)
Homogeni prirastki k hitrosti so definirani kot:
§5(7 1) = 0(F + 1) — (7). (13)
V duhu dimenzijske analize dobimo Se drugi moment:

(0T(F,1))%) ~ 21212, (14)

Skupaj z ugotovitvijo, da nam statisticni pogled v limiti velikih Reynoldsovih
stevil (10), pro¢ od mej ter na majhnih skalah, povrne vse simetrije Navier-
Stokes enacbe (1), ki jih je turbulenca zlomila, pa imamo zbrane primarne

zakljucke vseh treh hipotez K41.
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3 Eksperimenti s turbulenco

Ker sprva ni bilo na voljo teorije, ki bi to¢no proizvedla gostoto porazdelitve
hitrostnega polja, so se meritve osredotocale na momente porazdelitvene
funkcije (14) in predvsem t.i. zakon Stirih petin (12).

Prvi poskus, da v racun vzamemo fluktuacije hitrosti disipacije €, sta
leta 1962 naredila Kolmogorov in Obukhov, ki sta za logaritem hitrosti disi-
pacije predpostavila Gaussovo porazdelitev. Podrobneje to pomeni, da €
povprecimo po sferi z radijem r, dobimo njegovo pricakovano vrednost in

predpostavimo Gaussovo porazdelitev njegovega logaritma z varianco [3]:
([A (Ing))?) = A(7,t) + pln(L/1), (15)

kjer je A odvisen od gibanja na velikih skalah, p je univerzalni faktor in
L zunanja karakteristicna dolzina. Kolmogorov je iz tega izracunal splosen
izraz za momente porazdelitvene in pokazal, da se taka porazdelitev ujema
z zakonom $§tirih petin (12). Slednje ujemanje je bilo tudi post festum opra-

vicilo za predpostavko.

3.1 [-model

Prva cer, na katero je naletela teorija K41, je prav enacba (15). Desetletja
eksperimentov in kasnejsa teorijska dognanja so nabrala prepric¢ljive dokaze,
da varianca ne uboga (15). Nastalo je nekaj novih modelov, med njimi tudi
(B-model.

Energijsko kaskado diskretiziramo in vpeljemo dokaj svobodno dom-
nevo, da vrtinec iz vecéje skale na manjso skalo rodi v povprec¢ju N po-
tomcev (manjsih vrtincev). Pri tem prenese tudi znaten del svoje energije.
Glavna razlika od prejsnje razprave je, da naSe razmisljanje lokaliziramo
na trenutno skalo, kjer opazujemo turbulenco, in ne povezujemo najvecjega
vrtinca neposredno s hitrostjo disipacije. V inercijskem rezimu zanimanja je
relevantna koli¢ina energijski tok na tej skali, ne pa hitrost disipacije.

Prejsnje ugotovitve (11) Se vedno drzijo lokalno - na trenutni skali [.
Ce si energijsko kaskado (Slika 1) predstavljamo kot diskretno serijo vrt-

incev (trenutno generacijo v tej seriji oznacimo z n), se zavemo, da moramo
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nekako upostevati se zmanjsevanje celotnega volumna, ki ga zavzemajo vrt-

3
n+1

se zmanjSa volumen generacije vrtincev napram prejsnji. Med globalno

inci. Uvedemo parameter B, = NI3,,/I3, s katerim merimo, za koliko
povpreéeno energijsko gostoto E, in lokalno povpreceno hitrostjo v, pos-

tuliramo zvezo:
E, ~ B,v>. (16)

Z nekaj racunskega truda [2],[3] za deviacijo logaritma energijskega toka na

inercialni skali namesto (15) dobimo:
([A (Ine))) ~ (1/L) 77, (17)

kjer gre brezdimenzijski paramter  proti ni¢, ko gre Reynoldsovo Stevilo
proti neskonc¢no.

3 lahko geometri¢no interpretiramo kot efektivno dimenzijo toka. Ce
imamo v toku neko disipativno strukturo in je disipacija ter s tem gradient
hitrosti osredotocena nanjo, potem se bodo pomenljive spremembe hitrosti
dogajale samo pravokotno na to strukturo. To pogledno je 8 tudi kodimen-

zija te disipativne strukture.

3.2 Hitrostno polje

V tem razdelku se bomo posvetili teoretski porazdelitvi hitrosti iz [5], ki
so jo [6] uporabili pri obravnavi slik V. van Gogha. Porazdelitev izhaja iz
predpostavke, da je In € porazdeljen Gaussovo in vseeno reproducira varianco

[-modela. Razlikuje dva nivoja fluktuacij:
o fluktuacije hitrostnega polja v, pri danem energijskem toku € in
o fluktuacije energijskega toka.

Fiksiramo € in se spomnimo, da Gaussovo porazdelitev povsem doloca
varianca o, ki po dimenzijski analizi enako kot hitrost uboga (11), in napisemo

porazdelitev:

P.(v) = exp <_2> . (18)
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Sedaj upostevamo Se fluktuacije €, tako da postuliramo Gaussovo porazde-

litev Ino:

n’(c/o
Qx(o)do = /\\}ﬂ exp <—1(2)\/20)> dIno, (19)

kjer smo s oy oznacili pricakovano vrednost variance hitrosti v in z A varianco
Ino.

Ce povezemo (18) in (19), dobimo za porazdelitev v:

00 2 2
M a(0) = ) [ enp (— e [ e

Ker Zelimo zajeti vse prispevke fluktuacij o, smo porazdelitev (19) integri-
rali.

Iz empiri¢nih podatkov vemo, da porazdelitev hitrosti ni simetri¢na, zato
za nastavek vzamemo malce spremenjeno obicajno Gaussovo porazdelitev:

P.(v) x exp [—2”; (1 _ d1§:2l(v)>] , (21)

kjer I(v) predstavlja ' — r. Z r smo oznadili razdaljo med dvema tockama
v toku in z r’ razdaljo med istima tockama nek karakteristicen c¢as prej, saj
je za kratke case obnasanje toka napovedljivo.

Ker poznamo lastnosti, ki jih zelimo zajeti, nastavimo clen, ki popravlja
eksponent Gaussove porazdelitve v (21), tako da jim ustreza. Pri tem
moramo uvesti dodaten parameter as. Za gostoto porazdelitve hitrosti do-

bimo:

A(as) v? z In*(Z)] do
11 = — —— 1 - g — 0 29
as,)\(v> 27\ /eXp [ 252 ( + as (1_}—};2)%)] exp [ 2)\2 0_27( )

kjer je A(as) normalizacijska konstanta odvisna od univerzalnega parametra

as. S prilagajanjem na razliéne nabore podatkov so v [5] doloé¢ili vrednost
as =0, 18.
Ujemanje predlagane porazdelitve (23) z eksperimentalnimi podatki je

izjemno (Slika 2). Edini parameter, ki ga dolo¢imo s prilagajanjem je A:
932 = ([A (Iney)2). (23)

Vecji kot je, vec skal smo zajeli, zato se repi obnasajo manj Gaussovo in
padajo pocasneje. Ce spreminjamo razdaljo med dvema to¢kama v toku r,

dobljeni A ubogajo -model oz. enacbo (17).
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log, P, b)

Slika 2: Prilagajanje enacbe (23) na podatke za eksperimenta v a) vetrov-
niku, A = 0,428 in b) curku, A = 0,334. Abscisi sta v logaritemski skali,
a = dv/{(0v)?). Grafa vzeta iz [5].

Kljub uspesnemu prileganju avtorji opozarjajo na nekatere tezave, npr.
odsotnost korelacije med pozitivnimi in negativnimi fluktuacijami. Ker je

namen porazdelitve zgolj merjenje parametra A, se na to ne ozirajo prevec.

4 Uporaba K41 pri analizi slik V. van Gogha

4.1 Efekt gibanja v slikarstvu

Svetlost je koli¢ina, ki jo v fizikalnem merilu merimo z W/(sr - m?), v fizio-
loskem pa z cd/m?. Opisuje koli¢ino svetlobe, ki gre skozi oz. se izseva iz
doloc¢ene povrsine v prostorski kot. Slikarji impresionisti so bili prvi, ki so
izkoriscali tehniko ekvisvetlosti, da so na sliki dosegli obc¢utek premikanja.
Motiv, naslikan s kontrasti enake svetlosti, vdahne sliki gibanje.

Za razlago tega efekta si moramo podrobneje ogledati merilnik, ki ga
uporabljamo pri opazovanju slik - ¢lovesko oko. V ocesu sta dva tipa spre-
jemnikov za svetlobo: ¢epki in palic¢ice. Tri vrste ¢epkov so zadolZzene za
zaznavanje barv oz. fotopti¢no gledanje, pali¢ice pa za zaznavanje svetlosti
oz. skotopti¢no gledanje. Napram ¢epkom so palic¢ice veliko bolj pogosta

in obcutljivejsa ¢utilna celica v ocesu. Zdruzene so v sveznje, ki so speljani
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Slika 3: Vidne celice v o¢esu. C - ¢epek s stozéastim zunanjim odsekom. P

- pali¢ica s paliastim zunanjim odsekom. Fotografija vzeta iz [4].

na en internevron, kjer se signal Se ojaca. Zaradi tega so paliCice precej
bolj obcutljive na gibanje. Pri ekvisvetli sliki je tako polozaj objektov za
¢loveskega opazovalca rahlo nedolocen, kar se odraza v obcutku migotanja.

Kot postimpresionist je van Gogh verjetno poznal navedeno tehniko. Ker
njegova dela med in po razvrvanih obdobjih zivljenja dajejo vtis turbulence,
je mozno, da je tehniko nevede povzdignil na nov nivo. Vzporedenje gostote
porazdelitve svetlosti z gostoto porazdelitve hitrosti iz 3.2 bomo opravili

v naslednjem razdelku.

4.2 Analiza

Eden izmed formatov digitaliziranih slik je RGB, kar stoji za rde¢ (R),
zelen (G) in moder (B) kanal. Opirajo¢ se na predhodno razpravo bomo
obcutek turbulentnosti ob opazovanju slike analizirali tako, da bomo svetlost

L izenagcili s hitrostjo v. Ker je oko razlicno obcutljivo na barve, svetlost
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piksla dobimo s priblizno formulo:
v=L=0,299Lr 4+ 0,587Lg + 0,114Lp. (24)

Sestavimo matriko z razliko svetlosti dv med piksli v vrsticah in razdaljo
med piksli R v stolpcih. Gostoto porazdelitve fluktuacij svetlosti, ki jo

dobimo iz te matrike, normaliziramo s korenom drugega momenta:
OVR
((6vr)?)

Na dobljene tocke nato prilagajamo (23) in dolo¢imo parameter \ (Slika

Pg(dvg) = (25)

4). Resolucija slik ne vpliva na rezultat, dokler je ne zmanjsamo toliko, da
izginejo podrobnosti potez ¢opica.

Pri van Goghovi sliki Zvezdnata noc¢, ki je nastala jeseni 1889 po umet-
nikovi mesec in pol trajajoci tezki krizi, opazimo neverjetno ujemanje s tur-
bulentnimi tokom (Slika 4). Podobno je tudi s sliko Zitno polje z vranami
(Slika 5) iz istega obdobja in sliko Cesta s cipreso in zvezdo, ki jo je ustvaril
leta 1890 po zadnji psihozi v njegovem zivljenju (Slika 6). Da bi bila taka
tehnika slikanja vseh njegovih slik, zanika obdelava Avtoportreta z obvezo,

ki je bil narejen v povsem pomirjenem dusevnem stanju (Slika 7).

5 Zakljucek

V tem seminarju opisani nac¢in obravnave umetniskih del ni osamljen primer.
Prvi poskus so naredili leta 1999 s fraktalnim opisom Pollockovih slik. Na
vprasanje, zakaj neko delo dojemamo kot mojstrovino in drugo ne, je tezko
odgovoriti.

Pri Pollocku in van Goghu so nasli matematicno dokazljive posnetke na-
ravnih procesov. Je kvaliteta umetnine v ¢loveskih oc¢eh doloc¢ena s kvaliteto
posnemanja narave? Vsekakor lahko znanstvena objektivnost moc¢no pripo-

more k razumevanju umetnosti.
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Slika 4: Zgoraj: van Goghova slika Zvezdnata no¢. Spodaj: Gostota po-
razdelitve za Sest razdalj med piksli (od spodaj navzgor) R = 60; 240;
400; 600; 800; 1200. Za boljso vidljivost so krivulje navpi¢no zamaknjene.
Prilagajanje iz (23) kazejo polne ¢rte, vrednosti parametrov so (od spodaj

navzgor) A = 0,2;0,15; 0,12; 0,11; 0,09; 0,0009. Slika in graf vzeta iz [7] in
[6].
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Slika 5: Slika Zitno polje z vranami in njena gostota porazdelitve svetlosti.

Slika in graf vzeta iz [8] in [6].

Slika 6: Slika Cesta s cipreso in zvezdo in njena gostota porazdelitve svet-

losti. Slika in graf vzeta iz [8] in [6].
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Slika 7: Slika Avtoportret z obvezo in njena gostota porazdelitve svetlosti.

Neujemanje s prejsnjimi slikami je oéitno. Slika in graf vzeta iz [8] in [6].
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